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VORBEDE. 


Üis  ist  jetzt  ungefähr  zwei  Jahre  her,  seit  mir  die  Verlags- 
buchhandluDg  von  Fried r.  Vieweg  u.  Sohn  den  Vorschlag 
machte,  die  Vorlesungen  von  Riemann  über  partielle  Differential- 
gleichungen, die  seit  Biemann's  Tode  in  drei  nicht  wesentlich  ver- 
schiedenen Auflagen,  zuletzt  im  Jahre  1882,  von  Karl  Hattendorff 
veröffentlicht  waren,  aufs  Neue  herauszugeben.  Ich  bin  auf  diesen 
Vorschlag  zwar  nicht  ohne  Bedenken,  aber  schliesslich  doch 
guten  Muthes  eingegangen,  um  so  mehr,  als  ich  selbst  schon 
seit  Jahren  den  Gedanken  bei  mir  erwogen  habe,  meine  Arbeiten 
auf  dem  Gebiete  der  partiellen  Diffierentialgleichungen  einmal  im 
Zusammenhang  darzustellen  und  zu  veröfiientlichen. 

Riemann  sagt  in  der  Einleitung,  die  in  der  Hattendorff- 
schen  Bearbeitung  nach  einer  Riemann^ sehen  Aufzeichnung  aus 
dem  Jahre  1854  wörtlich  abgedruckt  ist,  etwa  Folgendes  über  die 
Aufgabe  und  das  Wesen  der  mathematischen  Physik: 

„Eine  wissenschaftliche  Physik  existirt  bekanntlich  erst  seit 
der  Erfindung  der  Diff^erentialrechnung.  Erst  seitdem  man  gelernt 
hat,  dem  Laufe  der  Naturereignisse  stetig  zu  folgen,  sind  die 
Versuche,  den  Zusammenhang  der  Erscheinungen  in  abstracten 
Begriffien  nachzuconstruiren ,  von  Erfolg  gewesen.  Hierzu  gehört 
zweierlei:  erstens  einfache  Grundbegriffe,  mit  denen  man  con- 
struirt,  und  zweitens  eine  Methode,  um  aus  den  einfachen  Grund- 
gesetzen dieser  Construction ,  welche  sich  auf  Zeitpunkte  und 
Raumpunkte    beziehen,     die    Gesetze    für    endliche    Zwischen- 
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Zeiten  und  Abstände,  welche  allein  der  Beobachtung  zugäng- 
lich sind  (mit  der  Erfährung  verglichen  werden  können),  abzu- 
leiten." 

Die  erste  der  beiden  hier  von  Riemann  bezeichneten  Auf- 
gaben ist  die  Aufstellung  der  Differentialgleichungen,  gestützt 
auf  physikalische  Thatsachen  und  auf  Hypothesen.  Die  zweite 
ist  die  Integration  dieser  Differentialgleichungen  und  ihre  An- 
wendung auf  den  einzelnen  concreten  Fall,  und  dies  ist  Aufgabe 
der  Mathematik. 

Riemann  führt  nun  aus,  wie  sich  auf  den  Grundlagen,  die 
Galilei  und  Newton  gelegt  haben,  die  physikalischen  Theorien 
entwickelt  haben,  wie  die  Anschauungen  Newton's  in  den  ver- 
schiedenen Zweigen  der  mathematischen  Physik  zum  Ausdruck 
der  Gesetze  durch  Differentialgleichungen  geführt  haben,  und 
wie  die  Wissenschaft  noch  zu  der  Zeit,  da  er  schrieb,  auf  dem 
Standpunkt  Newton's  stehe. 

„Es  ist  seit  Newton  kein  neuer  Fortschritt  gemacht", 
schreibt  er;  „alle  Versuche,  über  diese  Grundbegriffe  hinaus  ins 
Innere  der  Natur  zu  dringen,  sind  bis  jetzt  missglückt;  der  Ein- 
fluss  der  späteren  philosophischen  Systeme,  wo  er  sich  in  der 
physikalischen  Literatur  geltend  gemacht,  hat  nur  den  Erfolg 
gehabt,  die  ursprüngliche  Auffassung  Newton's  zu  verunstalten 
und  Inconsequenzen  in  dieselbe  einzuführen." 

Dass  Riemann  selbst  an  einer  Vertiefung  der  Natur- 
erkenntniss  über  die  Newton^^schen  Grundlagen  hinaus  mit 
Ernst  gearbeitet  hat,  wissen  wir  aus  seinen  Briefen  und  den  von 
ihm  hinterlassenen  naturphilosophischen  Fragmenten,  die  in  seinen 
gesammelten  Werken  (Leipzig  1876,  1.  Aufl.;  1892,  2.  Aufl.)  ver- 
öffentlicht sind.  Es  zeigen  sich  in  diesen  Fragmenten  deutliche 
Spuren  des  Bestrebens,  einerseits  die  verschiedenen  Natur- 
erscheinungen, wie  Licht,  Wärme,  Elektricität,  Gravitation  aus 
einer  gemeinsamen  Quelle  abzuleiten,  andererseits  sie  auf  eine 
Uebertragung  der  Wirkung  durch  eine  vermittelnde  Substanz 
zurückzuführen.  Die  angeführte  Stelle  deutet  aber  darauf,  dass 
er  zur  Zeit  als  er  sie  niedei*schrieb,  mit  den  Ergebnissen  seiner 
naturphilosophischen  Speculationen  noch  nicht  zufrieden  ge- 
wesen ist 
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Seit  jener  Zeit  ist  fast  ein  halbes  Jahrhundert  verstrichen, 
und  die  Sachlage  ist  eine  andere  geworden. 

Von  England  her,  von  wo  uns  vor  zweihundert  Jahren  die 
Lehre  von  der  allgemeinen  Gravitation  gekommen  ist,  hat  sich  eine 
Anschauung  Bahn  gebrochen,  die,  wenigstens  was  die  Erschei- 
nungen der  Elektricität,  des  Magnetismus  und  des  Lichtes  betrifit, 
jenem  Ri em an n' sehen  Ideale  nahe  kommt,  wenn  sie  uns  auch 
in  Bezug  auf  die  Gravitation  bis  jetzt  noch,  im  Stiche  lässt.  Es 
ist  die  auf  Faraday^s  Anschauungen  tussende,  von  Maxwell 
ausgebaute,  und  jetzt  fast  allgemein  angenommene  Theorie  des 
Elektromagnetismus  und  des  Lichtes,  durch  die  diese  Erschei- 
nungen nicht  mehr  aus  einer  unvermittelten  Fernewirkung,  son- 
dern aus  einem  Spannungszustande  des  umgebenden  Raumes  ab- 
geleitet werden.  Hand  in  Hand  mit  der  Entwickelung  dieser 
Theorie,  die  grosse  Erscheinungsgebiete  auch  in  mathematisch 
befriedigender  Weise  erklärt,  ist  die  Erkenntniss  neuer  That- 
sachen  und  Erscheinungen  gegangen,  die  sie  auf  jedem  Schritte 
bestätigt  haben,  und  die  der  mathematischen  Theorie  eine  Fülle 
^euer  Aufgaben  stellt  Wir  brauchen  nur  an  die  Experimente 
von  H.  Hertz  zu  erinnern,  die  eine  so  augenfällige  Ueberein- 
stimmung  in  den  Gesetzen  der  Fortpflanzung  elektrischer  Wir- 
kung mit  der  Optik  ergeben  haben.  Alles  in  Allem  haben  wir 
es  hier  mit  einer  Anschauung  zu  thun,  die  auch  den  zu  er- 
freuen geeignet  ist,  der  in  den  physikalischen  Theorien  mehr 
sucht,  als  blosse  Darstellung  oder  Beschreibung  der  Erschei- 
nungen. 

Durch  diese  Entwickelung  hat  die  mathematische  Physik 
eine  durchgreifende  Umgestaltung  erfahren.  Es  ist  dies  aber 
nicht  so  zu  verstehen,  als  ob  nun  die  älteren  Theorien  falsch 
•oder  überflüssig  geworden  seien.  Sie  haben  vielmehr  in  der 
Hauptsache  eine  neue  Bestätigung  und  tiefere  Begründung  ge- 
funden. Freilich  sind  wesentliche  Ergänzungen  hinzugekommen^ 
die  auch  auf  die  mathematische  Behandlung  zurückwirken.  Hier- 
her gehören  die  schon  genannten  elektromagnetischen  Schwin- 
gungen, und  alle  die  neuen  Aufgaben,  die  aus  der  Weiter- 
entwickelung der  Hydrodynamik,  der  Elasticitätslehre,  der  physi- 
kalischen Chemie  geflossen  sind. 
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Auch  die  mathematischen  Hülfsmittel  für  die  Integration 
der  partiellen  Differentialgleichungen  haben  in  den  letzten  Jahr-* 
zehnten  manchen  Zuwachs  erhalten,  unter  denen  ich  hier  nur  die 
hauptsächlich  auf  Riemann's  Einiiuss  zurückzuführende  aus- 
gedehnte Anwendung  der  functionentheoretischen  Methoden  hervor- 
heben möchte. 

Wenn  sich  hiernach  der  Inhalt  der  mathematischen  Physik 
in  den  vierzig  Jahren,  seit  Biemann  diese  Vorlesung  zum  letzten 
Mal  gehalten  hat,  so  bedeutend  verändert  hat,  so  war  es  keine 
Frage,  dass  ein  unveränderter  oder  wenig  revidirter  Abdruck 
jener  Vorlesungen  gar  nicht  mehr  zeitgemäss  gewesen  wäre,  sollte 
das  Buch  mehr  als  bloss  historischen  Werth  haben,  sollte  es,  wie 
es  seiner  Zeit  gewesen  ist,  ein  Handbuch  sein,  das  auch  dem 
Physiker  in  leicht  verständlicher  Form  die  nöthigen  theoretischen 
Hülfsmittel  bietet.  Es  musste  also  an  eine  vollständige  Neu- 
bearbeitung gegangen  werden.  Dabei  erschien  es  denn  auch  an- 
gemessen, die  Beschränkung  aufzugeben,  die  die  gemessene  Zeit 
einer  Universitätsvorlesung  vorschrieb.  In  den  Hattendorff  sehen 
Ausgaben  findet  sich  nichts  über  Elektricität  und  Magnetismus. 
Der  physikalische  Stoff  beschränkt  sich  auf  Wärmeleitung,  Elasti- 
cität  und  Hydrodynamik.  Dies  war  um  so  mehr  gerechtfertigt 
als  Biemann  die  Schwere,  die  Elektricität  und  den  Magnetis- 
mus in  einer  anderen  Vorlesung  behandelt  hat,  die  gleichfalls 
von  Hattendorff  für  den  Druck  bearbeitet  ist  (Hannover  1876). 
So  entstand  denn  der  Plan,  um  einige  Vollständigkeit  zu 
erreichen,  das  Werk  in  zwei  Bänden  herauszugeben,  von  denen 
der  erste  jetzt  vorliegende  ausser  den  allgemeinen  mathe- 
matischen Hülfsmitteln  die  Gebiete  der  Elektricität  und  des 
Magnetismus,  und  zuletzt  die  Theorie  der  elektrolytischen  Ver- 
schiebungen, behandelt.  Der  zweite  Band,  der  dem  ersten  baldigst 
folgen  soll,  wird  die  Wärmeleitung,  die  Theorie  der  Schwingungen, 
einschliesslich  der  elektrischen,  die  Elasticitätstheorie  und  Hydro- 
dynamik enthalten. 

Eines  aber  muss  noch  hervorgehoben  werden.  Das  vorliegende 
Buch  soll  kein  physikalisches  Lehrbuch  sein.  Die  kurzen  Ent- 
wickelungen  der  einzelnen  physikalischen  Theorien  machen  keinen 
Anspruch  auf  Vollständigkeit    Sie  sollen  nur  die  Theorien,  aus 
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denen  die  behandelten  Probleme  entnommen  sind,  verständlich 
machen.  Der  Schwerpunkt  liegt  in  der  mathematischen  Behand- 
lung der  einzelnen  Probleme«  Es  ist  bei  der  Fülle  des  Stoffes 
selbstverständlich,  dass  bei  diesen  Problemen  nur  eine  sehr  be- 
schränkte Auswahl  getroffen  werden  konnte,  wobei  neben  dem 
physikalischen  besonders  auch  auf  das  mathematische  Interesse 
Gewicht  gelegt  ist.  Umständliche  Entwickelungen  und  Annähe- 
rungsrechnungen, so  sehr  sie  auch  dem  Physiker  in  Ermangelung 
besserer  und  strenger  Methoden  nothwendig  sein  mögen,  sofern 
sie  ohne  besonderes  mathematisches  Interesse  sind,  werden  ver- 
mieden. 

Ebenso  aber  sind  Fragen  von  nur  mathematischem  Interesse, 
die  dem  Physiker  allzu  abstract  erscheinen  möchten,  z.  B.  die 
schwierigen  tiefer  gehenden  Untersuchungen  über  die  Existenz 
der  Lösungen,  nicht  in  den  Kreis  der  Betrachtungen  gezogen. 

Es  entstand  nun  aber  die  Frage,  ob  es  bei  dem  Plane, 
den  ich  hier  dargelegt  habe,  dessen  Dui*chführung  eine  durch- 
greifende Umarbeitung  in  allen  Theilen  nöthig  machte,  noch 
gerechtfertigt  sei,  das  Werk  als  Vorlesung  Riemann's  zu  be- 
zeichnen. 

Ich  bin  mir  wohl  bewusst,  dass  ich  in  der  Hauptsache  die 
Verantwortung  allein  trage.  Da  aber  nicht  nur  die  Anlage  im 
Ganzen  in  Riemann's  Weise  beibehalten  ist,  sondern  ich  auch, 
so  viel  in  meinen  Kräften  stand,  bemüht  gewesen  bin,  die  Arbeit 
in  Riemann's  Sinn  und  Geist  fortzuführen,  so  habe  ich  es 
gewagt,  demW^erke  auf  dem  Titel  den  Schmuck  von  Riemann's 
Namen  zu  lassen. 


Strassburg,  Juni  1900. 


H.  Weber. 
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Berichtigungen. 


Seite  185f  Zeile  10  von  unten  lies  „o;    ^     statt  „x     ^  . 


1 


Seite  192,  Formel  (13)  soll  heissen  Aq  =  2  {f(x)xdx. 

0 

Seite  219,  Zeile  6  und  8  von  unten  lies  „Verlust^  statt  „Zuwachs*'. 

Seite  219,  Zeile  1  von  unten,  Formel  (5),  lies  —  div  q  %  statt  div  q  % 

Seite  295,  Zeile  15  von  unten  lies  „der**  statt  „den**. 

Seite  404,  Formel  (6)  lies  -f-  li  grad  log  «  statt  —  M  grad  log  «. 

Seite  408,  Formel  (11)  und  (14)  lies  ±  statt  +. 

Seite  414,  Zeile  9  von  oben,  Formel  (1)  soll  heissen 

—  div  X  (f  grad  u-  +  ^  div  X  grad  tf. 
Seite  414,  Formel  (2)  lies  8  =  Agrady.  statt  8  :=  —  Agrad  y. 
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ANALYTISCHE  HÜLFSMITTEL. 


Biemann- Weber,   Partielle  DiffeTentialgleichungen. 


Erster  Abschnitt. 
Bestimmte  Integrale. 


§.1. 
Obere   und  untere  Grenze. 

Es  bedeute  ^  irgend  eine  Menge  reeller  Zahlen 

a  =  Oj,  Og,  03,  .  .  . 

in  endlicher  oder  unendlicher  Anzahl,  jedoch  so,  dass  alle 
a  zwischen  zwei  endlichen  Zahlwerthen  eingeschlossen  sind. 

Wir  stellen  dann  den  Satz  an  die  Spitze,  dass  es  für 
die  Menge  %  eine  obere  und  eine  untere  Grenze  giebt. 

Es  sind  darunter  zwei  Zahlen  Äy  B  zu  verstehen,  von  denen 
die  kleinere  A  nicht  grösser,  die  grössere  B  nicht  kleiner  als 
irgend  eine  der  Zahlen  ^  ist,  während,  wenn  o  eine  beliebig 
kleine  positive  Zahl  ist,  sowohl  zwischen  A  und  J.  -f-  o,  als 
auch  zwischen  B  und  B  —  o  (mit  Einschluss  der  Grenzen  A 
und  B)  noch  Zahlen  aus  %  enthalten  sind. 

Der  Beweis  dieses  Satzes,  auf  den  wir  hier  nicht  eingehen, 
ergiebt  sich  fast  von  selbst  aus  einer  strengen  Auffassung  des 
Zahlbegriffes. 

§.  2. 
Functionen.    Stetigkeit. 

Man  nennt  eine  Variable  y,  eine  Function  einer  Variablen  x 
und  setzt 

n)  y=n^). 

wenn  die  beiden  Variablen  so  von  einander  abhängig  sind,  dass 
zu  jedem  Werth  von  x  ein  bestimmter  Werth  von  y  gehört. 
Diese  Abhängigkeit  kann  durch  einen  analytischen  Ausdruck  be- 

1* 


4  Erster  Abschnitt.  §.  2. 

stimmt  sein,  oder  sie  kann  auch  auf  andere  Art,  z.  B.  graphisch, 
gegeben  sein,  wenn  y  die  Ordinate  einer  Curve  ist,  die  zu  der 
Abscisse  x  gehört  Die  Curve  kann  willkürlich  gezeichnet  ge- 
dacht werden. 

Es  kommt  auch  vor,  dass  die  Abhängigkeit  des  y  von  x 
nicht  für  alle  x^  sondern  nur  in  einem  beschränkten  Intervall 
gegeben  ist. 

Sind  a,  h  irgend  zwei  Werthe  a  <  ft,  so  bilden  alle  der 
Bedingung 

(2)  a  5  ^  5  ft 

genügenden  Werthe  von  x  das  Intervall 

^  =  (a,  hl 

dessen  Grösse  h  —  a  wir  gleichfalls  mit  ^  bezeichnen. 

Ist  S  =  (a,  ß)  irgend  ein  Intervall,  in  dem  die  Function  y 
überall  einen  bestimmten  Werth  hat,  und  in  dem  sämmtliche 
Werthe  der  Function  zwischen  endlichen  Grenzen  liegen ,  so 
haben  diese  Werthe  von  y  nach  §.  1  eine  untere  und  eine  obere 
Grenze  -4,  B,  und  der  Unterschied 

D  =  B  —  A 

heisst  die  Schwankung  der  Function  f{x)  in  dem  Intervall  d. 

Theilen  wir  das  Intervall  ^  in  kleinere  Intervalle  J,  die 
sämmtlich  kleiner  als  eine  willkürlich  anzunehmende  Grösse  d 
sind,  so  heisst  die  Function  f{x)  in  dem  Intervall  J  stetig, 
wenn  die  obere  Grenze  der  Schwankungen  2)  in  den  Theilinter- 
vallen  sich  zugleich  mit  d  der  Grenze  Null  nähert. 

Sind  f{x)  und  tp  {x)  zwei  stetige  Functionen ,  so  sind  auch 
Summe,  Differenz  und  Product  in  demselben  Intervall  stetig. 
Für  den  Quotienten  f{x)  :  q>  {x)  gilt  dies  nur  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  q>  {x)  in  dem  Intervall  nicht  Null  wird. 

Diese  Definitionen  lassen  sich  auch  auf  Functionen  mehrerer 
Variablen  ausdehnen.  Sind  z.  B.  x^  y  rechtwinklige  Goordinaten 
in  einer  Ebene,  und  z  die  Ordinate  einer  krummen  Oberfläche, 
so  ist 

eine  Function  von   zwei  Variablen.     Ebenso   ist,   wenn  x^  y,  z 
rechtwinklige  Goordinaten  im  Räume  sind, 

M  =  f{x,y,e) 
eine  Function   von  drei  Variablen,   wenn  zu  jedem  Punkte   ein 
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bestimmter  Werth  von  u  gehört.  Diese  Functionen  brauchen  nur 
in  einem  endlichen  Gebiete  T  der  Ebene  oder  des  Raumes  ge- 
geben zu  sein,  und  dem  Intervalle  8  entsprechen  hier  Elemente  x 
der  Ebene  oder  des  Baumes,  die  das  Gebiet  T  ganz  erfüllen, 
deren  Lineardimensionen  sämmtlicb  unter  einer  bestimmten 
Grenze  d  liegen.  Auch  hier  haben  die  Werthe  einer  Function 
in  einem  Elemente,  wenn  sie  zwischen  endlichen  Grenzen  liegen, 
eine  obere  und  untere  Grenze,  deren  Differenz  die  Schwankung 
der  Function  im  Elemente  S  ist,  und  die  Function  ist  stetig, 
wenn  die  obere  Grenze  der  Schwankung  zugleich  mit  d  un- 
endlich klein  wird. 

Von  einer  in  einem  endlichen  Gebiete  stetigen 
Function  gilt  der  Satz,  dass  sie  jeden  zwischen  der 
oberen  und  unteren  Grenze  gelegenen  Werth  für  einen 
Punkt  des  Gebietes  annimmt. 

Es  ist  hier  wohl  am  Platze,  darauf  hinzuweisen,  dass  eine 
Function  f{x^y\  die  für  jeden  Werth  von  x  eine  stetige  Function 
von  y,  und  für  jeden  Werth  von  y  eine  stetige  Function  von  x 
ist,  darum  noch  nicht  eine  stetige  Function  der  beiden  Variablen 
x^  y    in   dem   oben  festgesetzten   Sinne  ist.      So  ist  z.  B.  die 

Function 

x^ 

x^  +  y" 

für  jedes  x  eine  stetige  Function  von  y  (die  für  a;  =  0  identisch 
für  jedes  y  Null  wird)  und  für  jedes  y  eine  stetige  Function 
von  X  (für  y  =  0  identisch  =  1),  und  doch  schwankt  die  Func- 
tion in  jeder  noch  so  kleinen  Umgebung  des  Punktes  a:  =  0, 
y  =  0  zwischen  den  Werthen  0  und  1. 

Von  der  Stetigkeit  in  einem  Intervalle  muss  die  Stetigkeit 
in  einem  Punkte  unterschieden  werden. 

Eine  Function  f{x)  heisst  in  dem  Punkte  a  stetig,  wenn 

sich  fix)  der  Grenze  /(a)  nähert,  mag  x  von  kleineren  oder  von 

grösseren  Werthen  her  der  Grenze  a  zustreben,  oder  in  Zeichen, 

wenn 

lim  f(x)  =  f(a) 

x=:a 

ist 

Man  siebt,  dass  eine  Function,  die  in  einem  Intervalle  stetig 
ist,  auch  in  jedem  einzelnen  Punkte  dieses  Intervalles  stetig  ist. 
Denn  wenn    die   Function  in    a    nicht    stetig    ist,    so    ist    ihre 
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Schwankung  in  einem  noch  so  kleinen,  den  Punkt  a  enthaltenden 
Intervalle  grösser  als  eine  endliche  Grösse,  Von  Heine  ist 
auch  daa  Umgekehrte  bewiesen,  nämlich,  dasB  eine  in  jedem 
einzelnen  Punkte  eines  Intervalles  stetige  Function  auch  in  dem 
Intervalle   stetig   ist. 


Bestimmte   Integrale. 
Es  sei  y  ^f{x)  eine  in  dem  InterraUe 

(1)  j  =  («,  h) 

stetige   Function   einer  Variablen  x.     Das  Intervall  ^   theilen 

wir  nun  in  Theilintervalle  S,  die  alle  unter  einer  oberen  Grenze  d 

liegen,  so  dass 

(2)  d  =  2:s 

ist.    Eines  dieser  Theilintervalle  i  ist  in  der  Fig.  l  durch  die 

Endpunkte  «,  /3  bezeichnet.    Ist  £  die  Abscisse  eines  Punktes  in 


Fijf.  1. 


dem  Intervalle  A,  so  ist  das 
Product  Ä/(|)  der  Flächen- 
inhalt des  über  S  stehenden 
Rechtecks  von  der  Höbe 
/(l),  und  die  Summe 
(3)  S  =  ZJ/({) 
ist  der  Inhalt  einer  aus 
solchen  Rechtecken  zusam- 
mengesetzten Fläche,  die 
sich  der  durch  die  Curve 
yz=f{x)  begrenzten  Fläche 
(abcd)  um  so  mehr  anschliesst,  je  kleiner  die  Theilintervalle  S 
werden,  oder  je  kleiner  deren  obere  Grenze  d  ist. 

Die  Summe  S  nähert  sich  nun  mit  unendlich  ab- 
nehmendem d  einer  festen  Grenze,  nämlich  dem  Flächen- 
inhalte der  erwähnten  Fläche,  der  das  bestimipte  Inte- 
gral vonf(x)  zwischen  der  Grenze  a  und  b  heisst,  und  mit 


\/(x)dl 


bezeichnet  wird. 
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Der  Beweis  hierfür  ergiebt  sich  aus  folgenden  Betrachtungen. 
Sind  Ä^  B  die  untere  und  obere  Grenze  von  f(x)  im  Inter- 
yalle  ^,   so  folgt  aus  (2)  und  (3) 

Ä^  <:  S<:BA 

und  mithin,  wenn  S  einen  in  dem  Intervalle  ^  gelegenen  Werth 
von  X  bedeutet,  der  der  Bedingung 

A<:f(S)<:B 

genügt: 

(4)  S  =  df{S). 

Es  hat  also  S  jedenfalls  einen  endlichen  Werth. 

Sind  ferner  ^,  h  die   untere  und  obere  Grenze  von  f{x)  in 
dem  Intervalle  4,  so  ist 
(5j  Sgd  <:  S  <:2hd. 

Wenn  also 

D  =  h-g 

die  Schwankung  der  Function  im  Intervalle  d  ist,  so  sind  die 
Schwankungen  der  Summe  S  bei  festgehaltenen  ö  nicht  grösser 
als  2äDS^  und  wenn  G  die  obere  Grenze  von  D  ist,  nicht 
grösser  als  G  J^  und  sind  also  wegen  der  vorausgesetzten  Stetig- 
keit von  f{x)  bei  unendlich  abnehmendem  d  unendlich  klein. 

Wenn  wir  aber  das  Intervall  S  in  kleinere  Intervalle  8'  ein- 
theilen  und  mit  |'  einen  in  8'  gelegenen  Werth  von  x  bezeichnen, 
so  ist,  wenn  wir  die  Formel  (4)  auf  das  Intervall  8  anwenden, 

wo  I  in  ff  liegt,  und  mithin  ist  die  dieser  weiter  getriebenen 
Eintheilung  entsprechende  Summe 

(6)  s  =  ii«'/«')  =  id/d) 

unter  den  verschiedenen  Werthen  von  S  enthalten.  Nehmen  wir 
jetzt  zwei  beliebige  Eintheilungen  von  d  in  Theilintervalle  8^ 
und  ^9,  so  erhalten  wir  eine  dritte  Eintheilung  in  kleinere  Inter- 
valle d,  wenn  wir  die  beiden  ersten  Eintheilungen  zusammen  be- 
stehen lassen,  und  die  mit  diesen  Eintheilungen  nach  (3)  ge- 
bildeten Summen  /S|,  S,,  S  werden  nach  (6)  identisch,  wenn  man, 
bei  gegebenen  Mittelwerthen  |  in  der  Summe  5,  die  Mittel- 
werthe  £i,  |s  in  den  Summen  5i  und  8^  passend  bestimmt,  und 
daraus  folgt,  dass  sich  mit  S  zugleich  Si  und  5,  einer  und  der- 
selben festen  Grenze  nähern,  auch  wenn  die  Mittelwerthe  l^,  |, 
anders  gewählt  sind. 
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Erster  Abschnitt. 


§.  4. 


Es  ist  nun  leicht  zu  sehen,  dass  dieser  Grenzwerth  von  S  zu- 
gleich den  Inhalt  F  der  von  der  Curve,  den  Endordinaten  und 
der  Abscissenaxe  begrenzten  Fläche  ausdrückt.  Denn  zieht  man 
für  jedes  Theilstück  die  Parallele  mit  der  Abscissenaxe  durch  den 
höchsten  Punkt  der  Curve,  so  wird  S  >  I\  zieht  man  sie  durch 
den  tiefsten  Punkt,  so  wird  S  <Z  F.  Folglich  fällt  der  Grenz- 
werth von  S  mit  F  zusammen. 


§•  4- 
Erweiterung  des  Integralbegrifies. 

Die  Stetigkeit  der  Function  f(x)  in  dem  Intervalle  -J,  die 
wir  bisher  vorausgesetzt  haben,  ist  für  die  allgemeine  Definition 
des  bestimmten  Integrals  nicht  nothwendig.  Die  nothwendigen 
und  hinreichenden  Voraussetzungen,  die  in  dieser  Beziehung  über 
die  Function /(o;)  gemacht  werden  müssen,  sind  von  Riemann 
festgestellt  1).  Wir  führen  hier  nur  die  Erweiterungen  des 
Integralbegriffes  auf,  die  für  die  Anwendung  von  Wichtig- 
keit sind. 

1.  Wenn  die  Function  f(x)  nicht  durchweg  stetig  ist,  so  soll 
sie  so  beschaffen  sein,  dass  jedes  endliche  Intervall,  in  dem  die 
Fig.  2.  Function  f{x)  gegeben  ist,  in  eine  end- 

liche Anzahl  von  Theilintervallen  zer- 
fällt, in  deren  jedem  einzelnen  f{x) 
stetig  ist,  so  dass  die  Function  mit 
der  Annäherung  von  x  an  einen  Theil- 
punkt  zweier  solcher  Intervalle  einen 
bestimmten,  aber  beiderseits  verschie- 
denen Grenzwerth  erhält.  Um  einen 
kurzen  Ausdruck  zu  haben,  wollen  wir  solche  Functionen  (nach 
C.  Neumann)  abtheilungsweise  stetig  nennen. 

In  der  Fig.  2  sind  (a,  c)  und  (c,  b)  zwei  solche  Intervalle. 
In  c  findet  eine  plötzliche  sprungweise  Aenderung  der  Function, 
eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  statt,  und  die  beiden  dort  zu- 


^)  Bernhard  Riemann's  gesammelte  mathematische  Werke.  Zweite 
Auflage  (Leipzig  1892),  S.  239.  Kiemann  spricht  dort  (S.  242  bis  243) 
den  nicht  Bchwer  zu  beweisenden  Satz  aus,  dass  eine  Function,  die  in  einem 
endlichen  Intervalle  nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  hat,  auch 
wenn  sie  unendlich  viele  Unstetigkeitsstellen  besitzt,  wenn  sie  nicht  unend- 
lich vrird,  immer  integrirbar  ist. 
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sammenstossenden  Werthe  von  f{x)  werden  (nach  einer  von 
Diricblet  eingeführten  Bezeichnung)  mit 

/(c— 0)    und    /(c  +  O) 

bezeichnet  ^).  Für  solche  Fälle  wird  das  bestimmte  Integral  der 
Function  f{x)  einfach  durch  die  Formel  erklärt: 

beb 

(1)  f  /(x)  da;  =  j  f{x)  d  «  +  j  fix)  dx, 

a  a  c 

und  diese  Formel  gilt  natürlich  auch,  wenn  c  kein  Unstetigkeits- 
punkt  ist. 

Wenn  wir  nach  dieser  Festsetzung  ein  Integral  mit  ver- 
änderlicher oberer  Grenze  x  betrachten: 

X 

(2)  F{x)  =  {f(x)dx  a  ^  X  ^  b, 

a 

so  ist  F{x)  selbst  dann  eine  stetige  Function  von  a?,  wenn/(a;) 
nicht  stetig  ist  Denn  ist  d  =  (a,  ß)  irgend  ein  Theilintervall, 
so  ist  die  Schwankung  von  F(x)  in  diesem  Intervalle  dieselbe  wie 
die  der  Function 

X 

F{x)  —  F(«)  =  [fix)  dx  a^x^ß, 

a 

und  diese  Differenz,  und  also  auch  ihre  Schwankung,  ist  absolut 
kleiner  als  g  d,  wenn  g  grösser  ist  als  der  absolut  grösste  Werth 
von  f(x)  im  Intervalle  d.  Das  Product  gd  wird  aber  zugleich 
mit  d  unendlich  klein.  Die  Function  f{x)  ist  der  Differential- 
qaotient  der  Function  F(x). 

2.  Die  Definition  des  Integrals  durch  die  Summe  S  versagt, 
wenn  die  Function  f(x)  in  dem  Integrationsintervalle  oder  an 
einer  der  Grenzen  unendlich  wird.  Nehmen  wir  an,  die  Func- 
tion/(a:)  wachse  über  alle  Grenzen,  wenn  sich  x  von  grösseren 
Werthen  her  dem  Werthe  a  nähert,  sei  aber  sonst  in  dem  Inter- 
valle (a,  6)  endlich.    Dann  ist 


*)  Wenn  die  Function  f{x)  endlich  ist  und  in  einem  endlichen  Inter- 
TBÜe  nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  hat,  so  hat  für  jedes  x 
sowohl  /(x  +  O)  a,U  f{x  —  0)  einen  bestimmten  Werth.  Dies  ist  wohl  zu- 
erst von  Riemann  ausgesprochen.  (Mathematische  Werke,  2.  Aufl.,  S.  237, 
Anmerkung.) 
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.(3)  Fix)  =  ^  fix) 


dx 


80  lange  x>  a  ist,  eine  wohl  definirte  Function  von  x. 

Es  ist  nun  möglich,  dass,  wenn  sich  x  der  Grenze  a  nähert, 
F{x)  einer  bestimmten  Grenze  F{a)  zustrebt,  und  dann  setzen 
wir  definitionsweise 

(4)  F{a)  =  ^f{x)dx. 

a 

Wenn  ein  solcher  bestimmter  Grenzwerth  F{d)  vorhanden  ist, 
dann  nennen  wir  das  Integral  (3)  convergent.  Wenn  aber  F{x) 
mit  der  Annäherung  von  o;  an  a  unendlich  wird  oder  keinen  be- 
stimmten Grenzwerth  hat,  dann  heisst  das  Integral  divergent.  In 
diesem  Falle  wird  dem  Zeichen  (4)  keine  Bedeutung  beigelegt 

Ein  einfaches  Kennzeichen  der  Convergenz  des  Integrals  ist 
folgendes: 

I.    Das  Integral  F{x)  convergirt,  wenn  sich  ein  posi- 
tiver Exponent  A:  <C  1  so  bestimmen  lässt,  dass 

{x  —  aff{x) 

bei  ^  =  a  in  endlichen  Grenzen  bleibt 

Man  darf  aber  nicht  umgekehrt  schliessen,  dass,  wenn  ein 
solcher  Exponent  nicht  existirt,  das  Integral  immer  divergent  sei. 
Insbesondere  lassen  sich  solche  Fälle,  in  denen  f{x)  bei  der  An- 
näherung an  a  unendlich  oft  sein  Zeichen  wechselt,  schwer  unter 
eine  allgemeine  Regel  bringen. 

Ein  ausreichendes  Kennzeichen  der  Divergenz  können  wir 
in  folgendem  Satze  aussprechen: 

II.  Wenn  die  Function  {x  —  a)f(x)^  so  lange  x  zwi- 
schen a  und  c  liegt,  nicht  unter  eine  positive 
Constante  A  heruntersinkt,  insbesondere  also, 
wenn  (x  —  ci)f{x)  für  x  =  a  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Grenzwerth  hat,  so  ist  das  Integral 
F{x)  divergent 

Denn  dann  ist,  so  lange  a  <i  x  <i  c^ 

(x  —  a)f(x)>A 
und  folglich 
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r  c 


X 

Es  ist  aber 

c 

dx  ,       c  —  a 

=    log 

z  —  a  X  —  a 

X 


c 

1 


was  für  rc  =  a  unendlich  wird. 

Wenn  die  Function  f{x)  statt  an  der  unteren  Grenze  a  an 
der  oberen  Grenze  b  unendlich  wird,  so  ist  die  Sache  ebenso, 
nur  dass  man  die  Function 


F(x)    =   ^f(x)dx 


mit  der  Annäherung  von  o;  an  6  zu  betrachten  hat. 

Der  Fall  endlich,  da8s/(a;)  in  einem  inneren  Punkte  c  des 
Integrationsintervalles  (a,  b)  unendlich  wird,  wird  durch  die 
Formel  (1)  auf  die  beiden  soeben  betrachteten,  speciellen  Fälle 
zurückgeführt. 

3.   Wenn  das  Integral 


F(x)  =    {f{x)dx 


mit  unendlich  wachsendem   x  einer   bestimmten   Grenze  C  zu- 
strebt, so  setzen  wir 


C=  {f{x)dx, 


und  definiren  also  ein  Integral  mit  einer   unendlichen   Grenze 
durch  die  Grenzgleichung 


u 


(5)  \f(x)dx  =  lim  {/(x)dx. 

a  a 

Wir  sagen  auch  hier,  das  Integral 

{fix)dx 

a 

convergire  oder  divergire,  je  nachdem  ein  solcher  bestimmter 
endlicher  Grenzwerth  vorhanden  ist,  oder  nicht. 
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Hiernach  ist  die  Bedeutung  der  Zeichen 

b  +00 

\f{x)dx,  \f(x)dx 

—  CO  —  00 

gleichzeitig  mit  erklärt    Hier  gilt  das  folgende  Kennzeichen  für 
die  Gonvergenz: 

HL    Das  Integral  JP(a:)  convergirt  für  a:=  oo,  wenn  sich 
ein  Exponent  k  >  l  finden  lässt,  so  dass 

für  X  ■=  CD  in  endlichen  Grenzen  bleibt 

Auch  dieses  Kriterium  ist  nicht  umkehrbar,  und  hier  sind  be- 
sonders die  Fälle  von  Bedeutung,  in  denen  die  Function  f{x)  un- 
aufhörlich ihr  Vorzeichen  wechselt,  etwa  wie  die  trigonometri- 
schen Functionen  sin^,  cos^. 

Man  unterscheidet  bedingt  convergente  und  unbedingt 
convergente  Integrale  und  nennt  unbedingt  convergente  Inte- 
grale solche,  bei  denen  die  Gonvergenz  nicht  aufhört,  wenn  die 
Function  f(x)  überall  durch  ihren  absoluten  Werth  ersetzt  wird. 
Bei  den  bedingt  convergenten  Integralen  dagegen  beruht  die 
Gonvergenz  wesentlich  darauf,  dass  sich  die  positiven  und  nega- 
tiven Bestandtheile,  deren  jeder  für  sich  unendlich  ist,  in  be- 
stimmter Weise  gegenseitig  aufheben. 

Als  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  Gon- 
vergenz ist  Folgendes  zu  bemerken: 

IV.    Das  Integral 


OD 

I- 


f{x)dx 


ist  convergent,  wenn  das  Integral 


c 

I 


f{x)dx 
b 

kleiner  als  eine  beliebig  kleine  gegebene  Grösse 
o  wird,  wenn  b  und  c  beide  grösser  sind  als  eine 
hinlänglich  grosse  Zahl  n. 

Denn  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  sind  die  Schwan- 
kungen der  Function  F{x),  sobald  x  grösser  als  n  geworden  ist, 
kleiner  als  o. 
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§.  5. 
Der  erste  Mittelwertbsatz. 

Bedeutet  a^  a^,  .  .  .,  an  eine  Reihe  positiver  Zahlwerthe  und 
^,  &),  .  .  .,  hn  eine  zweite  Reihe  beliebiger  Zahlen ,  so  wird  die 
Summe 

A  =  hiüi  -f-  Äa  ^a  "h  *  '  '  ^n  ö« 

▼ergrössert,  wenn  man  die  sämmtlichen  h  durch  das  grösste 
unter  ihnen,  6r,  und  verkleinert,  wenn  man  sie  durch  das  kleinste, 
9,  ersetzt;  es  ist  also 

5r(ai  +  a, ^-  a«)  <  ^  <  G  («i  +  «a h  ö^n), 

und  wenn  man  also 

(1)  •       A  =  m(ai  -\-  02 \-  a„) 

setzt,  so  ist  m  ein  Mittelwerth  unter  den  verschiedenen  Werthen 
von  Ä,  d.  h.  m  genügt  der  Ungleichung 

(2)  g  <m  <  G, 

und  das  Zeichen  <]  würde  nur  dann  durch  das  Gleichheitszeichen 
zu  ersetzen  sein,  wenn  alle  h  und  folglich  auch  g  und  G  ein- 
ander gleich  sind. 

Die  Formel  (1)  gilt  natürlich  ebenso,  wenn  die  o^,  a^^  .  .  .)  ^n 
alle  negativ  sind. 

Dieser  Satz  lässt  sich  auf  die  das  bestimmte  Integral 
definirende  Summe  anwenden  und  giebt  dann  folgendes  Resultat: 
Es  sei 

(3)  f{x)   =   q>(x)il;{x) 

das  Product  zweier  Functionen,  von  denen  die  erste  (p{x)  in  dem 
Intervalle  ^  =  (a,  b)  nur  positive  oder  wenigstens  keine  nega- 
tiven Werthe  annimmt.     Ist  dann  wie  im  §.  3 

so  ergiebt  sich  nach  (1) 

S  =  w29(|)Ä, 

worin  m  einen  Werth  bedeutet,  der  zwischen  der  unteren  und 
oberen  Grenze  der  Function  ilf(x)  liegt.  Wenn  also  die  Function 
if(x)  stetig  ist,  so  giebt  es  einen  Werth  |,  so  dass 

m  =  ^(1) 
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wird,   und  der  Grenzübergang  zu  unendlich  kleinen 'ä  liefert  die 
Formel 

h  b 

(4)  (p(x)ilf(x)dx  =  ^(1)     (p(x)dx. 

a  a 

Hierin  ist,  um  das  Gesagte  zu  wiederholen,  q>  (x)  eine  Func- 
tion, die  in  dem  Intervalle  (a,  6)  nicht  negativ  wird,  die  aber  auch 
unstetig  sein  kann.  tl}(x)  ist  eine  endliche  und  stetige  Function, 
und  I  ist  ein  im  Allgemeinen  nicht  bekannter  Werth  von  x  im 
Intervalle  ^. 

Natürlich  gilt  die  Formel  ebenso,  wenn  (p(x)  im  Intervalle 
nicht  positiv  wird;  und  wenn  die  Function  ilf{x)  unstetig  sein 
sollte,  so  tritt  an  Stelle  von  ^(|)  ein  mittlerer  Werth  zwischen 
der  unteren  und  oberen  Grenze  der  Function  tlf(xy 

Die  Formel  (4)  nennen  wir  den  ersten  Mittolwerthsatz. 
Einen  speciellen  Fall  davon   erhalten   wir,  wenn  wir  (p{x)  =  1 

annehmen: 

b 

(5)  ^nx)dx  =  /({)(6-a). 


§.  6. 
Der  zweite  Mittelwerthsatz, 

Der  zweite  Mittelwerthsatz  bezieht  sich  gleichfalls  auf  Inte- 
grale, in  denen  die  integrirte  Function  das  Product  zweier  Func- 
tionen ist.    Es  sei  also 

(1)  fix)  =  q>{x)il,{x), 

und  es  werde  vorausgesetzt: 

Die  Function  if{x)  sei  in  dem  Intervalle  z/=(a,6)  mit 
wachsendem  x  nirgends  wachsend  oder  nirgends  ab- 
nehmend. 

Die  Function  q>{x)  setzen  wir  als  stetig  voraus. 
Wir  fuhren  noch  die  Hülfsfunction 

(2)  F{x)  =  {(p(x)dx 

ein,  indem  wir  die  untere  Grenze  (oder  eine  additive  Constante 
im  unbestimmten  Integrale)  nach  Willkür  festsetzen. 


§•  6.  Der  zweite  Mittelwerthsatz. 
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Nun  theilen  wir  das  Intervall  ^  in  Theilintervalle  d  ein, 
indem  wir  die  Punkte 

Oq,  0^1)  0(2)  .  .  .,  CCn 

in  dieser  Grössenfolge  annehmen,  und  dabei 

(3)  «0  =  «1        «n  =  6,        «,•  —  a^_i  ==  d,. 
setzen.     Dann  ist  nach  dem  ersten  Mittelwarthsatze 

o. 

(4)  Fioi)  -Ficci_,)=  {ip(x)dx  =  <p (I,) Ä, , 

wenn  |<  ein  Mittelwerth  in  dem  Intervalle  d,-  ist.  Diese  Gleichung 
mnltipliciren  wir  nun  mit  i>ih)  und  bilden  die  Summe 


oder,  wenn  man  die  Glieder  dieser  Summe  anders  anordnet  und 
F(uo)  =  F{a),  F(an)  =  F(b)  setzt : 

(5)  •      £  <p  (I.)  *  (10  Äi  =  ii'(a,)  [*  (10  -  *  (S,)] 

+  F{«,)  [4>(^,)  -  ^(1,)]  +  .  .  . 

+  F(a„_,)[!^(|n-.)  -  t^(Sn)] 
4-  tiDFib)-  tl>{^,)F(a). 

Nun  haben  nach  der  Voraussetzung  die  Differenzen 

*  (SO  — *(!.),  *  (10  — *(!,),  ...,  t^(l»-0  — *(S-) 

alle  dasselbe  Vorzeichen,  und  daher  können  wir  den  Satz  des 
§.  5  anwenden.  Nach  diesem  Satze  können  wir  die  Factoren 
F(ai),  i^(aj),  . . .,  F{oCn-i)  durch  einen  Mittelwerth  ersetzen,  und 
da  F{x)  eine  stetige  Function  ist,  können  wir  einen  im  Inter- 
valle ^  gelegenen  Werth  |  so  bestimmen,  dass  dieser  Mittel- 
werth i^(|)  wird.    Dann  giebt  die  Formel  (5) 

(6)  Svili)  ^(10  Si  =  F(|)  li^dO  -  *(|n)} 

+  lf.(IO-F(6)-^(IO-F(«). 

Wenn  man  nun  die  d»  unendlich  klein,  also  ihre  Anzahl  zu- 
gleich unendlich  gross  werden  lässt,  so  gehen  |i  und  {„  in  a 
und  b  über,  und  die  Formel  (6)  ergiebt 
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b 
(7)  I  (p(x)iif(x)dx 


a 


=    t(b)F(b)  -  i^{a)F(a)  +  F(i)  [^(a)  -  *(6)]. 

Ueber  die  Stetigkeit  der  Function  tlf(x)  ist  nichts  voraus- 
gesetzt Es  können  sogar  unendlich  viele  Unstetigkeiten  vor- 
kommen, wenn  nur  die  Bedingung  erfüllt  ist,  dass  t{x)  luit 
wachsendem  x  nicht  wächst  oder  nicht  abnimmt.  Nur  ist  in 
der  Formel  (7),  wie  die  Ableitung  aus  if{^i)  und  tlf(^n)  zeigt, 
^  (a  -|-  0)  und  ^  (6  —  0)  unter  ^(a)  und  t(b)  zu  verstehen. 

Auch  die  Function  tp  {x\  die  wir  hier  als  stetig  vorausgesetzt 
haben,  kann  Stetigkeitsunterbrechungen  in  endlicher  Anzahl  haben, 
was  aber  für  die  Anwendungen  von  geringerer  Bedeutung  ist, 
und  daher  hier  nicht  weiter  verfolgt  werden  soll. 

Mit  Benutzung  der  Relationen 

F(f)  -  F{a)  =  ^q>{x)dx,        F(b)  -  F(S)  ={q>{x)dx 

können  wir  schliesslich  dem  zweiten  Mittelwertbsatze  die  elegantere 
Gestalt  geben: 

(8)  (p{x) if(x)dx  =  t^(a)    <p{x) dx  +  t^(6)    (p(x)dx, 

a  a  ^ 

oder  auch 

6  6  b 

(9)  [<p(a:)*(a:)da:  =  ^(a)[<p(a:)da?  +  [*(&)  — ^(a)][<jp(a:)d^. 

a  a  C 

Beide  Mittelwertbsatze  sind  auch  anwendbar,  wenn  die 
Grenzen  der  Integration  unendlich  werden,  vorausgesetzt,  dass 
die  darin  vorkommenden  Integrale  noch  convergent  bleiben^). 

§.7. 
Bedingt  convergirende  Integrale. 

Der  zweite  Mittelwerthsatz  führt  zu  dem  folgenden,  häufig 
angewandten  Kennzeichen  für  die  Gonvergenz  eines  Integrals: 

*)  Der  zweite  Mittelwerthsatz  ist  zuerst  von  0.  Bonnet  (1849)  aus- 
gesprochen, aber  lange  unbeachtet  geblieben.  Er  ist  von  P.  du  Bois- 
Reymond  wieder  entdeckt  und  allgemein  bewiesen  (1875). 
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Ist 

X 

(p{x)  dx 


I 


eine  Function  von  x,  die  mit  unendlich  wachsen- 
dem X  in  endlichen  Grenzen  bleibt,  und  i;(x)  eine 
Function,  die  von  einem  bestimmten  x  an  be- 
ständig abnimmt  und  sich  dabei  mit  unendlich 
wachsendem  x  der  Grenze  Null  nähert,  so  ist 


[- 


(p(x)if(x)  dx 

a 

convergent. 

Die  Voraussetzung  über  die  Function  9  (x)  invoWirt,  wie  man 
bemerkt,  nicht  die  Convergenz  des  Integrals 


f 


(p(x)dx. 


Der  Beweis  ergiebt  sich  aus  dem  Kriterium  §.  4,  IV.  und  aus 
dem  zweiten  Mittelwerthsatze.    Danach  ist  nämlich 

I  qf{x)Hf{x)dx  =  t(p)    q>{x)dx  -\-  if{c)  I  qt{x)dx^ 

h  h  i 

and  man  sieht,  dass  diese  Grösse  kleiner  gemacht  werden  kann 
als  eine  beliebig  kleine  Grösse  o,  wenn  h  und  c  grösser  sind 
als  eine  hinlänglich  grosse  Zahl  n. 

Betrachten  wir  z.  B.  die  Functionen 


1 


X 

%\VLX  dx  =^  cos a  —  cos a: 


o 

X 

I  cos  a;  d  a:  =  —  sin  a  +  sin  a*, 

80  sieht  man,  dass  die  gemachte  Voraussetzung  erfüllt  ist,  wenn 
sinz  oder  cosj?  für  fp{x)  gesetzt  wird. 

Demnach  sind  für  ein  positives  a  und  a  die  beiden  Integrale 


OD  OD 

f  sina;  ,  fcosa?  , 
da:,  — —  d 


X 


a  u 

RieinAnn-Web«r,  Partielle  Differentialgleichuogen. 
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convergent.    Beachtet  man  noch  wegen  der  unteren  Grenze 
das  Kriterium  §.  4,  L,  so  folgt,  dass  von  den  Integralen 


00  00 


i 


Säux  j  fcosa;  , 

-—  dx^  —-—  dx 


X^  '  ]      Xf" 


das  erste  convergirt,  so  lange  a  zwischen  0  und  2,  das  zweite, 
so  lange  a  zwischen  0  und  1  liegt. 

§.   8. 

Stetigkeit  eines  bestimmten  Integrals  als  Function 

eines  Parameters. 

Wenn  in  einem  bestimmten  Integrale 


(1)  <p(y)  =  \f{^.y)d 


X 


a 


die  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Function,  ausser  von  x^ 
von  einer  zweiten  Variablen  y,  einem  sogenannten  Parameter, 
abhängt,  so  ist  das  Integral  selbst  eine  Function  dieser  Variablen  y. 
Es  gilt  dann  der  Satz: 

1.  Wenn  f{x^y)  eine  stetige  Function  der  beiden 
Variablen  x^y  ist,  so  ist  0{y)  eine  stetige  Func- 
tion von  y. 

Denn  ist  die  Schwankung  der  Function  f{x^y)i  während  x 
fest  bleibt  und  y  ein  Intervall  6  durchläuft,  kleiner  als  D,  so 
kann  man  D  von  x  unabhängig  annehmen,  und  doch  bei  der 
Voraussetzung  der  Stetigkeit  von/(a;,y)  zugleich  mit  6  unendlich 
klein  werden  lassen  (§.  2).  Dann  ist  aber  die  Schwankung  von 
0{y)  kleiner  als  D{b  —  a),  worin  die  Stetigkeit  von  0{y)  liegt. 

Dieser  Satz  gilt  zunächst  nur  für  den  Fall  endlicher  Grenzen. 
Wird  eine  Grenze  unendlich,  so  erhält  man  durch  Anwendung 
des  ersten  Mittelwerthsatzes  folgende  Fassung  des  Satzes  von 
der  Stetigkeit 

2.  Das  Integral 

00 

(2)  0{y)  =  [  tlf{x)(p{x,y)dx 

a 

ist  eine  stetige  Function   von  y,   wenn  tlf(x)  im 
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Integrationsintervalle    positiv    ist,    wenn   das 
Integral 

dx 


(3)  J  H^l 


convergirt,  und  wenn  9(^,9)  in  endlichen 
Grenzen  bleibt  und  für  endliche  x  eine  stetige 
Function  von  a:,  y  ist. 

Denn  setzt  man 

^  00 

a  h 

SO  kann  man  zunächst  6   von   y   unabhängig   so  gross  an- 
nehmen, dass  das  Integral 


f 


^{x)  dx 

h 
und  folglich  auch 

OD 

tl;{x)  (p(x^y)  dx 


1 


b 
kleiner  wird  als  eine  beliebig  kleine  Grösse  Y9  m.  Dann 
ist  auch,  während  y  ein  Intervall  S  durchläuft,  die  Schwankung 
dieses  Integrals  kleiner  als  Vs  ^i  ^^d  dann  kann  man  noch  nach 
dem  Satze  1.  das  Intervall  d  so  klein  annehmen,  dass  auch  die 
Schwankung  des  Integrals 


I 


a 


i>{x)(p{x,y)dx 


kleiner  als  VaG^f  und  folglich  die  Schwankung  von  0{jf)  kleiner 
als  CD  wird. 

Zu  bemerken  ist,  dass  dieser  Satz  auch  dann  noch  gilt,  wenn 
die  Function  if{x)  nicht  von  unveränderlichem  Vorzeichen  ist, 
vorausgesetzt,  dass  das  Integral  (3)  unbedingt  convergent 
ist,  d.  h.,  dass  das  Integral 


1  \i\,{x)\dx 


u 


noch  convergirt,  wenn  |  ^l'  (a:)  |  den  absoluten  Werth  von  ^  {x)  be- 
deutet Denn  ist  (p{x^y)  dem  absoluten  Werthe  nach  immer 
kleiner  als  eine  endliche  Grösse  JT,  so  ist 

2* 
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f 


00 

i>(x)q>{x,y)dx  <  z[  |^(a;)|  d 


00 

und  kann  durch  ein  von  y  unabhängiges,  hinlänglich  grosses  b 
beliebig  klein  gemacht  werden. 


§.  9. 
Stetigkeit  eines  Integrals  bei  bedingter  Convergenz. 

Wir  wenden  den  zweiten  Mittelwerthsatz  an  zum  Beweise 
eines  wichtigen  Satzes  über  die  Stetigkeit  eines  bestimmten 
Integrals : 

Ist  q>{x)  eine  endliche  Function  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  das  Integral 


(1)  J  q>(x)dx 


convergirt,  ^(rr)  eine  stetige  Function,  die  von 
einem  bestimmten  x  an  fortwährend  abnimmt 
und  sich  mit  unendlich  wachsendem  x  der 
Grenze  Null  nähert,  a  eine  Variable,  die  sich 
von  positiven  Werthen  der  Grenze  Null^nähert, 
so  ist 

(2)  lim  I  q){x)if(ax)dx  =  ^(0)    q)(x)dx. 

a  a 

Es  ist  nämlich  nach  dem  zweiten  Mittelwerthsatze 

c 


1 


q>  (x)  }^{ax)dx 


=   I  Vi^)  ^{c6x)dx  +  if{o^b)     (p{x)dx  +  t{occ)    g>(x)dx 


und  für  c  =  oo 


6 


q)(x)iif(ax)dx  =     (p(x)t{ax)dx  +  ^(«6)    (p(x)dx 


h  <f, 
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OD  *  •  OD 

I  (p(x)dx  ==  I  (p{x)dx  -f-  I  fp(x)dx^ 


a 

and  daraus 


\(p(x)tlf(ax)dx  —  iif(0)\q>(x)dx 


a 


=  i9>(a^)[l('(a^)  —  t(0)]dx  -f-  tlf{ab)  \(p(x)dx  —  ^(0)  |  9(ic)dx. 

Daraus  lässt  sich  zeigen,  dass  man  a  so  nahe  an  Null  an- 
nehmen kann,  dass  die  linke  Seite  dieser  Gleichung,  die  von  b 
gar  nicht  abhängt,  beliebig  klein  wird. 

Da  if(ab)  immer  unter  einer  endlichen  Grenze  bleibt,  so  kann 
man  zunächst  nach  der  über  (p(x)  gemachten  Voraussetzung  &, 
von  a  unabhängig,  so  gross  annehmen,  dass 

tlf(ub)    q>{x)dx  —  ^(0)    <p(x)dx 
b  b 

beliebig  klein  wird.    Ist  dies  geschehen,  so  kann  man  a  so  klein 
machen,  dass  die  Differenz 

if(ax)  —  ^(0) 

für  jedes  x  zwischen  a  und  b  und  folglich  auch  das  Integral 

b 

{(p{x)[tlf{ax)  —  rl;(0)]dx 

a 

beliebig  klein  wird.    Damit  ist  der  verlangte  Beweis  gefuhrt 

Der  am  häufigsten  angewandte  specielle  Fall  dieses  Satzes 
ist  der,   wo  ^(jc)==6""*  ist,  und  dann  lautet  unser  Satz 


OD 


lim  I  e    "*' (p{x)dx  =  I  fp{x)dx, 


a 

a 


wobei    nur   die   Voraussetzung   zu   machen  ist,    dass   das   Inte- 
gral   rechter    Hand    convergirt. 
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'    §.    10. 

Differentiation  eines  Integrals  nach  einem  Parameter. 

Die  Sätze  des  vorigen  Paragraphen  geben  uns  ein  Mittel 
zur  Differentiation  eines  bestimmten  Integrals.  Wir  stützen  uns 
dabei  auf  den  Fundamen talsatz  der  Differentialrechnung,  dass, 
wenn  (p(y)  eine  Function  von  y  ist,  deren  Differentialquotient  (p'(y) 
eine  stetige  Function  von  y  ist,  für  ein  beliebiges  A,  soweit  die 
vorausgesetzte  Stetigkeit  besteht,  die  Formel  gilt 

worin  -9-  ein  positiver  echter  Bruch  ist 

Es  sei  nun  (p{x^y)  eine  Function  von  der  Eigenschaft,  dass 
der  Differentialquotient 

eine  stetige  Function  von  x  und  y  ist,  die  zwischen  endlichen 
Grenzen  eingeschlossen  ist,  und  t{x)  wie  früher  eine  Function, 
für  die  das  Integral 


1 


rl;(x)dx 


a 


unbedingt  convergirt. 
Ist  dann 


(2)  0(y)  =  \tlf(x)  q>{x,y)dx, 

a 
80   folgt 

^(y  +  *)  -  ^(y)  ^   r  (^)  (p(x,y  +  h)  -  q>{x,y)  ^^^ 

a 

und  nach  (1) 


a 


wenn   wir  nun   h   gegen  Null   convergiren   lassen   und  von  dem 
Schlussverfahren  des  §.  8  Gebrauch  machen,  so  folgt 

(3)  ^^=L{x)^-^y^-dx. 

dy  }  cy 


a 
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0  0 

für  jedes  positive  x^y  einen  bestimmten  endlichen  Werth,  der 
sowohl  mit  wachsendem  x  als  mit  wachsendem  y  zunimmt  (oder 
wenigstens  nicht  abnimmt).  Wenn  nun  die  Function  F{x^y)  nicht 
über  alle  Grenzen  wächst,  so  hat  sie  eine  obere  Grenze  Ä^  und 
wir  können  ein  Zahlenpaar  a,  b  so  bestimmen,  dass  der  Unter- 
schied Ä  —  F((i,b)  kleiner  ist  als  eine  beliebig  gegebene  Grösse m. 
Der  Unterschied  Ä  —  F{x,y)  wird  dann  um  so  mehr  kleiner  als 
o  sein,  wenn  o;  >>  a,  y  >>  6  ist,  und  es  folgt  daraus,  dass  A  der 
Grenzwerth  von  F{x^y)  ist,  wenn  x  und  y  irgendwie  ins  Un- 
endliche wachsen. 

Wenn  das  Integral 


00 


(7)  jd«  j/(«,/3)d/J 

0  0 

convergirt,  so  ist  die  Voraussetzung  dieses  Satzes  erfüllt  und  es 
folgt,  dass  der  Werth  dieses  Integrals,  den  man  aus  F{x^y)  er- 
hält, wenn  man  zuerst  y  und  dann  x  ins  Unendliche  wachsen 
lässt,  gleich  A  ist.  Denselben  Grenzwerth  erhält  man  aber  auch, 
wenn  man  x^y  irgendwie  anders,  z.  B.  in  umgekehrter  Reihen- 
folge, ins  Unendliche  gehen  lässt. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  beruht,  wie  man  sieht,  wesentlich 
darauf,  dass  das  Integral 


a 


(8)  j  d«  j/(«,^)  dß  -\da  |/(«,/J)  dß, 


0 


was  aus  lauter  positiven  Elementen  besteht,  für  hinlänglich  grosse 
0,  b  unter  jede  gegebene  Grenze  gi  herunter  sinkt,  und  dies  ist, 
wenn/(a?,y)  nicht  negativ  wird,  eine  Folge  der  Convergenz  von 
(7).  Diese  Eigenschaft  des  Integrals  (8)  bleibt  aber  erhalten, 
wenn  f{x^y)  der  absolute  Werth  einer  Function  ^{x^y)  ist,  die 
das  Zeichen  wechselt,  wenn/(a,/3)  in  (8)  durch  <p(o6,/3)  ersetzt 
wird.  Wenn  wir  also  unter  absoluter  Convergenz  eine  solche 
verstehen,  die  bestehen  bleibt,  wenn  das  Integrationselement 
durchweg  durch  seinen  absoluten  Werth  ersetzt  wird,  so  haben 
wir  den  Satz: 
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dy 


tO  OD 

\t{oc!)(p{x,y)dx  =    \^ix)x(x,y)dx 


zwischen  den  Grensen  a  und  ß  integriren  und  erhält  links 


OD 


I 


a 


if(x)  [(p(x,ß)  —  (p(x,a)]  dx, 


oder  wegen  (2) 

(3)  \^{po)dx[%{x,y)dy  =  1  dy[i>{x)x{x,y)  dy. 

a  a  u  a 

Nehmen  wir  an,  dass  für  alle  in  Betracht  kommenden 
Werthe  von  x  das  Integral 

OD 

a 

convergent  sei,  und  zwar  so,  dass  das  Integral  (4)  unter  eine 
beliebig  gegebene  Grenze  heruntersinkt,  wenn  a  über  einem  von 
X  unabhängigen,  hinlänglich  grossen  Werthe  liegt,  so  folgt  aus 
den  Stetigkeitssätzen  des  §.  8 

(5)  \i>(x)dx[%{x,y)dy  =  jdyj  if{x)x{x,y)dx, 

a  a  a  a 

und  diese  Formel  gilt  auch  noch  dann,  wenn  das  Integral  (4) 
für  a;  =  00  oder  einen  anderen  besonderen  Werth  von  x  zu 
convergiren  aufhört,  wenn  es  nur  mit  der  Annäherung  von  x  an 
diesen  Werth  einen  endlichen  Werth  nicht  überschreitet  und  die 
unbedingte  Convergenz  des  Integrals  (1)  festgehalten  wird. 

Als  Specialfall  ist  auch  hier  die  Vertauschbarkeit  der  Inte- 
grationsfolge bei  endlichen  Grenzen  in  diesen  Sätzen  enthalten, 
die  sich  in  der  Formel  ausdrückt: 

(6  \dx\x(x,y)dy  =  ^dy  \x(x,y)dx. 


n 


Wir  wollen  noch  einen  zweiten  Satz  über  die  ümkehrung 
der  Integrationsfolge  ableiten. 

Es  sei  f{x^y)  eine  Function,  die  für  positive  x^  y  nur  positive 
oder  wenigstens  keine  negativen  Werthe  annimmt  und  einen  end- 
lichen Grenzwerth  nicht  übersteigt.     Dann  hat  das  Integral 
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jdaj/(«./J)d/3  =  F(rr,y) 


0 


für  jedes  positive  x^y  einen  bestimmten  endlichen  Werth,  der 
sowohl  mit  wachsendem  x  als  mit  wachsendem  y  zunimmt  (oder 
wenigstens  nicht  abnimmt).  Wenn  nun  die  Function  F(x^y)  nicht 
über  alle  Grenzen  wächst,  so  hat  sie  eine  obere  Grenze  Ä^  und 
wir  können  ein  Zahlenpaar  a,  b  so  bestimmen,  dass  der  Unter- 
schied A — F{a^h)  kleiner  ist  als  eine  beliebig  gegebene  Grösse ai. 
Der  Unterschied  A  —  F{x,  y)  wird  dann  um  so  mehr  kleiner  als 
o  sein,  wenn  o;  >>  a,  y  >>  6  ist,  und  es  folgt  daraus,  dass  A  der 
Grenzwerih  von  F{x^y)  ist,  wenn  x  und  y  irgendwie  ins  Un- 
endliche wachsen. 

Wenn  das  Integral 


OD 


(7)  jd«j/(«,^)d/J 

0  0 

convergirt,  so  ist  die  Voraussetzung  dieses  Satzes  erfüllt  und  es 
folgt,  dass  der  Werth  dieses  Integrals,  den  man  aus  F{x^y)  er- 
hält, wenn  man  zuerst  y  und  dann  x  ins  Unendliche  wachsen 
lässt,  gleich  A  ist.  Denselben  Grenzwerth  erhält  man  aber  auch, 
wenn  man  x^y  irgendwie  anders,  z.  B.  in  umgekehrter  Reihen- 
folge, ins  Unendliche  gehen  lässt. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  beruht,  wie  man  sieht,  wesentlich 
darauf,  dass  das  Integral 

(8)  jd«  [/(«,/J)d/3  -   fd«  [/(«,/J)d/J, 


0  0  0 


was  aus  lauter  positiven  Elementen  besteht,  für  hinlänglich  grosse 
0,  b  unter  jede  gegebene  Grenze  gi  herunter  sinkt,  und  dies  ist, 
wenn/(a?,y)  nicht  negativ  wird,  eine  Folge  der  Convergenz  von 
(7).  Diese  Eigenschaft  des  Integrals  (8)  bleibt  aber  erhalten, 
wenn  f(x^y)  der  absolute  Werth  einer  Function  (p{x^y)  ist,  die 
das  Zeichen  wechselt,  wenn/(ce,/3)  in  (8)  durch  (p(p^ß)  ersetzt 
wird.  Wenn  wir  also  unter  absoluter  Convergenz  eine  solche 
Terstehen,  die  bestehen  bleibt,  wenn  das  Integrationselement 
durchweg  durch  seinen  absoluten  Werth  ersetzt  wird,  so  haben 
wir  den  Satz: 
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Wenn  von  den  beiden  Integralen 

00  OD  00  OD 

[  da  [  <p(a,/3)  dß,         {dß\  q>(a,ß)  da 

0  0  0  0 

das  eine  absolut  convergirt,   so  convergirt  auch 
das  andere,  und  beide  haben  denselben  Werth. 

Selbstverständlich  können  für  die  unteren  Grenzen  0  auch 
beliebige  andere  constante  Grenzen  gesetzt  werden. 


§.  12. 
Berechnung  bestimmter  Integrale.    Erstes  Beispiel. 

Die  Vertauschung  der  Integrationsfolge  ist  häufig  das  Mittel 
zur  Werthbestimmung  bestimmter  Integrale,  die  sich  nicht  aus 
dem  unbestimmten  Integrale  ableiten  lassen.  Wir  betrachten 
einige  Beispiele,  die  wir  so  auswählen,  dass  sie  uns  später  nütz- 
lich sind. 

Das  Integral 

00 

(1)  C  =  {e-'*dz 

0 

ist  convergent  und  hat  einen    bestimmten    positiven  Werth    C 
Substituiren  wir  darin 

e  =  xy^         dz  =  xdy 

und  verstehen  unter  x  eine  positive  Constante,  unter  y  die  neue 
Integrationsvariable,  so  folgt 


oc 

=  X     e~"^^  djf. 


0 


Hier  multipliciren  wir  nun  mit  e~'^dx  und  integriren  noch 
einmal  in  Bezug  auf  x  von  0  bis  oo.  Dadurch  ergiebt  sich, 
wenn  man  in  (1)  z  durch  x  ersetzt: 


OD  T 


C«  =  {e-'^xdx{e-'''^dy, 


0 


und  da  hier  nun   die  Bedingungen  für  die  ümkehrbarkeit  der 
Integrationsfolge  erfüllt  sind: 
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00  00 


C*  =  [dyie-^'^'^'^xdx. 


0  0 

Nun    ist    die   Integration    unbestimmt    ausführbar.     Es    ist 
zunächst 


OD 


0 

und  sodann 

OD 


f     ^y     —  ? 


0 


2(i+y«)~4' 


und  folglich,  wenn  man  die  Wurzel  zieht: 

CD 

(2)  C  =  [e-^dz  =  ^}ß. 

0 

Hieraus  folgt  auch  der  Werth  des  Integrals 

(3)  [e''^de  =  in. 


—  00 


Istjp  eine  positive,  q  eine  beliebige  reelle  Gonstante,  so  kann 
man  in  diesem  Integrale  die  Substitution 

machen  und  erhält: 


(*) 


\e-'"^-'""dx  =  e'  1/-. 


Ein  anderes  bemerkenswerthes  Integral  erhalten  wir  daraus 
aof  folgende  Weise:    Wenn  man  in  dem  Integrale 


die  Substitution  macht 

j?  =  a  —  — ,  de  =^\l  A-  —Ada, 

worin  q  eine  positive  Grösse  ist,  und  «  von  y^  bis  oo   geht,   so 
erhält  man 
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Im  zweiten  dieser  Integrale  substituire  man 

so  dass  Ol  die  Grenzen  y^  und  0  erhält.    Setzt  man  dann  wieder 
a  an  Stelle  von  o^,  so  ergiebt  sich 


2      f    -(a-±Y 

oder  endlich 
(6) 

2     f"  -.._Ü 

t_      c          "'da-e-*'. 

5 


Die  Formel  (5)  lägst  sich  noch  auf  eine  andere  Weise  ver- 
allgemeinern. Man  erhält  nämlich  durch  die  Substitution  z'fä 
für  z 

and  dies  lässt  sich  beliebig  oft  in  Bezug  auf  u  differentüren. 
Setzt  man  dann  wieder  a=:l,  so  folgt  für  jedes  ganze  positive  n 

(7)  \e       ^    d^  =  -  _  .  .  .   -----  Y" 


§.  13. 
Zweites  Beispiel. 

Als  zweites  Beispiel  wollen  wir  das  Integral  betrachten 

OD 

dy 


(1)  A  =  [  e— ^  si 


sint/ 

0 


worin  £  eine  positive  Constante  sein  soll.     Es  ist  aber,   wie  sich 
durch  unmittelbare  Integration  ergiebt,  für  jedes  positive  y 


I 


00 

e-*'dx  =  - — 


y 
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and  wenn  wir  dies  in  Ä  einsetzen: 


=      siny  (iy 


00 

—  yx 


A  =  \  sin y  dy  \  e    ^    dx^ 


oder  nach  Umkehrung  der  Integrationsfolge: 


ac  OD 


=ri 


(2)  A  =  \  dx  \  e   ^  smydy. 


Eb  ergiebt  sich  aber  durch  Differentiation 

-j—  e''^  (cosy  -|-  a?  siny)  =  —  (1  +  ^*)  ^~'^  ^^^V^ 
dy 

und  hieraus  durch  Integration  nach  y: 

00 

(3)  fe-"'8inydj,  =  ^-^- 

0 

Es  folgt  also 

00 

dx 


A  =  I       V  ^o  =  arccotg  £, 


wenn  arc  cotg  £  zwischen  0  und  ^  genommen  ist.     Also  haben 


wir  das  Integral 

00 

(4)  I  e~*^  siny  —  =  arccotg  «. 

0 

Ist  h  eine  positive  Constante,  so  kann  man  in  (4)  y  durch 
6y  ersetzen,  und  wenn  man  noch  £&  =  a  setzt,  so  folgt 

flO 

(5)  l  c"**"  sin  6y  —  =  arc  cotg  -j-  =  arc  tng  — , 

0 

und   diese   Formel  bleibt    auch    für    negative   h    richtig,    wenn 

arc  tng  zwischen  —  —  und  -|-  —  genommen  wird. 

Da  das  Integral,  wie  in  §.  7  gezeigt  ist,  noch  convergent 
bleibt,  wenn  a  =  0  wird,  so  können  wir  seinen  Werth  nach  dem 
Satze  des  §.  9  bestimmen,  und  erhalten: 

(6)  \^.dy  =  -- 
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Diese  Formel  ist  nur  richtig,  wenn  b  positiv  ist.    Für  6  =  0 
ist  die  linke  Seite  =  0  und  ergiebt  für  negative  b  den  entgegen- 

gesetzten  Werth  —  —  •     Das   Integral    selbst   ist  also  eine  bei 

6  =  0  unstetige  Function  von  b. 

§.  14. 
Drittes  Beispiel. 

Ein  in  Anwendungen   öfter    vorkommendes  Integral    erhält 
man  aus  der  oben  schon  benutzten  Formel 


0 

durch  die  Substitution 


dy      7C 

r+ya  —  2 


J.  ^  ,  j  A    dcD 


jB     ®'     '  ^  B  COS^CD 

worin  A^  B  positive  Gonstanten  sind.     Die  Integrationsgrenzen 
für  o  sind  0  und  — ,  so  dass  man  erhält 


(.,  f 


n 
2 

d(o  n 


A^  sin«  o  +  jßa  cos»  o        1AB 

ö 

Setzt  man  weiter 

sin«  CD  =  1  —  cos2  o,        A^  =  a\        B^  —  A^  =  b\ 
so  folgt  daraus 

71 

2 

d(o  n 


0 


+  62cos2(D        2ayaa  +  6«' 


worin  a  und  ya^4-6'  positiv  ist. 

Hierin  kann  man  auf  der  linken  Seite  die  Zerlegung  an- 
wenden 

a>  -f-  i^cos^oj  =  (a  -|-  fttcoso)     (a  —  fttcoso) 


a*  4"  ^^  ^^s'  ^        a  +  6  i  cos  oj   '    a  —  bi  cos  o 
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worin  »=  y — 1  ist,  und  erhält: 

Ä  «  TT 

S  9  's 

J  a'  +  6'  cos»  0)  2aJa-|-6ico8CD'2aJa  —  fttcoscf 

0  0  0 

Das  letzte  dieser  Integrale   ergiebt  durch   die  Substitution 
X  —  o  für  o, 


9 


Ja  —  6  »  cos  CD        J  a  -j-  bi  cos  cd  ' 

0  ft 

1 

nnd  danach  lassen  sich  die  beiden  Integrale  auf  der  rechten 
Seite  von  (3)  durch  ein  einziges  zwischen  den  Grenzen  0  und  n 
ersetzen.    Man  erhält  so 

den  lt 

(4) 


^ 


-(-  fttcoso)  y^ä-j-ji 


In  dieser  Formel,  in  der  die  Quadratwurzel  '^a^  -(-  6'  positiv 
ist,  ist  dann  a  eine  beliebige  positive  Gonstante,  während  b 
sowohl  positiv  als  negativ  sein  kann  (es  könnte  sogar  b^  negativ 
sein,  wenn  nur  a*  -|-  &'  positiv  bleibt). 


Zweiter  Abschnitt. 


Der  Fourier'solie  Lehrsatz. 


§.  15. 
Das  Dirichlet'sche  Integral. 

Das  im  §.  13  abgeleitete  Integral: 
(1)     .  J— ^dy  =  -,  fura:>0, 

0 

ist  ein  specieller  Fall  eines  sehr  allgemeinen,  von  Dirichlet 
zuerst  bestimmten  Integrals,  welches  seiner  mannigfachen  An- 
wendungen wegen  von  grosser  Wichtigkeit  ist.  Zur  Ableitung 
dieses  Integrals  wollen  wir  jetzt  übergehen.  Wenn  wir  unter  ^i 
eine  beliebige  positive  Grösse  verstehen,  so  ist  das  Integral 


a 


welches  für  a  =  0,  6  =  oo  in  das  Integral  (1)  übergeht,  für 
beliebige  Grenzen  zu  untersuchen.  Wir  können  den  Werth 
zwar  iflcht  allgemein  bestimmen,  wohl  aber  seinen  Grenzwerth 
für  ein  unendlich  wachsendes  ft.  Wenn  wir  nämlich  ui^ter  dem 
Integralzeichen  eine  neue  Variable  Xyi,  -=  x  einführen,  so  er- 
halten wir 

hfl 

^         C  sin  X  j 

L  =  I  dx. 

J     .r 


au 


Wenn  nun  a  und  b  positiv  sind,  so  nähert  sich  dies  Integral 
mit   unendlich   wachsendem   ft  wegen   der  Convergenz  des  Inte- 
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grals  (1)  der  Grenze  0.   Ist  aber  a  =  0  und  b  positiv,  so  erhält 
L  den  Grenzwerth  xß.    Wir  erhalten  also  das  erste  Resultat: 

lim   \^dX  =  0         0<a<6, 


a 
b 


üm{'^dX  =  ^         0<6. 

0 


Aus  der  Formel 

a  afi 


r^''=i 


sin  X  , 
dx 

X 


können  wir  anf  den  folgenden,  etwas  allgemeineren  Satz  schliessen : 
Es  ist 

E  lim 


f  sin  Au  , .         7C 


wenn  fi  ins  Unendliche  wächst  und  gleichzeitig  a  so  unendlich 
klein  wird,  dass  afi  noch  unendlich  gross  wird.     Man  erreicht 

dies  z.  B.  dadurch,  dass  man  a  =  fi    ^  annimmt. 

Die  Formeln  L  gelten  überhaupt  auch  dann,  wenn  a  und  b 
mit  fi  variabel  sind,  vorausgesetzt  nur,  dass  aji  und  b^i  mit  fi 
zugleich  unendlich  werden. 

Es  sei  nun  ^  (x)  eine  Function,  die  in  dem  Intervalle  (a,  b) 
die  folgenden  Bedingungen  erfüllt: 

1.  if(x)  bleibt  in  endlichen  Grenzen. 

2.  ifix)   ist   in    dem    Intervalle    mit    wachsendem   x 
nicht  wachsend  oder  nicht  abnehmend^). 

Wir  suchen  das  Integral 

h 


,  .  sin  Afi 
*(A)  — ^  dk. 


')  Für  die  Anwendangen  würde  es  genügen,* die  Function  \p{x)  stetig 
aozanebmen.  Die  Beweise  sind  aber  ebenso  einfach  ohne  diese  Voraas- 
NtxoDg  za  fahren,  wenn  man  noch  bedenkt,  dass  nach  den  Sätzen  von 
Riemann  (vgl.  §.  4,  Anm.)  die  Function  t//(x)  unter  den  Voraussetzungen 
U  2.  immer  integrirbar  ist,  and  dass  das  Prodnot  zweier  integrirbarer 
Functionen  gleichfalls  integrirbar  ist. 

**     Bitm»Bii- Weber,  Partielle  Dlfferentialgleiohimgen.  3 
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oder  vielmehr  dessen  Grenzwerth  für  ein  unendlich  wachsen- 
des fi.  Hier  können  wir  den  zweiten  Mittelwerthsatz  anwenden 
und  erhalten,  indem  wir  zwischen  0  und  b  eine  noch  unbestimmte 
Grösse  a  einschieben  und  unter  |,  rj  Mittelwerthe 

0<t<a<ri<b 
Terstehen : 

a  an 

worin  bei  etwaiger  Unstetigkeit  unter  ^(0),  ^(a)  in  der  ersten 
Formel  ^(+  0),  ^(a  —  0)  und  unter  ^(a),  tp(b)  in  der  zweiten 
♦  (a-j-O),  ^(b  —  0)  zu  verstehen  ist. 

Wenn    wir  zunächst  in  der  zweiten  dieser  Formeln  ^i  bei 
festgehaltenem  a  unendlich  werden  lassen,  so  ergiebt  sich  nach  L: 

b 

m.  lim  [tW  ^^V^  dX  =  0,      0<a<:b. 


a 


Lässt  man  aber  a  mit  unendlich  wachsenden  ^  unendlich  klein, 
af^  aber  noch  unendlich  gross  werden,  so  wird  in  der  ersten 
Formel  ^(a)  —  ^(0)  unendlich  klein,  und  das  Integral 


I 


sin  A  u  - , 
— i-^  dk 


wird  jedenfalls  nicht  unendlich,  wenn  man  auch  seinen  genauen 
Grenzwerth  wegen  des  unbekannten  |  nicht  angeben  kann. 
Die  beiden  Integrale  mit  der  Grenze  17  in  der  zweiten  Formel  (2) 
werden  nach  L  mit  unendlich  wachsendem  ft  unendlich  klein. 
Addirt  man  also  die  beiden  Formeln  (2)  und  geht  dann  zur 
Grenze  ft  =  00  über,  so  folgt  aus  II. : 

IV.  lim  \i,(i)'JBAidk=^n,(-\-o). 

0 

Da  hier  die  rechte  Seite  von  b  ganz  unabhängig  ist,  so  folgt 
auch  wieder  die  Formel  III.  aus  IV. 
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§.  16. 
Verallgemeinerungen. 

Die  Sätze  lassen  sich  von  den  gemachten  Voraussetzungen 
theilweise  befreien: 

1.    Wenn  die  Function  il;(x)  an  der  oberen  Grenze  b  des 
Intervalles  unendlich  wird,  jedoch  so,   dass  das  Integral 


(1)  ^tl^(x)dx 


convergent  ist,  so  bleiben  die  Formeln  IIL  und  IV.  gültig. 

Denn  zunächst  sind  diese  Formeln  zweifellos  anwendbar  auf 
das  Intervall  (0,  6  —  c),  und  wenn  sich  nun  beweisen  lässt,  dass 

das  Integral 

h 

,  ,,.  sinuA  , , 


6—« 


bei  hinlänglich  verkleinertem  s  für  jedes  ji  einen  uneiMQich 
kleinen  Beitrag  zu  dem  ganzen  Integrale  liefert,  so  folgt  die 
Richtigkeit  der  Formeln  in  dem  ursprünglichen  Intervalle. 

Nach  der  Voraussetzung,  dass  if(x)  nicht  wachsen  oder  nicht 
abnehmen  und  doch  unendlich  werden  soll,  können  wir  zunächst 
6  so  klein  annehmen,  dass  ^(o;)  im  Intervalle  {b  —  £,  b)  keine 
Zeichenänderung  mehr  erleidet,  also  etwa  positiv  bleibt  Da 
aber  sin  /t  A  ein  echter  Bruch  ist,  so  ist  im  Intervalle  (b  —  a,  b) 


siiifiX 


< 


and  mithin,  dem  absoluten  Werthe  nach, 

h  b 

b  —  «  b  —  < 

und  dies  wird  wegen  der  vorausgesetzten  Convergenz  des  Inte- 
grals (I)  mit  s  zugleich  unendlich  klein. 

Gleiches  gilt  für  die  Formel  IIL,  wenn  ^{x)  für  x  =  a  so 
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unendlich   wird,    dass   die  Gonvergenz   des  Integrals  (1)   nicht 
aufhört 

2.  Die  Sätze  IIL  und  IV.  gelten  auch  dann  noch,  wenn  das 
Intervall  (0,  b)  in  eine  endliche  Anzahl  von  Theilinter- 
vallen  zerfällt,  in  deren  jedem  einzeln  durch  die  Func- 
tion if(x)  die  Voraussetzung  §.  15,  1.,  2.,  befriedigt  ist 

Um  dies  einzusehen,  braucht  man  nur  die  Formeln  III. 
oder  IV.  auf  jedes  der  Theilinteryalle  anzuwenden,  in  denen  die 
Voraussetzungen  dieser  Formeln  erfüllt  sind,  und  die  erhaltenen 
Besultate  zu  addiren. 

Dasselbe  gilt,  wenn  die  Function  an  einer  oder  mehrei;en 
Stellen  des  Intervalls  unendlich  wird,  wenn  nur  die  Function  in 
dem  Intervalle  integrirbar  bleibt 

3.  Ersetzen  wir  unter  dem  Integralzeichen  in  der  Formel  IV. 
die  Variable  l  durch  —  A,  so  folgt 

0 

—  > 

und  wenn  wir,  was  nur  eine  veränderte  Bezeichnung  ist, 
if(—x)  durch  tl;(x)  ersetzen: 

0 

(2)  Im  [ t  W  ?^^  dX  =  ^i> (-0). 

Hiernach  lassen  sich  die  Formeln  III.  und  IV.  auch  auf 
negative  Werthe  der  Grenzen  ausdehnen,  und  wenn  wir  dies 
alles  zusammenfassen,  so  erhalten  wir  die  folgende  allgemeine 
Fassung  des  Satzes  von  Dirichlet: 

V.  Es  sei  if(x)  eine  Function  von  x^  die  in  dem 
Intervalle  (a,  h)  nicht  unendlich  viele  Maxima 
und  Minima  hat,  die  ausserdem  in  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Punkten  so  unendlich  wird, 
dass  das  Integral 


1 


p  (x)  d  X 


an    allen    diesen    Stellen    convergent    bleibt, 
dann  ist  der  Grenzwerth 
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lim    i  {^W- 

.U«00      ^     J 


"°^dA  =  0, 


wenn  a,  b  gleiche  Zeichen  haben, 

=  ^[t(+0)  +  *(-0)], 
wenn  a  und  b  verschiedene  Zeichen  haben, 

=  -|*(+o),      '.. 

wenn  a  =  0,  &  >  0, 

wenn  6  =  0,  a  <  0, 

vorausgesetzt,  dass  ^  (+  0)  und  ^  (—  0)  endliche  Werthe 
haben. 

Die  Function  tlf(x)  ist  hier  eine  sogenannte  willkürliche 
Function,  wie  man  sie  in  der  mathematischen  Physik  häufig 
zu  betrachten  hat,  d.  h.  die  Function  braucht  durchaus  nicht 
irgend  einem  einheitlichen  analytischen  Gesetze  zu  folgen. 

Die  jetzt  noch  in  V.  enthaltenen  Voraussetzungen  können 
zom  Theil  noch  aufgegeben  werden,  worauf  aber  hier  nicht 
eingegangen  werden  soll  ^). 


§.  17. 
Das  Fourier'sche  Doppelintegral. 

Aas  dem  zuletzt  bewiesenen  Satze  lässt  sich  nun  sehr  leicht 
das  Fourier'sche  Doppelintegral  ableiten,  welches  bei  der  Inte- 
gration von  partiellen  Differentialgleichungen  mannigfache  An- 
wendungen gestattet 

Es  sei  also  wieder  ilf(x)  eine  Function  von  x^  die  in  einem 
btervalle  (a,  b)  den  Bedingungen  des  Satzes  V.  des  vorigen 
Paragraphen  genügt    Es  soll  der  Werth  des  Doppelintegrals 


^)  Hierüber  ist  zu  vergleichen  die  Abhaodlnng  von  Rie  mann:  „üeber 
die  Darstellbarkeit  einer  Fnnction  dnrch  eine  trigonometrische  Reihe'',  und 
mehrere  Abhandlun^n  von  P.  dn  Bois-Reymond. 
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OD  h 

(1)  0  =  \  da  \  ^(k)  cosaA  dX 


0  =  l  da  j  * 


ermittelt  werden. 
Nach  §.  4,  8.  ist 

(2)  0  =  lim   \  da\ifß)  cosaA  dk. 


9  =  lim   I  da  I  ^(A)  cos» 


So  lange  f&  endlich  ist,  können  wir  in  dem  Integrale  die 
Reihenfolge  der  Integrationen  vertauschen  (§.  11),  und  erhalten 

Hb  b  /i 

I  da  I  tW  cosaA  dX  =    1  ^'(A)  dX  1  cosaA  da 

0  a  a  5 

a 

also 

a 

und  folglich  erhalten  wir  nach  V.  des  vorigen  Paragraphen 

OD  ^ 

VI.    -  [  da  I  ^(A)  cosaA  dX  =  0, 

wenn  o,  &  gleiche  Zeichen  haben; 

=  |[*(+0)  +  ^(-0)], 
wenn  a,  6  verschiedene  Zeichen  haben; 


wenn  a  =  0,   6  >  0; 


wenn  6  =  0,  a  <  0. 


=  ^*(+0), 


=  -^*(-o), 


Man  sieht  hieraus,  dass,  wenn  b  positiv  geworden  ist,  der 
Werth  dieses  Integrals  von  b  nicht  mehr  abhängt,  und  es  liegt 
also  nahe,  b  ins  Unendliche  wachsen  zu  lassen.  Dies  wird  aber 
nur  dann  von  Nutzen  sein,  wenn 
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r    c  fr 

(3  lim      da  |  ^(3i)coQa3idX  =  I  (2»  1  ftf{X)co%akdk 

0  a  0  a 

ist,  nnd  es  wird  also  noch  festzustellen  sein,  unter  welchen 
Voraussetzungen  über  die  Function  ^(A)  die  Gleichung  (3)  er* 
fällt  ist 

Wenn  die  Formel  (3)  für  ein  positives  a  richtig  ist,  so 
folgt  ihre  Gültigkeit  für  ein  negatives  oder  verschwiiidendes  a 
unmittelbar  aus  VL,  und  es  ist  also  zu  untersuchen,  ob  und 
unter  welchen  Voraussetzungen  das  Integral 

00  CO 

(4)  I  da  I  i;(l)cosaldX^ 


l'"j 


was  für  alle  positiven  a,  wiederum  nach  VL,  denselben  Werth 
hat,  verschwindet. 

Wir  werden  zeigen,  dase  dies  unter  der  Voraussetzung  statt- 
findet, dass  das  Integral 


1 


anbedingt  convergent  sei.     Unter  dieser  Voraussetzang  ist  näm- 
lich nach  §.  11,  (3) 


»«  M  00 


a  0  0  a 

und  folglich  nach  Ausfuhrung  der  Integratioii  nach  a 

**  flO  CO 

da  I  ^(A)cosaA  äA  =  I  ^-^  sinikldL 

0  a  a 

Da  nun  sinfiA  dem  absoluten  Werthe  nach  immer  kleiner 
als  1  ist,  so  folgt  für  jedes  ^ 

M  OD  OD 

(6  I  äa  I  ^(A)cosaAdA  <:  I 

0  a  a 

Hier  kann  nun  in  Folge  der  vorausgesetzten  unbedingten 
Convergenz  des  Integrals  (5)  die  rechte  Seite  beliebig  klein  ge- 
macht werden,  wenn  man  a  genügend  gross  nimmt,  und  folglich 


*W 


dk. 
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kann  der  von  a  unabhängige  Grenzwerth  der  linken  Seite  von 

(6)  für  ein  unendlich  wachsendes  fi,  d.  h.  das  Integral  (4)  nur 
den  Werth  Null  haben.  Die  unbedingte  Gonvergenz  von  (5)  ist 
also  eii^e  hinreichende  Bedingung  für  die  Richtigkeit  von  (3). 

Eine  ganz  entsprechende  Betrachtung  lässt  sich  durchfuhren, 
wenn  man  in  VI.  die  untere  Grenze  a  =  —  qo  werden  lässt, 
und  so  gelangt  man  unter  den  über  die  Function  t(^)  ge- 
machten Voraussetzungen  zu  der  Formel 

(7)  i  jd«  U(X)cos«ldX  =  1  [i>(-\-0)  +  *(— 0)], 

0  —00 

und  diese  Formel  enthält  auch  wieder  den  Satz  VL  als  speciellen 
Fall,  den  man  daraus  erhält,  wenn  man  if(x)  ausserhalb  des 
Intervalles  (a,  b)  gleich  Null  setzt. 

Ist  nun  o;  ein  beliebiger  Werth,  so  setze  man 

(8)  ^         t(X-x)=f(l) 

und  substituire  unter  dem  Integralzeichen  in  (7)  k  —  x  für  A. 
So  ergiebt  sich 

OD  +• 

(9)  ^  {da  {f{k)cosa{X  —  x)dk=f(x), 

0  —OB 

wenn  man  unter  f(x)  an  einer  Unstetigkeitsstelle  das  arith- 
metische Mittel  zwischen  /{x  -f-  0)  und  /(x  —  0)  versteht. 

Die  Formel  (9)  ist  das  Fourier^sche  Doppelintegral, 
welches  zur  Darstellung  der  willkürlichen  Function  f(x)  dient. 

Es  gilt,  um  dies  nochmals  hervorzuheben,  für  eine  willkür- 
liche Function /(a;),  die  den  folgenden  Bedingungen  genügt: 

1.  f(x)  hat  in  jedem   endlichen  Intervalle   Maxima 
und  Minima  nur  in  endlicher  AnzahL 

2.  Die  Function /(o;)  kann  in  einzelnen  Punkten  un- 
endlich werden,  jedoch  nur  so,  dass  das  Integral 


I 


f(x)dx 

in  diesen  Punkten  convergent  bleibt. 
3.    Das  Integral 

ist  für  X  = -\-  00    und  a;  =  — joo    unbedingt   con- 
vergent. 
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4.    Wenn   die  Function  /  unstetig  ist,    so  ist  unter 
f{x)  das  arithmetische  Mittel 

I  Ui^  +  0)  +  /(z  -  0)] 

ZU  verstehen. 

Im  Uebrigen  ist  die  Function  f(x)  willkürlich  und  x  ist  ein 
beliebiger  Punkt,  für  den  nach  V.  nur  solche  Lagen  ausgeschlossen 
sind ,  für  die  /  (a?  -j-  0)  oder  f{x  —  Q)  nicht  endlich  ist  Für 
solche  Ausnahmepunkte  würden  beide  Seiten  der  Formel  (9) 
keinen  bestimmten  Sinn  mehr  haben. 


§.  18. 
Specielle  Formen  des  Fourier'schen  Theorems. 

Wir  leiten  noch  zwei  specielle  Formen  des  Fourier'schen 
Lehrsatzes  ab,  die  oft  angewandt  werden. 

Durch  Zerlegung  des  Cosinus  können  wir  das  Integral  (9) 
in  zwei  Theile  spalten  und  erhalten 

(1)  f{x)  =  -  I  cosaa?  da  I  f(X)  cosAa  dk 

0  —  00 

€0  +• 

-| I  sin  a  X  da  l  /(A)  sin  A  a  d X. 

0  — a> 

Wir  nehmen  nun  zunächst  an,  es  sei  f{x)  den  allgemeinen 
Bedingungen  gemäss,  aber  nur  für  positive  x^  gegeben;  dann 
können  wir  f(x)  für  negative  x  und  für  x  =  0  noch  beliebig 
annehmen,  und  wir  machen  zunächst  die  Annahme 

(2)  fix)  =  /(-  X),       /(O)  =  /(+  0). 

Dann  ist  auch  /(+0)  =  /(— 0)  und  die  Function  f{x)  also  im 
Nullpunkte  stetig. 

Nun  ist  aber  wegen  (2) 

[/(A)  cosAadA  =  j/(A)  cosA«  dk  +  \f{l)  coskudk 

—  OD  0  — • 

=  2  \fW  cosAa  dk, 

6 
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+  •  00  0 

[ /(i)  sin Aa  dl  =  [ /(i)  sinAa  dl  +  [/(iL)  sinka  dk 

—  flO  0  00 

=  0, 
und  folglich  ergiebt  sich  aus  (1) 

00  00 

(3)  f(x)  =  —  I  cosax  da  I  /(A)  cosaA  dk. 

Machen  wir  aber  zweitens  die  Annahme 

80  ist  auch  /(-)-0)  =  —  /(— 0),  und  der  Mittelwerth  giebt 

/(O)   =    0. 
Es  ist  jetzt 

+  00 


\  f{k)  cosAa  dk  =  0, 


00 


{f{k)^nkadk  =  2   { f{k)  sin ka  dk, 

00  0 

und  es  ergiebt  sich 

OD  OD 

(^)  /(^)  ^=  —  l  sinax  da  l  f{k)  sinaA  dk. 

0  0 

Durch  die  Formeln  (3)  und  (5)  kann  eine  und  dieselbe  Func- 
tion f{x)  für  positive  x  dargestellt  werden.  Die  Formel  (3)  giebt 
aber  bei  dieser  Darstellung  den  Werth  der  Function  auch  noch 
für  x  =  0,  während  (4)  für  x  =  0  den  Werth  Null  giebt 

§.  19. 
Beispiele. 

Man  kann  das  Fourier^sche  Theorem  zur  Werthbestimmung 
bestimmter  Integrale  benutzen,  wovon  hier  ein  Beispiel 
Wir  setzen  in  den  Formeln  §.  18,  (3),  (5) 

(1)  f(x)  =  6-/*', 

worin  ß  ein  beliebiger  positiver  Parameter  ist. 
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Es  ist  dann 

-j-j  er-(^^  cosaA  =  —  ßerß^  cosaA  —  ae-ß^  sinaL, 

-Tj  e^ß^  sin  «A  =  —  ßerß^  sinaA  -|-  ac~/*^  cosaA, 
woraus  durch  Integration  zwischen  den  Grenzen  0  und  ao : 

9  00 

=  ß  I  erfi^  cosaA  dA  -|-  a  I  cP^  sinaA  dk^ 


1  =  /J  I  erfi^  cosaA  dA  -|-  a  I 


0  =r  «  [  e-ß^  cosaldk  —  ß  \ 


=•  a  I  e~ß^  cos  a  A  d  Jl  —  ß  I  e-P^  sin  a  A  d  A, 


und  daraus: 


OD 


1 


erP^  cosuldi,  = 


_        ß 


(2)  \ 


I 


0 

Dies  sind  aber  gerade  die  inneren  Integrale  in  den  Formehi 
(3)  und  (5),  §.  18,  wenn  f(x)  =  er-ß*  gesetzt  wird,  und  demnach 
ergeben  sich  die  beiden  bestimmten  Integrale 


1 


f 


cosao;  da         7C       ^ 
«»  +  /S«     ~~  2ß         ' 

(3) 

asinaa;(2a         n        .^ 


a«  +  ^«  2 

0 

die  aber   nur  für  positive  x  gültig  sind.     Die  erste  Formel  ist 
auch  noch  für  a:  =  0  richtig,  die  zweite  aber  nicht. 
Ein  zweites  Beispiel  erhalten  wir,  wenn  wir 

f(x)  =  1,  0  <  rr  <  1, 

f(x)  =  0,  Kx 

nehmen,  dann  ergiebt  das  Integral  §.  18,  (3) 
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(4)  -J da=l,  x^<l 

0 

2 ' 
=  0,  a:«  >  1. 

Dieses  Integral,  das  sich  auch  leicht  aus  dem  im  §.  13  be- 
trachteten Integrale  ableiten  lässt,  hat  Dirichlet  als  „dis- 
continuirlichen  Factor^  zur  Reduction  mehrfacher  bestimmter 
Integrale  verwandt'). 


')  Dirichlet'8  Werke,  Bd.  I,  S.  391. 


Jl 


Dritter  Abschnitt 

ünendliolie  Reihen. 


§.  20. 

CoDvergenz  von  Roihen  überhaupt 

Unter  einer  unendlichen  Reihe  yerstehen  wir  im  All- 
gemeinen ein  nach  einem  bestimmten  Gesetz  geordnetes  Sjrstem 
positiver,  negativer,  oder  auch  verschwindender  Zahlgrössen 

(1)  ao,  ai,  o,,  ...  in  in£, 

Wir  bezeichnen  mit  8n  die  Summe  der  n  -|-  1  ersten  Glieder 
dieser  Reihe: 

(2)  «n  =  ao  +  Ol  +  a, -| 1- a„. 

1.  Die     Reihe     heisst     convergent,     wenn     diese 
*     Summe    s^    sich  mit    unendlich   wachsenden   n 

einer    bestimmten    endlichen    Grenze    nähert, 

wenn  also 

(3)  Lim  Sn  =  Ä 

n=oo 

eine  bestimmte  endliche  Grösse  ist 

Dieser  endliche  Grenzwerth  wird  die  Summe  der  Reihe(l) 
genannt 

Die  Theorie  der  Convergenz  unendlicher  Reihen  ist,  wie  der 
Leser  bemerken  wird,  durchaus  analog  mit  der  Theorie  der  Con- 
vergenz von  Integralen.  Obwohl  aber  der  Begriff  einer  conver- 
genten  Reihe  einfacher  und  leichter  aufzufassen  ist,  als  der  eines 
convergenten  Integrals,  so  ist  hia:  doch  die  Betrachtung  der 
Integrale  vorangestellt,  weil  die  Ableitung  der  Sätze  dabei  ein- 
facher ist,  und  die  Integrale  öfter  mit  Vortheil  bei  der  Unter- 
suchung convergenter  Reihen  angewandt  werden,  als  umgekehrt 
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Ein  allgemeines  und  immer  gültiges  Kennzeichen  für  die 
Convergenz  einer  Reihe,  im  Grunde  nur  eine  andere  Formulirung 
der  Definition  der  Convergenz,  ist  folgendes. 

2.  Die  Reihe  (1)  convergirt,  wenn  die  Summe 

(4)  Qn^m  =  Än  +  i  -f"  On  +  a  +  *••  -f"  0,n  +  „i 

dem  absoluten  Werthe  nach  kleiner  wird  als 
eine  beliebig  kleine  Grösse  o,  wenn  n  und 
n -\- m  beide  grösser  sind  als  eine  hinlänglich 
grosse  Zahl  N  ^), 


§.  21. 
Unbedingte  Convergenz. 

Wenn  die  Glieder  der  Reihe  ao,  Oi,  a^  .,.  alle  positiv  sind, 
so  ist  immer  Sn  >>  $•»— i)  und  es  sind  nur  zwei  Fälle  möglich, 
entweder:  Sn  wächst  mit  n  über  alle  Grenzen,  die  Summe 
der  Reihe  ist  unendlich,  oder:  8n  nähert  sich  mit  un- 
begrenzt wachsenden  n  von  unten  her  einer  end- 
lichen Grenze  A:  die  Reihe  ist  convergent  Wir  führen 
folgende  Beispiele  an: 


^)  Zam  Beweis  völliger  Uebereinstimmung  von  1.  und  2.  sei  für  den 
mathematischen  Leser  Folgendes  bemerkt.  Znnächst  ist  ohne  Weiteres 
klar,  dass,  wenn  s^  nach  der  Definition  1.  convergirt,  die  Bedingung  2.  be- 
friedigt sein  muss ,  da  ja  die  Schwankungen  von  8^  um  den  Grenzwerth 
A  mit  unendlich  wachsenden  n  unendlich  klein  werden  müssen. 

Ist  nun  die  Bedingung  2.  erfüllt,  so  ist  für  eine  beliebige  Zahl  z  nur 
eines  von  beiden  möglich. 

a)  Wie  gross  auch  N  sei,  es  giebt  immer  noch  Werthe  von  n  >  N, 
für  die  8^  >  z  wird  (Zahlen  a). 

b)  Man  kann  N  so  gross  annehmen,  dass,  wenn  n  >  ^  ist,  immer 
s^'Z  z  (Zahlen  h). 

Man  sieht  nun,  dass,  wenn  entweder  nur  Zahlen  a  oder  nur  Zahlen 
b  existiren,  die  Bedingung  2.  nicht  befriedigt  sein  kann.  Denn  ist  q^^  ab- 
solut kleiner  als  w,  so  kann  s^^^  nicht  grösser  als  «^  -|-  u  und  nicht 
kleiner  als  s^  —  a>  werden.  Es  muss  also,  wenn  2.  erfüllt  ist,  sowohl 
Zahlen  a  als  Zahlen  b  geben ,  und  zugleich  ist  jedes  a  kleiner  als  jedes 
6.  Die  Zahlen  a  und  b  werden  nach  dem  Princip  der  Stetigkeit,  wie  es 
von  Dedekind  formulirt  ist  (Stetigkeit  und  irrationale  Zahlen,  Braun- 
schweig 1872,  1892)  durch  einen  Grenzpunkt  A  von  einander  geschieden, 
und  wenn  2.  befriedigt  ist,  so  sind  für  ein  hinlänglich  grosses  N  alle 
8^  zwischen  A  —  to  und  A  -\-  tu  enthalten,  wie  klein  auch  ta  sein  mag. 
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L    Die  geometrische  Reihe 

J5=  1  +  a  +  a«  4-  «5-1 

Ist  «  ^  1,  so  ist  s»  ^  n  -}-  1  und  wächst  also  mit  n  ins 
unendliche.    Ist  aber  a  <:  1,  so  ist 

_  1  —  gn  +  l 

^"  —     1  -«    ' 
und  es  ist  also  E  =  1/(1  — «)  und  die  Reihe  convergent 

IL    Die  Reihe 

P=14-~4-  —  4-  —  -I 

Wenn  Je  negativ  wäre,  so  würden  schon  die  Glieder  a»,  um 
so  mehr  also  Sn  ins  Unendliche  wachsen.  Ist  aber  Je  positiv, 
dann  schliessen  wir  so.    Es  ist  nach  dem  Mittelwerthsatze 

n  +  l 
< 


(n  +  1)* 
folglich,  wenn  wir 


1    I     1    I     1     I  I     1 

setzeH: 


_i    (  dx  C  dx 


Sn<  1 

1  1 

woraus  sich  nach  Ausführung  der  Integration  ergiebt: 

Je  1 


Sn  < 


Sn  > 


A;  _  1        (Ä  —  1)  n*-i  • 
(n  4-  1)1-*  1 


l  —k  1   —  Ä' 

and  für  Je  =  l: 

Sn  >  log  (n  +  1). 

Daraus  ist  zu  sehen,  dass  diese  Reihe  convergirt,  wenn  A;  >>  1 
ist  und  divergirt,  wenn  Je  ^  l  ist. 

Diese  Beispiele  kann  man  zu  allgemeineren  Kennzeichen 
für  die  Convergenz  von  Reihen  verwenden  auf  Grund  des  fol- 
genden Lehrsatzes. 

IIL    Sind 

positive  Glieder  einer  convergenten  Reihe 
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und 

Cq,     Cly    Cj,     Os,     .  •  • 

eine  unbegrenzte  Reihe  beliebiger  positiver, 
negativer  oder  auch  yerschwindender  Zahlen, 
die  ihrem  absoluten  Werthe  nach  alle  unter 
einer  endlichen  Zahl  c  liegen,  so  ist  auch  die 
Reihe 

convergent 
Dann  setzen  wir  wie  im  §.  20 

und  entsprechend 

■Kn,«!  =  ^n  +  lötn  +  l  +  Cn  +  2fln  +  2  -f-  *  *  *  4"  C»  +  m ö^n  +  mi 

so  ist 

und  es  hat  also  jRn,m  zugleich  mit  q^^^  die  Null  zur  Grenze. 

Nimmt  man  in  dem  Satze  III.  die  c  theils  =  -|-  1 ,  theils 
=  —  1  oder  theils  gleich  Null  an,  so  folgt: 

IV.  Eine  aus  positiven  Gliedern  bestehende  con- 
yergente  Reihe  bleibt  convergent,  wenn  ihre 
Glieder  mit  beliebig  wechselnden  Vorzeichen 
genommen  werden. 

V.  Jeder  Theil  einer  convergenten  Reihe  mit 
positiven  Gliedern  ist  wieder  eine  convergente 
Reihe. 

Man  darf  nun  aber  nicht  umgekehrt  schliessen,  dass  eine 
convergente  Reihe  mit  positiven  und  negativen  Gliedern  con- 
vergent bleibt,  wenn  man  ihre  Glieder  positiv  nimmt,  und  man 
muss  danach  zwei  Arten  convergenter  Reihen  unterscheiden: 

VL  Eine  convergente  Reihe  heisst  unbedingt  con- 
vergent, wenn  sie  auch  dann  noch  convergent 
bleibt,  wenn  ihre  Glieder  alle  positiv  ge- 
nommen werden,  im  entgegengesetzten  Falle 
bedingt  convergent 

Convergente  Reihen  mit  nur  positiven  Gliedern  sind  daher 
immer  unbedingt  convergent. 


§.  22.  Bedingte  Convergenz.  49 

§.  22. 
Bedingte  Convergenz. 

Bei  einer  unbedingt  convergenten  Reihe 

-4.  =  tto  -f-  ai  -{-  Qi  . . .  -j-  . . . 

erhält  man  immer  denselben  Grenzwerth,  wenn  man  eine  Summe 
6y  bildet,  in  die  man  alle  Glieder  On  aufiiimmt,  in  denen  n<iN 
ist,  aber  ausserdem  noch  beliebige  von  den  höheren  Gliedern 
auswählend  hinzunimmt,  und  dann  N  ins  Unendliche  wachsen 
lässty  auch  wenn  die  Zahl  der  hinzugefügten  höheren  Glieder 
ins  Unendliche  wächst. 

Man  drückt  dies  Verhalten  gewöhnlich  so  aus ,  dass  die 
Summe  einer  unbedingt  convergenten  Reihe  von  der  Reihenfolge 
der  Summation  unabhängig  sei,  ein  Ausdruck,  der  jedoch  der 
Gefahr  einer  Missdeutung  unterworfen  ist 

Anders  verhalten  sich  die  bedingt  convergenten  Reihen. 

Es  sei,  um  dies  Verhalten  darzulegen,  A  eine  Reihe  von 
Zahlen 

«0>  «1»   ^21  •  •  •  »  (^) 

anter  denen  unendlich  viele  sowohl  positive  als  negative  vor- 
kommen, und 

Po,  Pi,  Pi^  •  •  •  (-P) 

seien  die  positiven, 

—  3o7  —  3n  —  32»  •••  (Q) 

die  negativen  unter  diesen  Gliedern,  in  der  Reihenfolge  gezählt, 
wie  sie  in  Ä  auf  einander  folgen. 
Wenn  nun  die  beiden  Reihen 

-P  =  Po  +2>i  4-P2  H , 

ö=  3o  +  3i  +  32  H 

jede  für  sich  convergent  ist,  so  ist 

-4  =  ao  +  ai  +  Oa  . . . 

unbedingt  convergent,  und  es  ist 

Ä  =  P--  Q. 

Ist  aber  von  den  beiden  Reihen  P,  Q  die  eine  convergent, 
die  andere  divergent,  so  ist  A  jedenfalls  divergent,  denn  es  ist 
die  Summe  der  n  --|-  1  ersten  Glieder  der  Reihe  Ä 

An  =  -Lfi  Qv, 

Hiemann- Weber,  PaitieUe  Differentialgleiohimgen.  4 
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und  ft  und  v  wachsen  mit  n  zugleich  ins  Unendliche.  Wenn 
aber  dann  von  den  beiden  Summen  P^,  Q^  die  eine  unendlich 
wird,  die  andere  endlich  bleibt,  so  wird  An  entweder  positiv 
oder  negativ  unendlich. 

Wenn  aber  P  und  Q  beide  divergent  sind,  so  stellt  sich  A 
als  Differenz  zweier  unendlicher  Zahlen  dar,  die  sehr  verschie- 
dener Werthe  fähig  ist 

Hier  gilt  der  folgende  Satz  von  Dirichlet: 

Wenn  die  Reihen  P  und  Q  divergent  sind, 
wenn  aber  j>„  und  q^  sich  mit  unendlichem  n 
der  Null  nähern,  so  kann  man  die  Glieder  der 
Reihe  A  so  zu  einer  Summe  verbinden,  dass 
alle  a»  für  n  <iN  darin  vorkommen,  und  dass 
sich  doch  die  Summe  mit  unendlich  wachsen- 
dem N  einer  willkürlich  gegebenen  Grenze  K 
nähert. 

Um  dies  einzusehen,  nehme  man,  wenn  K  positiv  ist,  zu- 
nächst der  Reihe  nach  so  viele  Glieder  von  P,  dass  ihre  Summe 
P'  gerade  über  K  liegt,  und  also  der  Unterschied  P  —  K  nicht 
grösser  ist  als  das  zuletzt  hinzugefügte  p.  Dies  ist  wegen  der 
vorausgesetzten  Divergenz  von  P  für  jedes  K  möglich.  Nun 
nehme  man  wieder  der  Reihe  nach  so  viele  negative  Glieder 
der  Reihe  Q,  dass  die  Summe  P'  —  Q[  gerade  unter  K  liegt, 
und  dass  der  Unterschied  zwischen  F*  —  Q^  und  K  wieder  nicht 
grösser  ist,  als  das  zuletzt  hinzugefügte  q. 

Jetzt  nehme  man  wieder,  an  P  anschliessend,  so  lange  posi- 
tive Glieder  p,  dass  die  Summe  P'  —  ^  -j-  P'  wieder  gerade 
über  K  liegt  u.  s.  f. 

Man  erhält  so  eine  bestimmte  Anordnung  der  Glieder  von 
J.,  deren  Summe 

P-  i^'  +  P'-  Ö"  +  -- 

über  oder  unter  K  liegt,  je  nachdem  zuletzt  ein  p  oder  ein  —  q 
hinzugefügt  ist,  und  so  dass  der  Unterschied  des  Werthes  dieser 
Summe  von  K  absolut  kleiner  ist  als  das  zuletzt  hinzugefügte 
p  oder  —  g,  und  sich  daher,  wenn  man  die  Summation  unbegrenzt 
fortsetzt,  nach  der  Voraussetzung  der  Null  nähert  Es  ist  also 
K  als  die  Summe  der  unendlichen  Reihe 
(1)  p-  ^  +  P"_  ^'  +  ... 

zu  bezeichnen. 
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Es  ist  hierbei  noch  zu  bemerken,  dass  auch  die  Theilsummen 
P*,  ^,  P",  Qf\  ...  sich  der  Grenze  Null  nähern,  und  dass  man 
daher  den  Grenzwerth  K  auch  dann  erhält,  wenn  man  bei  der 
Bildung  der  Summe  (1)  die  zuletzt  hinzugefügte  Summe  P^'^)  oder 
Qf^^  nicht  ganz  erschöpft. 

Man  kann  also  in  der  That  (1)  als  eine  Anordnung  der 
Glieder  von  A  betrachten,  bei  der,  wenn  man  weit  genug  geht, 
alle  Glieder  a^  bis  zu  einem  beliebig  gegebenen  Rang  vor- 
kommen, und  deren  Summe  den  Grenzweith  K  hat  Die  Glieder 
Om  bilden  also  bei  dieser  Anordnung  eine  conyergente  Reihe, 
deren  Summe  =  K  ist  Dies  ist  der  Fall  der  bedingten 
Conyergenz,  bei  der  die  Summe  durchaus  abhängig  ist  von 
der  Anordnung  der  Glieder. 

Man  kann  aber  auch  noch  allgemeiner  verfahren,  indem  man 
zuerst  blindlings  positive  und  negative  Glieder  in  beliebiger  end- 
licher Anzahl  addirt,  und  erst  dann  in  der  geschildeiten  Weise 
planmässig  verfahrt. 

Es  ist  kaum  nöthig  zu  bemerken,  dass  der  Schluss  für  ein 
negatives  K  und  für  JT  =  0  in  nichts  Wesentlichem  geändert 
wird. 

§.  23. 
Beispiel. 

Diese  Sätze  wollen  wir  nun  durch  ein  einfaches,  aber  lehr- 
reiches Beispiel  veranschaulichen.    Die  Reihe 

(1)  ,„  =  1  +  ^+1+...  +  ! 

ist,  wie  wir  schon  gesehen  haben,  für  n  =  oo  divergent  Wir 
können  dies  aber  auch  auf  dem  folgenden  Wege  einsehen,  der 
uns  zugleich  Aufschluss  giebt,  in  welcher  Weise  s«  mit  n  ins 
Unendliche  wächst.  Es  ist,  wie  die  unmittelbare  Integration  er- 
kennen lässt,  für  jedes  positive  y 


00 

Hl 


0 

und  folglich 

4* 
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00 

(3)  Sn  =  [(C^  +  c-*'H h  e-**)  dx 


0 

00 


=1 


-  dx. 


l  —  ß-* 

d 


Femer  erhält  man  durch  Integration  von  (2)  in  Bezug  auf 
y  zwischen  den  Grenzen  1  und  n,  wobei  die  Vertauschung  der 
Integrationsfolge  erlaubt  ist: 


(4)  logn  =  \ 


00 

X   dir—n  X 


dx. 


X 

ö 


Hieraus  ergiebt  sich 


(5)  s,_io^„  =  |e-.(^_J__i) 

0 
0 

Diese  Zerlegung  ist  gestattet,  weil  die  beiden  Functionen 

1        _  1^  e-« 1^ 

1  —  e-*       x'         1  —  e-'       X ' 

wie  man  durch  die  bekannten  Methoden  der  Differentialrechnung 
leicht  erkennt,  für  x  •=  0  endlich  bleiben  und  folglich  die 
beiden  in  (5)  vorkommenden  Integrale  unbedingt  convergent 
sind.  Das  zweite  verschwindet  für  n  =  oo ,  und  das  erste  hat 
einen  bestimmten  numerischen  Werth: 

(6)  f  e-  (^V«  -  D  '^^  =  ^' 

0 

der  sich  genähert  berechnen  lässt  und  der  die  Euler'sche 
Constante  genannt  wird. 

Ihr  genäherter  Werth  ist  auf  20  Decimaleni) 

C=  0,577  215  664901532  58606  ..., 


*)  Bei  Gau88'(Werke  Bd.  III,  S.  154)   ist  die  Zahl  C  nach  einer  Be- 
rechnung von  Nicolai  auf  40  Decimalen  angegeben. 
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and  wir  erhalten  den  Satz 

(7)  Jün(i  +  J  +  ^4-...  +  l_,ogn)  =  G 

Hieraus  lassen  sich  nun  andere  Resultate  über  bedingt  conver- 
gente  Reihen  herleiten.  Trennen  wir  in  s^n  die  geraden  von  den 
ungeraden  Gliedern,  und  setzen 


3    '    5    '         ^    2n  —  1' 
so  ergiebt  sich  zunächst 

(8)  S,n=  On-^   Un,  S„  =  2  (?„ 

(9)  Um(G„-ilogn)  =  i(7. 

(10)  lim  {Gn  +  ü„  -  log2n)  =  C, 
folglich 

(11)  liin(tr„-log2-ilogn)  =  ia 

Nehmen  wir  also  zwei  ins  Unendliche  wachsende  Zahlen  m 
and  n  an,  so  folgt  durch  Subtraction  von  (9)  und  (11) 

(12)  lim  (  ün  -  G„)  =  log  2  +  1-  log  ^. 

Nimmt  man  z.  B.  n  ^  m,  so  erhält  man  die  Reihe 

1,1        1,1  ,     „ 

und  nimmt  man  n  =  2  m,  so  folgt 

^  +  3"-2  +  5+7-4+-=2^^82 

UQd  allgemein,  wenn  man  a  positive  GUeder  von  ün,  dann  h 
negative  Glieder  von  Gni  dann  wieder  a  positive  Glieder  von 
{Tu  u.  s.  f .  nimmt,  so  erhält  man  eine  convergente  Reihe,  deren 
Summe  ^l^\og{4calh)  ist,  worin  4a/6  jeden  beliebigen  rationalen 
Werth  haben  kann. 

Wir  wollen  noch  einen  weiteren  Ausdruck  für  die  Constante 
0  ableiten,  der  bisweilen  nützlich  ist.  Man  erhält  durch  Diffe- 
rentiation nach  X 


54  Dritter  Absohnitt.  §.  24. 

d  log(l  —  er')  =  i  _  ^x  ^^ 

de-*  \ogx  =  —  c~*  \ogxdx  r\ , 

X 

und  durch  Subtraction 


=  er-' 


d  llog  (1  —  er")  —  er*  \ogx\ 

1  11 

l_^e-'  ■"  ^1  ^^  +  ^"'  logardx. 


Integrirt  man  diese  Gleichung  zwischen  den  Grenzen  0  und 
00,  80  verschwindet  die  linke  Seite,  wie  man  für  x  =  co  un- 
mittelbar sieht,  und  für  a;  =  0  durch  Entwickelung  von  1  —  c-* 
nach  Potenzen  von  x.    Es  folgt  daher  aus  (6) 

OD 

(13)  I  er-'  log a: da:  =  —  C. 

0 

§.  24. 
Ein  Satz  über  Reihenconvergenz. 

Es  sei  ao,  ai,  as  ...,  a»  ...  eine  unbegrenzte  Reihe  von  Zahlen, 
von  denen  wir  voraussetzen,  dass 

(1)  Sn  =  «0  +  «1  +  «2 h  «n 

mit  unendlich  wachsendem  n  innerhalb  endlicher  Grenzen  bleibt, 
mag  sich  auch  s«  nicht  einer  bestimmten  Grenze  nähern.  Es 
sei  femer 

(2)  Coi  Cj,  Cj  . . . 

eine  Reihe  positiver,  beständig  abnehmender  und  sich  der  Null 
nähernder  Grössen.  Dann  gilt  allgemein  der  Satz,  dass  die 
Reihe 

(3)  Sn  =  aoCo  +  aiCy  +  ^taCa  -(-••• 
convergirt. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  betrachten  wir  die  Summe 

(4)  B.n,  m  =  Ötn  +  1  Cn  +  1  +  «n  +  2  Cn  +  2  -|-  *  *  *  -|~  «„  4.  «» Cn  +  m? 

deren  Verschwinden  für  n  =  oo  nach  §.  20  das  Kennzeichen  der 
Convergenz  von  (3)  ist.    Hierin  setzen  wir  nach  (1) 
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^  +  I  =  5n4.i  —  Sn 


(^n  +  m  5n  +  m  ^n  +  m— 1 

und  erhalten,  wenn  wir  die  Glieder  anders  zusammenfassen 

-B|i,m  =  Sn  +  i  (^n  +  i   —  ^n  +  2)  +  ^n  +  2  (^n  +  2  —   C«  +  s) 
-p  *•*  ^n  +  m— 1  (Cn  +  m— l   —   ^n  +  m)  "f"  ^n  +  mCn  +  m   —  ^n^n  +  l- 

Da  nun  nach  unserer  Voraussetzung  die  Differenzen  Cn  +  i — Cn  +  2, 

C»  +  2  —  Cn  +  8.  ..^  Cn+m-l   —  Cn  +  m  pOSltiv  UUd   die   SummeU  Sb  +  1, 

^n-i-ai  •••  Sn+m-i  ^Ue  absolut  kleiner  sind  als  eine  endliche  Zahl 
Aj  so  ist  der  absolute  Werth  von  12»,  m  kleiner  als 

Ä  (Cn-^l  —  Cn  +  2  +  ^H  +  2  —  ^»  +  8  +  •••  -|-  Cn  +  m— l   —  Cn^m 

+  <^n  +  m  +  ^n  +  l)  =  2 -4  C»  +  1 

und  nähert  sich  also  nach  der  Voraussetzung  über  die  c  mit 
unendlich  wachsendem  n  der  Grenze  Null,  wodurch  der  Satz 
bewiesen  ist 

Nimmt  man  z.  B. 

an    =    (—1)», 

80  ist  Sn  entweder  =  1  oder  =  0  und  es  folgt  also,  dass  jede 
Reihe 

(5)  Co  —  Ci  +  c,  —  C3  +  er^ ; 

in  der  die  c  eine  Reihe  positiver,  gegen  Null  abnehmender 
Grössen  sind,  convergirt 

Ein  anderes  Beispiel  ist  folgendes: 

Oo  =  1,    Ol  =  2 cos 2a:,    a^  =  2 cos 4a:,  ...  a«  =  2 cos 2 na:, 
also 

(6)  s,»  =  1  -|-  2  cos  2 a:  -|-  2  cos 4 a:  -|-  •  •  •  4"  2  C(»s  2 na:. 

Um  Sn  zu  finden,  multipliciren  wir  mit  sina;  und  wenden 
auf  jedes  Glied  des  Productes  Sn  sin  x  die  Formel  an 

2sina;  co82na:  =  sin(2n  +  1)  a:  —  sin(2n  —  l)x. 

Dadurch  erhält  man 

Sn  sin  a:  =  sin  (2  n  +  1)  x 
oder 

(7)  s.  =  si°(2«+l)f. 

Ist  also  sin  x  von  Null  verschieden,  d.  h.  x  nicht  gleich  einem 


56  Dritter  Abschnitt  §.  25. 

Vielfachen  von  sr,  so  ist,  da  sin(2n  -{-l)x  immer  zwischen  —  1 
und  -f-  1  liegt,  s»  zwischen  den  endlichen  Grenzen 

sm  X 
eingeschlossen,  und  wir  erhalten  also  den  Satz,  dass  die  Reihe 
(8)  Co  +  2  Cj  cos  2 a:  -f-  2  Ca  cos4a;  -j-  Cg  cos 6 a:  +  •  •• 

immer  convergent  ist,  wenn  die  Co,  o^,  c^,  ...  eine  Reihe 
positiver  gegen  Null  beständig  abnehmender  Zah- 
len ist. 

Es  ist  kaum  nöthig,  hervorzuheben,  dass  es  genügt,  wenn 
diese  Abnahme  der  Zahlen  Cn  erst  von  einer  beliebigen  endlichen 
Stelle  n  an  beginnt 

§.  25. 
Der  Abersche  Satz  über  Stetigkeit  von  Potenzreihen. 

Durch  das  im  vorigen  Paragraphen  angewandte  Verfahren 
der  theilweisen  Summation  kann  man  auch  einen  Satz  von 
Abel  beweisen,  der  dem  in  §.  9  bewiesenen  Satz  über  die  Stetig- 
keit eines  Integrals  analog  ist    Er  lautet  so: 

Wenn  die  Reihe 

(1)  ^  =  «0  +  «1   +  Oj  +  03  H 

bedingt  oder  unbedingt  convergirt,  so  ist  Ä 
der  Grenzwerth,  dem  sich  die  für  r  <C  l  durch 
die  Reihe 

(2)  /(r)  =  ao  +  a^r  -f  a^r^  +  03 r»  +  ... 

definirte  Function  nähert,  wenn  r  sich  der 
Grenze  1  nähert    In  Zeichen: 

(3)  lim  (Oo  +  «1  ^  +  «2  r"  +  öb^^  +  •  •  •)  =  -^• 

r=l 

Dass  die  Reihe  (2)  für  jedes  echt  gebrochene  r  unbedingt 
convergirt,  folgt  aus  §.  21,  L,  IIL 

Die  Reihe  (2)  formen  wir  nun  um,  indem  wir 

also  an  =  Sn  —  Sn— 1  sctzcu,  uud  erhalten  wie  im  vorigen  Para- 
graphen 

(4)  f(r)  =  So  +  (Si  —  So)  r  +  (s^  —  s,)  r^  +  (S3  — s.,)  r^  +  ... 

=  (1  —  r)  (So  +  s^r  +  s^r^  +  s^r^  +  ...), 
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and  wenn  wir  die  letzte  Reihe  in  zwei  Tbeile  theilen 

f{r)  =  (1  —  r)  (So  +  s,r  +  s^r»  H ^  Snf^) 

+  (1  —  r)  (s«  +  ir~  +  i  +  s„  +  ar~  +  a  +  ...)• 
Bedeutet   P   einen    zwischen    dem    grössten    und   kleinsten 
Werthe  der  Summen  s«  +  i,  Sn  +  a,  ..•  gelegenen  Werth,  so  ist 

Sn  +  ir»  +  i  +  s«  +  ar»  +  a  H =  P  (r"  +  i  +  r"  +  2  -) ) 

wi  +  i 

1  —  r 
und  folglich 

(ö)   /(r)  =  (1  —  r)  (So  +  s^r  +  s^r»  H h  s^r-)  +  Pr»  +  i. 

Hiervon  subtrahiren  wir  die  identische  Gleichung 

A  =  A{\  —  r)  (l+r  +  ra_^ h^)  +  -^r»  +  i 

und  erhalten 

(6)  f{r)  -  ^  =  (1  -  r)  Fn(r)  +  (P-  ^)r»  +  ^ 

worin  die  linke  Seite  von  n  unabhängig  und 

Fn{T)  =  (So  -  ^)  +  (Si  -  ^)^.H h  (s«-^)^ 

eine  ganze  Function  n*^  Grades  von  r  ist. 

Es  ist  nun  zu  beweisen,  dass  sich,  wenn  eine  beliebig  kleine 
positive  Zahl  (o  gegeben  ist,  die  Zahl  q  so  klein  annehmen 
lässt,  da8s/(r)  —  A  dem  absoluten  Werthe  nach  kleiner  wird 
als  o,  wenn  1  —  r  <  g  ist. 

Man  kann  aber  n  so  gross  annehmen,  dass  Sn  +  i,  Sn  + 21  •  •  • 
dem  Werthe  A  beliebig  nahe  kommen,  und  folglich  so,  dass 
P  —  A  und  mithin  auch  (P  —  .4.)  r»»  +  ^  dem  absoluten  Werthe 
nach  kleiner  als  Va^  ^^*  ^^^  ^  bestimmt,  so  kann  man  wieder 
Q  so  klein  annehmen,  dass  auch  (1  —  r)  2'»(r)  kleiner  als  Va«' 
wird ,  und  dann  ist  nach  (6)  der  absolute  Werth  von  /(r)  —  A 
kleiner  als  (o^). 

§.  26. 
Halbconvergente  Reihen. 

Obwohl  man  bei  divergenten  Reihen  von  einer  Summe  nicht 
sprechen  kann,    so  können    solche  Reihen  doch    bisweilen  mit 

^)  Dieser  Satz  rührt  von  Abel  her,  der  ihn  in  seinen  Untersuchungen 
über  die  Binomialreihe  benutzt  hat.  Ein  Beweis,  der  sich  übrigens  ganz 
ähnlich  schon  bei  Abel  findet,  ist  nach  einer  Mittheilung  Di richlet's  von 
Liooville  veröffentlicht  (Dirichlet's  Werke,  Bd.  2,  S.  305). 
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Nutzen  gebraucht  werden  zur  Berechnung  transcendenter  Func- 
tionen. Um  den  Sinn  dieses  Ausspruches  zu  verstehen,  betrachten 
wir  eine  Reihe  von  Grössen  Wq,  Mj,  te,,  ...  tCn  ^on  der  Art,  dass 

(1)  C^n  =  Wo  +  Wi  +  Ma  H h  Wn 

mit  n  zugleich  ins  Unendliche  wächst  Man  kann  sich  nun  die 
Frage  stellen,  wenn  es  sich  um  die  Darstellung  eines  bestimmten 
Werthes  Ä  handelt,  für  welchen  Werth  von  n  wird  ün 
dem  Werthe  Ä  möglichst  nahe  kommen,  und  auf 
welchen  Grad  der  Kleinheit  kann  die  Differenz 
Ä  ^  Un  heruntergebracht  werden?  Ist  diese  Differenz 
klein  genug,  so  wird  man  Un  als  eine  angenäherte  Darstellung 
der  Zahl  Ä  betrachten  können.  In  den  Anwendungen  verhält 
sich  meistens  die  Sache  so,  dass  die  Reihenglieder  Uq,  Uj,  %, ... 
Functionen  einer  Variablen  x  sind,  so  dass 

(2)  Un  =  0  (X,  n) 

eine  Function  von  x  und  n  wird.  An  die  Stelle  von  A  tritt 
alsdann  gleichfalls  eine  Function,  F(x)^  und  es  handelt  sich 
darum,  die  Differenz 

(3)  F(x)  —  0{x,  n)  =  ^(x,  n) 

so  klein  als  möglich  zu  machen.  Das  hier  zu  wählende  n  wird 
dann  von  x  abhängen,  und  es  ist  ein  häufig  vorkommender  Fall 
der,  dass  man  ^  (x^  n)  um  so  kleiner  macheu  kann,  je  grösser 
X  ist,  wobei  dann  auch  n  in  bestimmter  Weise  mit  x  wachsen 
kann.    Wenn  z.  B.  <D(a;,  n)  die  Eigenschaft  hat,  dass  für  jedes  n 

(4)  lim  a^  [F{x)  —  0{x,  n)]  =  0 

ist,  so  heisst  <D(rr,n)  (nach  Poincare)  eine  asymptotische 
Darstellung  der  Function  F(x). 

Wir  wollen  diese  allgemeinen  Grundsätze  an  einem  ein- 
fachen Beispiel  erläutern. 

Wir  definiren  eine  später  noch  nützliche  Function 

(5)  0(;r)  =  -p=  fr-«' da. 

v  ^  J 

'      0 

Nach  §.12  hat  diese  Function  die  Eigenschaften 

(6)  0(0)  =  0,     0(oo)==l. 
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Es  ist  femer 

ö(—  x)=^[  e-"'  da  =  =J  f  6-«*  da, 
V^J  V^   J 

'        0  '  0 

also 

(7)  e{—x)  =  —  0{x). 

Es  genügt  also,  0(x)  für  positive  Werthe  von  x  zu  be- 
rechnen. Ein  geschlossener  Ausdruck  lässt  sich  für  diese  Func- 
tion nicht  angeben,  wohl  aber  eine  stets  convergente  Reihe.  Es 
ist  nämlich,  wenn  man  für  e^"*  die  Reihe  setzt: 

in  der 

(9)  n!  =  1.2.3...  n 
ist,  und  dann  integrirt, 

(10)  e(^)-y;^2.    vl(2i;  +  l)' 

und  diese  Reihe  convergirt  stärker  wie  die  Reihe  (8),  die  be- 
kanntlich für  alle  Werthe  von  a  convergirt. 

Nach  (10)  ist  @{x)  für  kleine  Werthe  von  x  zu  berechnen. 

Für  grosse  Werthe  von  x  ist  aber  die  Convergenz  dieser 
Reihe  zu  langsam.  Für  solche  Werthe  kommt  man  leichter 
durch  eine  halbconvergente  Entwickelung  zum  Ziele.  Um  diese 
abzuleiten,  setzen  wir  nach  (6) 

(11)  e{x)  =  1  —  -L  f  e-«'  da 

V«  J 

X 

und  substituiren  für  a  eine  neue  Variable  ß  durch  die  Glei- 
chung 

«  =  ^  +  ^,     d«  =  ^; 

dadurch  erhält  man 


(12) 


f  e-«*da  =  ^  fr^e^/'d/S. 


Nun  können  wir  nach   dem  Taylor'schen  Lehrsatz,  wenn 
^  einen  positiven  echten  Bruch  bedeutet. 
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n  — 1 


X  —   ^  (—  ^y^""  _L.  (^   nn  £1  pT-^x 
r  =  0 


«^'  =  2^^-^  +  ^-!)"'-^ 


setzen,  und  folglich,  da  e"*^*  für  positive  x  gleichfalls  ein  echter 
Bruch  ist: 

mit  der  Maassgabe,  dass  diese  Formel  nur  dann  genau  ist, 
wenn  das  letzte  Glied  auf  einen  Bruchtheil  seines  Werthes  re- 
ducirt  wird. 

Nun  ist  nach  einer  bekannten  Formel,  die  sich  durch  partielle 
Integration  leicht  beweisen  lässt: 


oo 

1 


er-fiß^dß  =  n!, 

0 

und  wenn  man  also  die  Entwickelung  (13)  in  das  Integral  (12) 
einsetzt,  so  folgt 


00  M 

(U)  {e-<^da  =  e-'*^(-iy-^ 


und  diese  Formel  ist  gleichfalls  nur  unter  der  Voraussetzung 
exact,  dass  das  letzte  Glied  auf  einen  Bruchtheil  seines  Werthes 
reducirt  wird.  Um  also  zu  beurtheilen,  was  uns  diese  Formel 
leisten  kann,  müssen  wir  die  Grösse  des  allgemeinen  Gliedes 
der  Entwickelung  (13)  abschätzen.  Zu  diesem  Zweck  machen 
wir  von  der  bekannten  Formel  Gebrauch  i) 


wo  -9*  ein  positiver  echter  Bruch  ist,  aus  der,  wenn  ^  gleich- 
falls ein  positiver  echter  Bruch  ist,  folgt 

2     4--     — 

(2n)!  =  V27e-a'»(2«)  "    »^ain. 
Daraus  ergiebt  sich 

worin  ^"  =  d'  —  2  ^  der  Bedingung  —  2  <  -y'  <  1  genügt 

*)  Vergl.  z.  B.  Lehrbuch  der  Differential-  und  Integrahrechnnng  von 
Serret,  deutsch  von  Harnack  und  Bohlmann,  Bd.  2,  S.  166  der  2.  Au6. 
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Hieraus  ergiebt  Bich  nun  Folgendes: 

Wenn  n  bei  feststehenden  x  ins  Unendliche  wächst,  so 
wächst  auch  dieser  Ausdrack  ins  Unendliche  und  die  Reihe  (14) 
ist  folglich  divergeiit 

Wenn  aber  a;*  >  n,    also    njx^   ein    echter  Bruch  ist,   so 

ist,  da  e**"  bei  grossen  n  nahe  gleich  1  ist,  der  Fehler,  den  man 
bei  Benutzung  der  Formel  (14)  begeht,  kleiner  als 

6-**  er-»»  — =. 

Behält  man  n  bei,  und  lässt  x  wachsen,  so  wird  die  Ge- 
nauigkeit der  Formel  (14)  um  so  grösser,  je  grösser  x  wird, 
und  die  Formel  (14)  giebt  eine  asymptotische  Darstellung  des 
Integrals. 

Die  Function  &  (x)  kommt  in  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung vor,  und  man  hat  darum  ihre  numerischen  Werthe  in 
Tabellen  zusammengestellt  Eine  solche  Tabelle  findet  man  in 
dem  Buche:  Theorie  der  Beobachtungsfehler  von  Emanuel 
Czuber,  Leipzig  1891.  Nach  dieser  Tabelle  ist  &{x)  schon 
bri  a:  =r  4,8  in  der  11*^  Decimalen  von  1  nicht  mehr  zu  unter- 
scheiden. 


Vierter  Abschnitt 

Fourier*solie  Reihen. 


§.  27. 
Gleichmässige  und  ungleichmässige  Gonvergenz. 

Wir  betrachten  nun  solche  Reihen,  deren  Coefficienten  Func- 
tionen einer  Veränderlichen  x  sind.    Es  sei  also 

(1)  Mo,  Ml,  M,,  ...  Mn,  ... 

eine  Reihe  von  Functionen  von  x^  die  in  irgend  einem  Intervall 
(a,  b)  endlich  und  stetig  sind,  die  dem  absoluten  Werthe  nach 
auch  für  ein  unendlich  wachsendes  n  nicht  über  eine  endliche 
Grösse  hinausgehen.    Wenn  die  Reihe 

(2)  U=  Mo  4-  Wi  +  Ma  H 

convergirt,  so  wird  auch 

(3)  Bn  =  M«  +  i  -|-  Mn  +  2  "H  '  *  * 

convergent  sein,  und  sich  mit  unendlich  wachsenden  n  der  Grenze 
Null  nähern. 

Wenn  nun  diese  Convergenz  für  jeden  Werth  x  des  Inter- 
valls (a,b)  stattfindet,  so  giebt  es,  wenn  o  eine  gegebene,  beliebig 
kleine  positive  Grösse  ist,  für  jedes  x  einen  Werth  N  von  der 
Art,  dass,  wenn  n  >  JN"  ist 

(4)  -  o  <  iJ„  <  +  o 

und  es  sind  dann  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 

1.  Die  Grössen  N  haben  im  Intervall  (a,  b)  eine  endliche 
obere  Grenze  Nq  (die  natürlich  eine  von  x  unabhängige 
Zahl  ist),  und  dann  gilt  die   Ungleichung    (4)  für    das 


§.  28.  Beispiel.  63 

ganze  Intervall,  sobald  n  >  Nq  ist  In  diesem 
Falle  nennt  man  die  Keihe  U  in  dem  Intervalle  gleich- 
massig  convergent. 

2.  Die  Zahlend  haben  im  Intervall  bei  hinlänglich  kleinen 
CD  keine  obere  Grenze,  sondern  wachsen  über  alle  Grenzen, 
etwa  80,  dass  N  mit  der  Annäherung  von  x  an  gewisse 
besondere  Werthe  unendlich  wachsen  muss,  ohne  dass 
darum  die  Existenz  eines  bestimmten  N  für  jedes  indi- 
viduelle X  aufhört.  Diese  Art  der  Gonvergenz  heisst 
ungleichmässig. 

Bei  der  ungleichmässigen  Gonvergenz  verhält  es  sich  so,  dass 
die  Gonvergenz  bei  der  Annäherung  an  einen  bestimmten  Punkt, 
etwa  an  o,  immer  schlechter  wird,  in  a  selbst  aber  durch  irgend 
einen  anderen  Umstand,  indem  z.  B.  hier  alle  u»  einen  ver- 
schwindenden Factor  bekommen,  wieder  hergestellt  wird. 

Eine  Reihe  von  gleichmässiger  Gonvergenz  können  wir  auf 
folgende  Art  bilden.    Es  sei 

Co  +  Ca  +  Ca  H 

eine  convergente  Reihe  von  positiven  numerischen  Gliedern  und 

eine  Reihe  von  Functionen  von  x,  deren  Werthe  in  endlichen 
Grenzen  eingeschlossen  sind.    Dann  ist  die  Reihe 

(5)  0  =  Co(po  +  Ci9i  -f-  Caqpa  H 

gleichmässig  convergent,  soweit  die  Functionen  qp,  die  gemachten 
Voraussetzungen  erfüllen.  Denn  hier  ist,  wenn  die  q>r  dem  ab- 
fluten Werth  nach  unter  C  liegen 

was  durch  ein  von  x  unabhängiges  n  beliebig  klein  gemacht 
werden  kann. 

§.  28. 
Beispiel. 

Zur  Erläuterung  des  Begriffes  der  ungleichmässigen  Gon- 
vergenz wollen  wir  ein  Beispiel  betrachten. 

Wir  haben  im  §.  24  eine  Summenformel  gefunden,  nämlich, 
wenn  wir  2a:  =  «  setzen: 
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§.  2a 


(1)     1  -j-  2co8a  -f"  2co82  a  +  •••  +  2co8na  = 


.     2n+  1 
8in ^ —  a 


.     1 
8in  ^  a 


worin  n  eine  ganze  Zahl  i8t.  Wir  multipliciren  die8en  Au8druck 
mit  da  und  integriren  ihn  zwi8chen  den  Grenzen  0  und  a?,  worin 
X  eine  zwi8chen  0  und  2 «  gelegene  Veränderliche  8ei.  Wir 
finden  dann 


,    ^  .         ,   2sin2x    ,    2  8in3a;    , 
^  +  28ina:-| \ h 


+ 


2  8in  n  o: 
n 


(2) 


^  .    2n  +  1 
sm 7^ —  a 


J 

0 


.     1 
8in  ^a 


da, 


und  darin  lässt  8ich  nun  der  Grenzübergang  zu  unendlichem  n 
nach  der  Formel  IV.  (§.  15)  bewerk8telligen,  wenn  man  i)  (x) 
=  rr/8in  V^  x  8etzt.  Man  findet  80  die  Summe  der  unendlichen 
Reihe 


(3) 


,    ^  .         ,    »  8in2a;    ,    ^   8in3a;    , 
X  -\-  2  sm  a;  -f  2  — ^ 1-  2  — ^ 1 =  n. 


2         '3 

Diese  Formel  gilt,  so  lange   0  <^  x  <i  2n  ist     Die    linke 
Seite   verschwindet   aber  für  x  -=  0,    und   erhält  für   negative 

Fig.  3. 


y 

t 

X 

ö 

in 

471 

-2 

71 

Werthe  von  x  den  entgegengesetzten  Werth  wie  für  die  gleichen 
positiven.    Die  Function 


(4) 


-  .  .             I    o   •         ,    o  8in2x    ,    ^  sinSrc    , 
<D  (a:)  =  a:  +  2  sm  a:  +  2  — 1-  2  — \- 


genügt  ausserdem  der  Bedingung 


§.  2a 


Beispiel. 
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<D(rc  +  27t)   =    0(x)  +  27C 

und  wird  durch  das  in  Fig.  3  dargestellte,  aus  Stücken  paralleler 
gerader  Linien  zusammengesetzte  Diagramm  veranschaulicht  Sie 
hat  für  jedes  x  einen  bestimmten  Werth  und  ist  eine  unstetige 
Function  von  x. 

Trotzdem  gilt  aber  der  folgende  Satz: 

Die   Reihe  0(x)    ist  in    dem  Intervalle  (c,  n) 
gleichmässig  convergent,  wenn  0  <  «  <  ;r. 

Um  dies  einzusehen,  bilden  wir  den  Rest, 

P   _     sin(n  +  \)x  sin (n  +  2)x 

(5)  iJ„  _  2  -^^Y  -  +  2  — ,^^2~-  +    ••' 

welcher  in  Folge  von  (2)  und  (3j  den  Werth  hat: 


(6) 


Ji||    ==    %    


J 
U 


.     2n  +  1 
sin ^ —  a 


.     1 

sin  jr  « 


da. 


Diesen  Ausdruck  bringen  wir,  indem  wir  zur  Abkürzung 


»*+  2  =  ^ 


setzen,  in  die  Form 


(7) 


5.  =  «  — 


r. 


j 

u 


sin^a 


J 

« 


sin—  a 


und  nach  dem  zweiten  Mittelwerthsatz  ist,  wenn  |  einen  Werth 
zwischen  £  und  x  bedeutet: 


(8) 


X 


« 


— -j-  d«_ j— 

sin  —  a  sin  —  6 


sinfta 
a 

sina 


da  -f- 


x 


.     1 
sm  -^  X 


^'i«   d« 


a 


i 


fAX 

/* 


l 


a: 


a 


da  +       -p- 

sin  -x 
2     *^ 


sma   , 

a«, 

a 


uS 


nun  ist  für  jedes  positive  x^  was  kleiner  als  n  ist: 

Biemaan- Weber,   Partielle  Differentialgleichungen.  5 
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2  <  — ^  <  Ä, 
sin  -  X 

6t 

00 

und  wegen  der  Convergenz  des  Integrals   I rfa  ist  das  In- 

J     « 

0 

h 
tegral rf«    absolut    genommen    kleiner  als    eine    beliebig 


a 


lim  I  Ti  — 

U  saOO 


U 


smua    , 
—  .-   da 


sm  —  a 


kleine  Grösse  o,    wenn  a  und  6    beide    grösser  sind   als  eine 
hinlänglich  grosse  Zahl  c.     Hieraus  ersieht  man,   dass   man   f*, 
von  X  unabhängig,  so  gross  annehmen   kann,  dass  das  Inte- 
gral (8)  beliebig  klein  wird. 
Da  ferner 

j  m 

\ 
a 

I 

ist,  und  X  in  diesem  Ausdruck  überhaupt  nicht  vorkommt,  so 
kann  man  auch  nDch  {i,  so  gross  annehmen,  dass  diese  Differenz 
und  damit  der  ganze  Ausdrucken  beliebig  klein  wird,  worin  die 
gleichmässige  Convergenz  liegt. 

Dieselbe  Betrachtung  lässt  sich  auch  auf  das  Intervall  von 
;r  bis  2;r  —  e  anwenden,  und  daraus  folgt,  dass  die  Reihe 
0{x)  in  einem  Intervall  (a,  6),  worin 

0<;a<a:<6<;2;r, 

gleichmässig  convergirt. 

Die  gleichmässige  Convergenz  hört  aber  auf,  wenn  das 
Intervall  für  x  bis  0  oder  bis  2n  ausgedehnt  wird. 

Denn  machen  wir  in  (6)  die  Substitution 

2n  4-  1 


2         «  =  ^' 


so  erhalten  wir: 

2n  +  l 


2       •'^ 


Bn  =  n  — 


8  d       ^' 


und  hierin  kann  man,  wie  gross  auch  n  sein  mag,  x  immer  so 
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klein  annehmen,  dass  das  Integral  beliebig  klein  und  R^  also 
nicht  verschwindend  klein  wird.  Gleichwohl  hört  die  Convergenz 
der  Reihe  O  (x)  im  Punkte  x  =  0  selber  nicht  auf,  weil  dort 
alle  Glieder  einzeln  verschwinden. 


§.  29. 

Stetigkeit,  Integration  und  Differentiation 

unendlicher  Reihen. 

1.  Eine  gleichmässig  convergente  Reihe,  deren 
Glieder  stetige  Functionen  einer  Variablen  x 
sind,  ist  selbst  eine  stetige  Function  von  x. 

Es  sei  nämlich 

(1)  ?7  =  Wo  +  Wi  +  Wa  H 

eine  in  irgend  einem  Intervall  gleichmässig  convergente  Reihe. 
Man  setze 

(2)  ü=ün-\-Itn 

Jin  =  Wn  +  1  +  ^n  +  2  +  •  •  • 

Nimmt  man  n  so  gross,  dass  Bn  in  dem  ganzen  Intervall 
kleiner  als  eine  beliebig  kleine  Grösse  cd  wird,  so  sind  auch  die 
Schwankungen  von  iJ«  unter  dieser  Grenze,  und  da  Un  eine 
stetige  Function  von  x  ist,  so  kann  man  die  Veränderung  von 
X  so  klein  machen,  dass  auch  die  Schwankungen  von  ün  kleiner 
als  eine  beliebig  kleine  Grösse  o'  werden.  Dann  sind  die  Schwan- 
kungen von   ü  kleiner  als  a>  -\-  cj',  w.  z.  b.  w. 

Es  seien  jetzt  a  und  x  zwei  Punkte  des  Intervalls,  in  dem 
die  Reihe   ü  gleichmässig  convergirt  und  es  werde 


(3) 


XXX 


(1  a 


gesetzt.     Dann  ergiebt  sich  aus  der  Zerlegung  (2)  sofort 

X 

(4)  F  =  f  üdx  =  V,  +  t'i  +  vj  +  ••• 

a 

d.  h.  man  kann  eine  gleichmässig  convergente  Reihe  dadurch 
integriren,  dass  man  jedes  einzelne  ihrer  Glieder  integrirt.  Wenn 
aber  die   gleichmässige   Convergenz   oder  die   Convergenz    über- 

5* 
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haupt  für  die  Reihe  U  in  einzelnen  Punkten  aufhört,  während 
die  gleichmässige  Convergenz  der  Reihe  V  über  diesen  Punkt 
hinaus  fortbesteht,  so  ergiebt  sich,  da  das  Integral  immer  eine  stetige 
Function  seiner  oberen  Grenze  ist,  mit  Hülfe  des  Satzes  1.,  dass 
die  Formel  (4)  auch  dann  noch  richtig  ist,  wenn  x  in  einen 
solchen  Punkt  fallt,  oder  über  ihn  hinausgeht.  Wir  haben  also 
den  Satz: 

2.  Eine  Reihe  U,  die,  von  einzelnen  Punkten  ab- 
gesehen, gleichmässig  convergirt,  lässt  sich 
durch  Integration  ihrer  einzelnen  Glieder 
integriren,  wenn  die  durch  Integration  ent- 
standene Reihe  gleichmässig  convergirt 

Aus  diesem  Satze  lässt  sich  leicht  ein  entsprechender  Satz 
über  die  Differentiation  einer  Reihe  ableiten. 

3.  Wenn  vo,  Vi,  ^2,  ...  stetige  Functionen  von  x 
sind,  und 

(5)  V  =  Vo  -\-  Vi  +  Vj  H 

convergirt,  wenn  ferner  die  Reihe 

dvo    .    dvi    .    dv^    . 
dx    ^    dx    ^    dx    ^ 

in  einem  beliebig  kleinen  den  Werth  x  ent- 
haltenden Intervall  gleichmässig  convergirt, 
so  ist 

^  ^  dx        dx    '    rfa;    '    da:    '        * 

Dies    ergiebt    sich,    wenn    man    die    Reihe    (6)   nach   dem 
Satze  2.  integrirt 

§.  30. 
Beispiel. 

Wir  haben  die  Reihensumme  gefunden: 

/iv  I    o  •         ,    ^  sin2a:    ,    ^  sin3a:    , 

2  o 

die  in  dem  Intervall  0  <  a:  <;  2  sr  gültig  und  in  dem  Inter- 
vall (a,  b)  §.  28  gleichmässig  convergent  ist.  Da  durch  Inte- 
gration dieser  Reihe  eine  unbedingt  und  gleichmässig  conver- 
girende  Reihe   entsteht,  so  ist  die  Integration  von  0  bis  x  ge- 


§30. 


BeispieL 
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stattet,  und  wir  erhalten  eine  bis  x  z=  2n  einschliesslich  gültige 
Formel 


(2) 


3CX 

35*        cosa:       cos  2  a;       cos  3  a;       cos  4a; 

2 

4           14                9               16 

+     '      +       '      +       ^      +      ^   + 
^1^       4       ^       9       ^16^ 

(3) 


Setzen  wir  hierin  x  =  n^  so  ergiebt  sich 

8~^9^25^49^ 


und  nun  können  wir  auch  die  in  der  zweiten  Zeile  der  Formel 
(2)  stehende  convergente  numerische  Reihe  summiren.  Setzen 
wir,  um  dies  auszuführen 


z 


=  1+1  +  1  +  1  +  ... 
^4  ^9  ^  16^      ' 


so  ergiebt  sich  mit  Hülfe  von  (3) 


2 


1 


1 


8         4  "^  16  "'"  36  "^  64  "^ 

=  j(>  +  J  +  5  +  n  +  -)  =  f' 

woraus  sich  z  =  w*/ 6,  also 


1  +  1  +  1  +  1  +  1  +  ...  =  ?^ 

^4^9^  16  ^25^  6 


ergiebt    Demnach  finden  wir  aus  (2)  die  folgende  Reihensumme: 


,,,     cosa;    ,    cos 2a;    ,    cos 3a;    ,    cos 4a; 

(5)         -T-+-T-+-9-    +    -T6- 


_(x—n:y       n^ 


12 


-271 


gültig  in   dem   Intervall 
0  <  a:  <  2  «. 

Die  Reihe  auf  der  lin- 
ken Seite  dieser  Formel 
ist  eine  gerade  perio- 
dische Function  mit 
der  Periode  2  n.  Sie 
kann  durch  eine  stetige 

Curve   dargestellt   werden,    die    sich    aus   lauter   symmetrischen 
Parabelbögen  zusammensetzt. 

Man   kann  aus  (5)  verschiedene  andere  Formeln    ableiten, 
von  denen  einige  angeführt  sein  mögen. 
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Ersetzt  man  in  (5)  x  durch  a;  -|-  ^r,  so  erhält  man 


00 


(6) 


n  =  l 


(—  !)•»  cos  na; x^        n^ 

n2  ""  T  ~  12' 


eine  Formel,  die  in  dem  Intervall  —  n  ^x  '<c.-\-  n  gilt. 

Wenn  wir  dann  (6)  von  (5)  subtrahiren,   so  folgt  für  das 
Intervall  0  ^  x"^  n 


(7) 


^cos(2n4-l)^ ^  (^ \ 

;2.     (2«4-l)^--4V2        V- 


Die  Functionen,  die  auf  der  linken  Seite  von   (6)  und  (7) 
stehen,  werden  durch  gebrochene,  aber  stetig  zusammenhängende 

Fig.  5. 


Linien  dargestellt,  die  bei  (6)  aus  Parabelbögen,  bei  (7)  aus  gerad- 
linigen Strecken  zusammengesetzt  sind,  wie  die  Fig.  4  und  5  zeigen. 


§.  31. 
Fourier'sche  Reihen. 

Die  nach  Fourier  benannten  Reihen  haben  den  Zweck, 
eine  gegebene  Function  q>{x)  in  eine  Reihe  zu  entwickeln,  die 
nach  sinus  und  cosinus  der  Vielfachen  des  Arguments  x  fort- 
schreitet, und  die  also  die  Form  hat 


I. 


q)  (x)  =  «1  sin  x  -{-  a2  ^in  2  x  -\-  a^  sin  S  x  -{- 

+  ö"  ^u  +  ^^1  cos  X  -\-  63  cos  2x  -{-  b^  cos  3x  -\- 


worin  die  ai,  aa,  cr^,  ...  &o^  &n  ^2^  ^3»  •••  von  x  unabhängige 
CoefRcienten  sind.  Solche  Reihen  nennen  wir  auch  trigono- 
metrische Reihen.     Setzen  wir  die  Convergenz  dieser  Reihe 
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voraus,  so  ändert  sie  wegen  der  Periodicität  der  Functionen 
sina?,  cosa?  ihren  Werth  nicht,  wenn  x  um  2ä  vermehrt  wird, 
und  demnach  kann  die  Function  9(x)  höchstens  in  einem  Inter- 
vall von  der  Grösse  2  n  willkürlich  sein.  Darüber  hinaus  wieder- 
holen sich  ihre  Werthe  periodisch. 

Innerhalb  eines  solchen  Intervalls  mag  nun  die  Function 
^>{x)  beliebig  gegeben  sein.  Sie  soll  sich  auch  aus  Theilen  zu- 
sammensetzen können,  die  in  verschiedenen  Stücken  des  Inter- 
valls verschiedenen  analytischen  Gesetzen  folgen,  auch  kann  sie 
Unstetigkeiten  haben;  nur  soll  sie  den  Bedingungen  des  Satzes 
§.  16,  V.  unterworfen  sein. 

Wenn  wir  voraussetzen,  dass  die  Reihe  I.  nach  §.  29  glied- 
weise integrirbar  ist,  so  lassen  sich  die  Coefficienten  leicht  durch 
Integrale  ausdrücken.  Wir  haben  nämlich,  wenn  m  und  n  be- 
liebige ganze  Zahlen  sind,  die  wir  nicht  negativ  anzunehmen 
brauchen,  weil  sinmo;  cosno;  eine  ungerade  Function  ist: 


sinmo;  co%nxdx  =  0; 

—  7t 


I 


femer : 


sintno:  sinnxdx 

—  7t 

4-/r 


=  -  \cos(m  —  n)xdx  —  ^   cos(iw-[-w):rda:=0,    wennm^n 

—  Jt  —TT 

=  3r,    wenn  m  =  n  >  0 


f 


cosmx  cos  nxdx 


—  7t 

+  Ä  +7t 


=  -  lcos(w  —  n)xdx'^-  lcos(m4-w)^^^  =  ^'    wenn m^n 


—  ;r  — /r 


=  ;r,    wennm  =  n>>0 
=  2;r,  wenniw=H  =  0. 

Wenn  wir  hiernach  die  Reihe  1.  mit  sin  mxdx  und  mit 
cosmxdx  multipliciren  und  zwischen  den  Grenzen  — tc  und  -{-tc 
integriren,  so  erhalten  wir 
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■7t 


(1) 


6m  =  —  I  q>{x)cosinxdx^ 


—  Tt 


von  denen  die  letzte  auch  noch  für  i»  =  0  gilt 

Hieraus  ergiebt  sich  also,  dass  die  Darstellung  einer  Func- 
tion g>{x)  durch  die  Formel  I.  höchstens  auf  eine  Art  möglich 
ist,  wenn  wir  verlangen,  dass  die  Reihe  gliedweise  integrirbar 
sein  solU). 

Setzen  wir  die  oben  angegebene  Periodicität  der  Function 
q>{x)  voraus,  so  können  wir,  wenn  c  ein  beliebiger  Werth  ist, 
auch  setzen 

ttm  =  —  MP  (^)  sin  m  x  dx, 

(2)  "'::. 


bfn  =  -\(p{x)  cosmxdx. 


C  —  7t 

Denn  es  ist  nach  dieser  Voraussetzung  z.  B. 
(p  (x)  sin  mxdx  =  MP  {x)  sin  mxdx^ 

n  —n 

wie  man  durch  die  Substitution  x  ^=  2n  -\-  x^  erkennt,  und 
hierdurch  werden  die  beiden  Ausdrücke  von  a^  auf  einander 
zurückgeführt.     Ebenso  b^- 


§•  32. 
Summation   der  trigonometrischen   Reihe. 

Um  aber  zu  zeigen,  dass  jede  Function  (p(x)y  die  den  an- 
gegebenen Forderungen  genügt,  in  eine  trigonometrische  Reihe 
entwickelbar    ist,    müssen   wir  nach   Dirichlet's   Vorgang   die 


*)  Dass  auch  ohne  diese  Forderung  eine  zweite  Eniwickelung  einer 
Function  in  eine  trigonometrische  Reihe  nicht  möglich  ist,  hat  6.  Gantor 
bewiesen  (Cr eile's  Joum.,  Bd.  72). 
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Summe  der  n  ersten  Glieder  der  Reihe  bilden,  und  dann  n 
ins  Unendliche  wachsen  lassen.  Wenn  sich  dann  zeigt,  dass  die 
Summe  dem  Grenzwerth  (p{x)  zustrebt,  dann  ist  die  Entwickel- 
barkeit  erwiesen.    Setzen  wir 

(1)  Sn  =  tti  sin X  -{'  a^  sin2 X  -]-" -  -\-  ün  sin nx 
4-  ö*  ^0  -|"  fticosa:  +  6aCOB2a;  +  •••  +  bnoosnx 

und  substituiren  für  die  Coefficienten  a^i  im  die  Ausdrücke 
§.31  (2),  in  denen  wir  die  Integrationsvariable  mit  a  bezeichnen, 
so  ergiebt  sich: 

(2)  Sn  =  -\(p{a)  \k  -j-  cos (rr  —  a)  -(-  cos 2 (a:  —  «)-[-••• 


C  —  7t 


-\-  cosn  {x  —  a)|  da 


und  durch  Anwendung  der  Summenformel  §.  28,  (1): 


(3)  Sn=     ^ 


2% 


sin  ^'\^        {x  —  a) 

q>{a) ■ da, 

sin  ^{x  —  a) 


J 
oder,  wenn  man  unter  dem  Integralzeichen  a  =  x  -|-  /J  setzt: 


(4)  S»  =  7^ 


2« 

J 


sin  — .- —  ß 
sin  2^ 


C — Ä — X 

Wählt  man  c  so,  dass 

z.  B.  c  =  J?,  so  sind  die  beiden  Grenzen  des  Integrals  (4)  von 
verschiedenen  Vorzeichen  und  liegen  zwischen  —  2n  und  +  2  jt, 
und  demnach  können  wir  den  Grenzwerth  von  Sn  nach  dem 
Theorem  §.  16,  V.  bestimmen,  wenn  wir  darin 

sin  -  ß 
setzen,  und  wir  finden  so: 
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(5)  \iraS„  =  ^ip[{x-^0)  +  q>(x-0)l 

oder  also,  wenn  (p(x)  an  der  Stelle  x  stetig  ist,  =  9>(a^): 

Die  Fourier'sche  Formel  I.  mit  den  Bestim- 
mungen (1)  oder  (2)  §.  31  gilt  also,  wenn  die 
Function  (p(x)  in  einem  Intervall  vom  Umfang 
2n  den  Bedingungen  §.  16,  V.  gemäss  beliebig 
gegeben  ist,  wenn  sie  periodisch  ist  mit  der 
Periode  2^,  und  wenn  sie  an  einer  Unstetig- 
keitsstelle  den  Mittelwerth  der  beiden  dort 
zusammenstossenden  Werthe  hat. 


§.  33. 
Besondere  Formen  der  Fourier'schen  Reihe. 

Wenn  man  in  der  Darstellung  §.  32  (2)  von  der  Formel  Ge- 
brauch macht 

2cosn(a;  —  a)  =  e»'"('-«>  +  e-«n(x-o)^ 

so  kann   man  der  nun  bewiesenen  Fouri er' sehen  Darstellung 
der  Function  q>(x)  die  Form  geben 


n  =  —  00       ^ 


oder,  indem  man  x  und  a  durch   jtx  und  Jta  und  q)(7tx)  durch 
q){x)  ersetzt: 


^1 


1    *     r 

I^  (p  (x)  =  2    S     MP  («)  e'" '^('-«^  d a, 

a«   rr\     » 


n  = — 00  - 


WO  aber  in   der  letzten   Formel  die   Periode   der  Function  q>{x) 
nicht  mehr  2:r,  sondern  2  ist. 

Wir  haben  ferner  hier,  ähnlich  wie  bei  den  Fourier'schen 
Integralen,  die  beiden  speciellen  Fälle  hervorzuheben,  dass  (p(x) 
eine  gerade  oder  eine  ungerade  Function  ist,  d.  h.,  dass 
9?  ( —  x)  =^  -\-  (p  (,/•)  oder  =  —  <p(x)  ist. 
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Ist  zunächst  (p{x)  ungerade,  so  ist  nach  §.  31,  (1) 

na^=  \tp{x)%mmxdx=^  2  \^>{r)^mmxdx 


—  7t 


ÄÄ,»  =     fp{x)GO%mxdx  =  0, 


—  n 


und  ebenso  ergiebt  sich,  wenn  (p  (x)  gerade  ist,  a^  =  0. 
Man  erhält  auf  diese  Weise 

II.  (f  (x)  =  ai  sinx  -\-  a2  sm2x  -^  a^  siuSx  -\-  "' 


7t 

o»»  =  —  1  q>(x)  %mmxd 
^  J 


x 


III.    qp(a;)  =  —  6q  -j-  Jj  cosa?  -|-  h^  cos  2  a;  +  63  cosSic  -|- 


2 

7t 


=  |jg,(x) 


n 

0 


QO^mxdx. 


Hier  können  die  Functionen  (p{x)  in  dem  Intervall  (0,  n) 
beliebig  gegeben  sein.  Es  kann  auch  z.  B.  in  beiden  Formeln 
9(3:)  dieselbe  Function  darstellen.  Ueber  dieses  Intervall  setzt 
sich  die  Reihe  im  ersten  Falle  als  ungerade,  im  zweiten  als 
gerade,  und  in  beiden  Fällen  als  periodische  Function  von  x 
fort.  Die  Formel  II.  giebt  9  (0)  =  0,  und  wenn  also  9  (-|-  0) 
nicht  =  0  ist,  so  ist  die  Reihe  IL  bei  a;  =  0  unstetig.  Die 
Reihe  III.  ergiebt  tp  ( —  0)  =  tp{-\-  0),  also  Stetigkeit  bei  x  =  0. 

Will  man  eine  Function  entwickeln,  die  anstatt  der  Periode 
2%  eine  beliebige  andere  Periode  21  hat,  so  kann  man  in  der 
Formel  §.  31,  I.  nxß  an  Stelle  von  x  und  dann  wieder  (p{x) 
statt  q>(7ix/l)  setzen.    Dann  findet  man 

IV.  q>(x)  =  «1  sin  -j — f-  aj  sin  2  -^ — [-  Og  sin  3  ^ — f-  •  •  • 

+  Kh  +  *i  cos  -p  -f  62  cos  2  -^  -f  63  cos  3  -j-  +  •  •  • , 

und   darin   ist,    wenn   c   eine   beliebige   Grösse   bedeutet,   nach 
§.31,  (2): 
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«m  =  -2     MP  (^)  81 


sin  tn  -j-  dx 


'm 


C  — l 


7tX   j 

cosm  -y-  aa:. 


Auch  hier  lassen   sich  dann  die  beiden   speciellen  Fälle  IL,  III. 
hervorheben. 


§.  34. 
Beispiele. 

Als  Beispiel  wollen  wir  die  Function  q>(x)  betrachten,  die 
in  dem  Intervall  (0,  jt)  gleich  x  ist.  Wenn  wir  diese  Function 
als  gerade   Function   fortsetzen,  so   bleibt  sie  auch  bei   perio- 

Fig.  6.  Fig.  7. 


discher  Fortsetzung  stetig.  Wenn  sie  aber  als  ungerade  Func- 
tion fortgesetzt  wird,  so  wird  sie  bei  den  ungeraden  Vielfachen 
von  7C  unstetig. 

Wir  wenden    also  jetzt  II.  und  III.  an,  und  erhalten  aus 
den   Formeln 

d  (x  cosmx)  =  dx  (cosmx  —  mx  sin  ma:), 
d  (x  sin  mx)  =  dx  (sinwa:  -f-  mx  cosmx) 

durch  Integration 


1 


,  n  cos  m  7t 

X  sm  mxdx  =  —     _    _  _ 

m 


n 

1 


X  cosmxdx  = 


cosm^r  —  1 
m2 


§.  34. 
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und  für  w  =  0 


n 

\ 


xdx  =  -^• 


Da  nun  cosm»  =  -|-  1  oder  =  —  1  ist,  je  nachdem  m 
gerade  oder  ungerade  ist,  so  ergeben  die  Formeln  IL,  IIL  die 
für  das  Intervall  (0,  «)  gültigen  Entwickelungen 

sin  X       sin  2  rr    ,    sin  3  o;        sin  4  rc    , 

-| 


(1) 
(2) 


X 

2 


sin  2  rr  _.    sin  3  x 

ö        r  ■ 


X  X         2  /cos  3?    , 

2  ~J~n  V"!«"  "^ 


3 
cos  3  a: 


+ 


4 
cos  5  a: 


+ 


•) 


3»        '        5» 

Diese  Reihen  sind  im  Grunde  nur  andere  Formen  der  Ent- 
wickelungen §.  30  (1)  und  (7). 

Man  kann  daraus  mannigfache  Summenformeln  ableiten,  von 
denen  folgende  Beispiele  angeführt  sein  mögen:  Setzt  man 
a?  ^=  Va^  80  erhält  man  aus  (1)  die  Leibnitz'sche  Reihe 


(3) 


4  3^5         7  ^ 

Setzt  man  aber  in  (1)  x  '=  V4  ;r,  so  folgt 

1 


8  ~  V2        2+3^2 


5  V2  ~  6        7y2 


und  hieraus  mit  Benutzung  von  (3) 


n 


2y2  3        5         7^9^  U 


Um  noch  ein  anderes  Beispiel  zu  geben,  wollen  wir  die 
Function  sin  x  in  eine  Cosinus  -  Reihe  entwickeln.  Tragen  wir 
den  Werth  der  Reihe  auch 
über  das  Intervall  (0,  n) 
als  Ordinate  einer  Curve 
auf,  so  erhalten  wir,  wie 
Fig.  8  zeigt,  eine  aus 
Bögen  der  Sinus -Linie 
zusammengesetzte  Curve, 
die  ganz  auf  der  positiven 
Seite  der  x-Axe  verläuft. 
Die  Curve  ist  zwar  stetig, 

hat  aber  bei  den  Vielfachen  von  x  Ecken.     Wenden    wir  also 
die  Formel  III.  an,  so  ergiebt  sich 
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Tt 


2    f 
(5)     ft„  =  —      ^mx  QO^mxdx 


0 

7t 


=  —      [siii(m  +1)^  —  8in(w  —  l)x]dx 

u 

1  /cos  (w  -|-  1)  3r  —  1        cos  (w  —  1)  ;r  —  1  \ 
und  für  w  =  0,  1 

rr 
O    r  A 

(6)  b^  =  —  \  sinx  dx  =  -^     ft^  =  0. 

Aus  (3)  folgt 

J,  =  0,       65  =  0  ... 

,  -4  -4 

02m    =   — 


^  (4m2  —  1)        7t  (2  m  —  1)  (2  w  +  1) 

Wir  erhalten  also  die  zwischen  0  und  n  gültige  Formel 

,„,          n    ,            ,        2  cos  2  a;        2  cos  4:X        2  cos  6  x 
(7)  -  sm..  =  1  -  -^3 ^3^^ — 


§.  35. 
Grad  der  Convcrgenz  der  Fourier'schen  Reihe. 

Es  ist  nun  noch  von  Interesse,  dass  man  sich  über  den 
Grad  der  Abnahme  der  Coefficienten  a«,  6«  <ier  Fourier'- 
schen Reihen  mit  unendlich  wachsendem  n  eine  Vorstellung 
bilden  kann.  Wir  setzen  dabei  die  Differentiirbarkeit  der  Func- 
tion (p  (x)  voraus ,  ohne  auszuschliessen ,  dass  der  DiflFerential- 
quotient  in  einem  Punkte  unendlich  wird.  Die  Function  q>(x) 
selbst  wollen  wir  als  endlich  voraussetzen.     Dann  ist 

dq>(x)cosnx  ,,  .  ... 

-^^  ^    -    -  =  9  W  cos  na;  —  nq>  (x)  sm  n  a?, 

(1)  '' 

-    ,  "=  ^  {^)  sinna;  -f-  nq)[x)cosnx. 

Wird  die  Function  (p  (x)  in  einem  Punkte  x  =  a  unstetig, 
so  erhält  man  bei  der  Integration  der  linken  Seite  dieser  Aus- 
drücke Glieder  von  der  Form 
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[qp  (a  —  0)  —  9  (a  -f-  0) J  cos  n  a, 
[q){a  —  0)  —  q){a  -\-  0)J  sinna, 

und  diese  Grössen  können  zwar  bei  unendlich  wachsenden  n 
unaufhörlich  hin  und  her  schwanken,  gehen  aber  nicht  über  ge- 
wisse endliche  Grenzen  hinaus.  Das  nämliche  gilt  von  den 
Integralen 

q)'{x)  cosnxdx^     1  (p' (x)  sinnxdx^)^ 

und  demnach  ergiebt  sich  durch  Integration  von  (1)  nach 
§.  31,  (1)   der  Satz: 

1.  Wenn  die  Function  (p  {x)  endlich  ist,  so 
bleiben  die  Producte  na»^  n6„,  bei  unendlich 
wachsendem  n  in  endlichen  Grenzen  einge- 
schlossen. 

Wenn  die  Function  (p{x)  als  stetig  vorausgesetzt  wird,  so 
werden  die  Integrale  der  Functionen  auf  der  linken  Seite  von 
(l)  gleich  Null,  und  wir  erhalten 

■¥rt 

nan  =  —      (p'(x)cosnxdXy 

—  7t 


nbn  =  —      q)'(x)sinnxdx^ 
3r  J 


—  7t 


woraus    man,    wenn    man    in     1.    (p  (x)    durch    (f' (x)    ersetzt, 
schliessen  kann: 

2.  Wenn  die  Function  q>(x)  selbst  stetig  und  q>' (x) 
endlich  ist,  so  sind  w^a«,  n^bn  bei  unendlich 
wachsenden  n  endlich, 


*)  Wir  Dehmen  hier  immer  an,  dasB  auch  ^'(x)  und  die  höheren  Diffe- 
rentialquotienten,  80  weit  sie  in  Betracht  kommen,  in  einem  endlichen 
Intervall  nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  haben.  Dann  kann 
man  aus  der  Endlichkeit  des  Integrals 


f 


g^' (x)  dx 

auf  die  Endlichkeit  der  beiden  Integrale 

l   (f'  (x)  cos  n  X  dxy  \   q.'  {x)  sin  n  x  d  x 

Bchliegsen.     Auch   unendlich   viele  Unstetigkeiten   sind  hier   für   if  (x)  und 
seine  Differentialquotienien  ausgeschlossen. 
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und  daraus  erhält  man  durch  vollständige  Induction: 

3.  Wenn  die  Function  (p(x)  mit  ihren  h  —  1 
ersten  Ahleitungen  endlich,  und  stetig,  und 
die  k^^  Ableitung  noch  endlich  ist,  so  sind 
w*^"*"^«»»»  n^'^^bn  mit  unendlich  wachsenden  n 
endlich. 

Wenn  also  die  zu  entwickelnde  Function  (p(x)  stetig  ist,  so 
ist  die  Convergenz  der  Fourier'schen  Reihe  immer  eine  un- 
bedingte. 

Wenn  es  sich  darum  handelt,  eine  Function  zu  entwickeln, 
deren  analytisches  Gesetz  nicht  bekannt,  die  also  z.  B.  graphisch 
oder  durch  Beobachtungen  gegeben  ist,  so  sind  die  Functions- 
werthe  auch  nicht  für  alle  Argumentwerthe  und  nicht  mit  abso- 
luter Schärfe  bekannt.  Es  lassen  sich  dann  die  Goefiicienten 
der  Reihe  auch  nur  bis  zu  einem  gewissen  Range  hin  und  nur 
näherungsweise  berechnen  und  man  erhält  dann  einen  analyti- 
schen Ausdruck,  der  innerhalb  der  Grenzen  der  Genauigkeit 
der  Daten  mit  der  darzustellenden  Function  übereinstimmt  Ist 
die  Function  unstetig,  so  wird  in  nächster  Nähe  der  Unstetig- 
keitsstelle  der  Fehler  immer  gross  bleiben.  Berechnet  man  aber 
.  eine  hinlängliche  Gliederzahl  und  mit  genügender  Genauigkeit, 
so  kann  man  das  Gebiet  dieser  grösseren  Fehler  entsprechend 
einengen. 


Fünfter  Abschoitt. 
Hehrfaolie  Integrale. 


Fig.  9. 


§.  36. 
Mehrfache  Integrale. 

Wir  sind  schon  bei  anseren  bisherigen  Betrachtungen  Doppel- 
tntegralen  begegnet,  jedoch  haben  wir  sie  da  nur  als  das  Ergeh- 
nias  einer  zweimal  nach  einander  auszutuhrenclen  einfachen  Inte- 
gration aufgehest.  Wir  betrachten 
sie  jetzt  als  selbständigen  BegrifT. 

Wir  theilen  die  a^y- Ebene 
durch  eine  zweifache  Schaar 
paralleler  Geraden  und  grenzen 
dann  ii^end  ein  endliches  Flächen- 
stück F  durch  eine  geschlossene 
Linie  ah.  Es  ist  auch  nicht  aus- 
geschlossen, dass  die  Begrenzung 
aus  mehreren  getrennten  Linien 
besteht  und  also  beispielsweise 
eine  ringförmige  Gestalt  hat.  Es 
sei  dann/(2:,y)  eine  Function  der  Coordinaten  x,y,  die  in  einem 
Punkte  I  den  Werth /(£)  habe;  einen  solchen  Punkt  |  nehmen 
wir  in  jedem  der  Hechtecke  S,  in  die  wir  die  Ebene  eingetheilt 
haben,  soweit  sie  entweder  ganz  oder  auch  nur  theilweise  in  der 
Fläche  F  liegen. 

Unter  dem  Doppelintegrale 


w 


f{x,y)  dx  dy, 
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genommen  über  die  Fläclie  F,  verstehen  vir  dann  den  Grenz- 

werth  der  Summe 

(1)  S/(fl«, 

wenn  man  die  Rechtecke  S  nach  beiden  Dimensionen  unendlich 
klein  werden  läsBt;  und  wie  bei  den  einfachen  Integralen  lasst 
sich  beweisen,  dasa  ein  solcher  bestimmter  Grenzwerth  vorhanden 
ist,  wenn  die  Function  f{x,y)  stetig  angenommen  wird.  Es  ist 
dann  gleichgültig,  ob  man  die  Rechtecke,  die  nur  zum  Theil 
innerhalb  F  liegen,  zu  der  Summe  (1)  hinzu  nimmt  oder  auB- 
schliesst,  und  man  sieht  auch  ebenso  ein,  dass  man  statt  der 
Eintheilung  in  Rechtecke  eine  beliebige  andere  Eintheilung  von 
F  in  Elemente  wählen  kann,  wenn  diese  Elemente  nur  nach 
allen  Seiten  hin  unendlich  klein  werden,  etwa  wie  die  Fig.  10 
zeigt. 

Hiernach   lasst   sich   dann   auch   das    Doppelintegral    durch 

eine  zweimal  nach  einander   auszuführende   einfache  Integration 

p-     jQ  bestimmen,  indem  man  zunächst  etwa 

festhält   und   den   Grenzwerth    der 

Summe 

'l  bestimmt,  und  dann  noch  einmal  die 
Summe  in  Bezug  auf  dy  bildet  und 
abermals  zur  Grenze  übergeht. 

Man  kann  die  De&nition  des  Inte- 
grals  auch  auf  den  Fall  ausdehnen, 
dass/(a;, )/)  an  einer  Linie  unstetig  wird,  also  zu  beiden  Seiten 
dieser  Linie  Werthe  von  endlicher  Differenz  bat.  Man  hat  dann 
nur  die  Fläche  F  in  Stücke  zu  zerlegen,  und  beide  Seiten  einer 
Unstetigkeitslinie  zur  Begrenzung  je  einer  dieser  Theiläächen 
hiuzuzunehmen. 

Integrale,  bei  denen  die  Function  in  einem  Punkte  nnend- 
lich  wird,  muss  man  dadurch  erklären,  dass  man  den  Unendlich- 
keitspunkt durch  eine  Hülle  von  dem  Integrationsgebiete  F 
ausschliesst  und  dann  die  Hülle  unendlich  klein  werden  lässt. 
Es  ist  dabei  nicht  ausgeschlossen,  dass  die  Grenzwerthe  des 
Integrals  von  der  Art  und  Weise  abhängen,  wie  sich  die  Hülle 
dem  Unstetigkeitspunkte  annähert,  was  in  den  einzelnen  Fällen 
besonders  untersucht  werden  muss.  Aehnlich  verhält  es  sich, 
wenn  die  Grenzen  der  Integration  unendlich  werden. 
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Wenn  man  die  Function  f(x^y)  durch  eine  auf  der  xy- 
Ebene  senkrecht  stehende  ^er- Ordinate  einer  krummen  Fläche 
darstellt,  so  erhält  das  Doppelintegral  die  Bedeutung  eines 
Volumens. 

Ganz  ebenso  verhält  es  sich  nun  mit  den  dreifachen  Inte- 
gralen (Raumintegralen) 

(2)  jj-^^^'^"^^  ^^  ^^  ^^' 

Hier  ist  das  Integrationsgebiet  ein  Volumen,  was  von  einer 
oder  mehreren  geschlossenen  Flächen  begrenzt  ist.  Dies  Volumen 
wird  auf  irgend  eine  Weise  in  Elemente  eingetheilt,  jedes  dieser 
Elemente  wird  mit  einem  Functionswerthe ,  der  einem  seiner 
Punkte  angehört,  multiplicirt  und  der  Grenzwerth  der  Summe 
aller  dieser  Producte  genommen,  wenn  jedes  Volumenelement 
nach  allen  Dimensionen  unendlich  klein  wird. 

Die  Bezeichnungsweise  (2)  für  das  Raumintegral  entspricht 
der  Vorstellung,  dass  die  Volumenelemente  rechtwinklige  Parallel- 
epipede  dx  dy  dz  seien,  wie  sie  von  drei  Schaaren  den  Coordi- 
natenebenen  paralleler  Ebenen  ausgeschnitten  werden.  Wenn 
wir  nicht  gerade  diese,  sondern  eine  beliebige  Eintheilung  in 
Elemente  im  Auge  haben,  werden  wir  ein  solches  Volumen- 
element auch  mit  dx  und  demgemäss  das  Raumintegral  mit 


(3)  \fd 


bezeichnen.     Die  Begrenzung,   bis  zu  der  sich  das  Integral  er- 
streckt, muss  ausserdem  noch  angegeben  werden. 

§.  37.   • 
Transformation  von  Raumintegralen. 

Die  verschiedenen  Arten  der  Raumeintheilung  bei  dreifachen 
Integralen  findet  ihren  analytischen  Ausdruck  in  der  Einführung 
verschiedener  Integrationsvariablen.  Um  eine  solche  Trans- 
formation auszuführen,  denken  wir  uns  die  rechtwinkligen 
Goordinaten  a;,  y,  e  eines  Punktes  ausgedrückt  als  Functionen 
von  drei  neuen  Variablen  p^  g,  r,  setzen  also  etwa 

(1)         x  =  tp  (p,  g,  r),     y  =  iif  (p,  g,  r),      z  =  x  (p,  q,  r). 

Einem  constanten  Werthe  einer  dieser  Variablen,  z.  B.  p, 
entspricht  eine  Oberfläche,  auf  der  die  einzelnen  Punkte  durch 

6* 
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§.  37. 


verschiedene  Werthe  von  g,  r  unterschieden  werden.  Es  wird 
so  der  Raum  (oder  auch  nur  ein  gewisser  Raumtheil)  von  drei 
Schaaren  von  Oberflächen  durchzogen,  die  wir  die  Flächen 
(3»  0»  (X^  JP)'  (P»  3)  i^cnnen ,  von  denen  sich  je  drei  in  einem 
Punkte  x^  y^  z  schneiden  und  so  diesen  Punkt  bestimmen.  Die 
drei  Flächenschaaren  schneiden  sich  in  drei  ünrvenschaaren,  und 
auf  einer  dieser  Curven  ist  nur  eine  der  Variablen  |>,  g,  r  ver- 
änderlich. Wir  unterscheiden  sie  als  p- Curven,  g- Curven  und 
r- Curven.  Die  so  erklärten  Variablen  p,  g,  r  heissen  auch 
krummlinige  Coordinaten. 

Durch  Differentiation  der  Gleichungen  (1)  ergeben  sich  Aus- 
drücke von  der  Form 

dx  =  adp  -|-  a'dq  -\-  a**dr 
(2)  dy  =  hdp  +  Vdq  +  V'dr 

dz  =  cdp  -\-  c'dq  -^  d'dr ^ 

worin  z*  B.  a  =^dxldp  ist  und  die  übrigen  Coefficienten  ent- 
sprechende Bedeutung  haben  i).  Bezeichnen  wir  mit  d  s  das 
Linienelement,  d.  h.  die  Länge  der  Verbindungslinie  zweier  un- 
endlich benachbarter  Punkte,  so  ergiebt  sich  aus  (2) 


(3) 


ds^  =  dx^  +  dt/a  4-  dz^ 

=  edp^  +  e'dg»  +  e"dr^ 

+  2gdqdr  +  2g'  drdp  +  2g"  dpdq. 


worin 


(4)     e'  = 


e 

e' 


Jl 


=  a'2  -j-  6'»  -j-  c'ä, 
=  a"»  +  6"»  +  c"s, 

Fig.  11. 


9 



a! 

o"  +  b' 

b" 

+ 

d  e\ 

9' 

o" 

'a   +J" 

b 

c"c 

9" 

a 

a'  -\-b 

Fig.  12. 

V 

.+ 

e  d. 

*)  Ueber  den  Begriff  des  Differentials  vergleiche  man  z.  B.  Cauchy, 
Galcul.  differentiel.  Gesammtausgabe  von  Cauchy's  Werken,  Ser.  II., 
Bd.  4,  S.  27,  47. 


«) 

j>. 

ß) 

p  +  dp, 

r) 

i>. 

») 

i>, 

«0 

i'  +  '^i'. 

ß') 

j». 

/) 

jp  +  dp, 

d') 

p  +  ^p^ 
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Wir  betrachten  jetzt  ein  Volumenelement,  welches  von  sechs 
Flächen  begrenzt  wird,  die  durch  die  constanten  Werthe  |>,9,r, 
p-^dp^  q-^-dq^  r-^-dr  bestimmt  sind  und  das  wir  bei  unend- 
lich kleinen  dp^  dq^  dr  als  Parallelepiped  betrachten  können. 

Die  acht  Ecken  dieses  Parallelepipeds  haben  die  Coordinaten 

q^  r, 

a-hdq,  r, 

g,  r  +  dr, 

q  +  dq,  r-^dr, 

q  +  dq,  r  +  dr, 

g,  r  4-  dr, 

q  +  dq,  r, 

und  die  Kantenlängen  erhält  man  aus  (3): 

(5)  (aß)  =  Yedp,        (ay)  =  )/?  dg,         (««)  =  j/^  dr, 

wenn  die  Quadratwurzeln  und  dp,  dq^dr  positiv  sind. 

Es  sind  dx^dy^  dz  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des 
Punktes  a'  in  Bezug  auf  ein  Coordinatensystem ,  was  seinen  Ur- 
sprung in  a  hat,  und  folglich  ist 

dz  =  ds  cos(ds,  x)^    dy  =  ds  cos(d.s,  y),    dz  =  ds  cos (ds,  jp), 

und  wenn  man  also  zwei  verschiedene  Punkte  a*  mit  den   rela- 
tiven Coordinaten  dx^  dy^  dz  und  d* x^  d'y^  d'z  betrachtet,  so  ist 

(6)  dxd'x  -\-  dy  d'y  -\-  dz  d* z  =  ds  d's  cos  (ds  d's). 

Bezeichnet  man  also  mit  o,  eo',  co"  die  drei  Kantenwinkel  der 
körperlichen  Ecke  bei  a,  und  lässt  den  Punkt  a'  der  Reihe  nach 
mit  ^,  y,  8  zusammenfallen,  so  ergiebt  sich  aus  (6)  mit  Hülfe 
von  (4)  und  (5) 

(7)  g  =  y«'  e"  cosQ,     g'  =^  ^e"  e  coso',     g"  =  yi7'  coso". 

Nach  einem  bekannten  Satze  der  Stereometrie  ist  aber  das 
Volumen  eines  Parallelepipedons,  dessen  Kanten  a,  6,  c  und 
dessen  Kantenwinkel  a,  /3,  y  sind,  gleich 

aftc  yi  —  cos^a  —  cos*/3  —  cos*y  -f-  2cosa  cosjS  cosy, 

und  hiemach  ergiebt  sich  liir  unser  Volumenelement 

(8)  dx  =  ieele"  —  g^e  —  gT^e'  —  g"^e"  +  2gg'g"  dp  dq  dr. 

Wenn  die  Winkel  cö,  ö',  ö"  alle  drei  rechte  sind,  so  heissen 
p,  g,  r  orthogonale  Coordinaten. 
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In  diesem  Falle,  der  in  den  Anwendungen  fast  allein  vor- 
kommt, sind  ^,  g\  ^"  =  0  und  der  Ausdruck  für  dr  vereinfacht 
sich  wesentlich 

(9)  dx  =  yieV'  dpdqdr. 

Diese  Ausdrücke  hat  man  für  dr  in  dem  Integrale  (3), 
§.  36,  einzusetzen,  um  das  Integral  auf  die  Coordinaten  p,  9,  r  zu 
transformiren. 

Die  Transformation  eines  Doppelintegrals  ist  hierin  als 
specieller  Fall  enthalten.  Man  hat  nur  die  zu  integrirende 
Function  /  in  §.  36,  (3)  von  z  und  die  Functionen  9,  ^  in  (1) 
von  r  unabhängig  anzunehmen  und  ;|r  =r  r  zu  setzen.  Dann 
folgt  im  Falle  orthogonaler  Coordination 

(10)  .  jj/da:dj/=  jj/V^dl)dg, 


worin 


Drei  von  einem  Punkte  auslaufende,  in  bestimmter  Reihen- 
folge genommene  Richtungen  a,  i,  c,  die  nicht  in  einer  Ebene 
liegen,  bilden  ein  Rechtssystem  oder  ein  directes  System, 
wenn  für  einen  Beobachter,  dem  die  Richtung  a  von  den  Füssen 
zum  Kopfe  läuft,  die  6-Richtung  in  die  c-Richtung  durch  eine 
Drehung  von  weniger  als  180"  von  der  Rechten  zur  Linken  über- 
geht. Im  entgegengesetzten  Falle  heisst  a,&,c  ein  Linkssystem 
oder  ein  indirectesSystem.  Ein  Rechtssystem  kann  in  ein 
beliebiges  anderes  Rechtssystem  durch  stetige  Veränderung  seiner 
Richtungen  so  übergeführt  werden,  dass  dabei  das  System  nicht 
durch  ein  ebenes  hindurch  geht. 


§.  38. 
Oberflächenintegrale. 

Häutig  hat  man  Integrale  zu  betrachten,  bei  denen  das 
Integrationsgebiet  ein  Theil  einer  krummen  Oberfläche  ist. 
Theilen  wir  ein  solches  Oberflächenstück  irgendwie  in  Elemente 
do  ein,  so  ist  das  Integral 


0)  \f(lo 
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der  Grenzwerth,  dem  sich  die  Summe  der  Producte/do  nähert, 
wenn  die  Elemente  do  nach  allen  Dimensionen  unendlich  klein 
werden  und  wenn  /  der  Werth  einer  auf  der  ganzen  Oberfläche 
gegebenen  Function  in  einem  Punkte  des  Elementes  do  ist 

um  ein  solches  Integral  durch  ein  Doppelintegral  auszu- 
drücken, können  uns  die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen 
dienen.  Wir  erhalten  einen  analytischen  Ausdruck  einer  krummen 
Oberfläche,  wenn  wir  r  =  const  setzen.  Dann  bedeuten  die 
Formeln  §.  37,  (1)  eine  krumme  Ober- 
fläche, die  von  einem  Netze  von  Cur- 
ven  überzogen  ist,  deren  eine  Schaar, 
die  p-Curven,  durch  constante  Werthe 
von  q  bestimmt  ist,  während  auf 
den  g-Gurven  p  einen  constanten 
Werth  hat. 

Um   ein   Linienelement    auf    der 
Fläche  r  =  const.    zu  erhalten,    hat  man   dr  =  0   zu    setzen 
und  findet 

(2)  ds«  =  Edp^  +  2Fdp  dq  -^  G  dq\ 

worin  -B,  JF,  G  für  c,  gf",  ef  'gesetzt  ist,   so  dass   also 

^^  dpdq'^  dp  öq'^  dpdq 

«  =  (lf)*+(lfT+(l-D' 

ist 

Vier  Linien,  p,p-\-dp^  g,  q-{-dq  bilden  hier  ein  Parallelo- 
gramm, das  wir  als  das  Flächenelement  do  ansehen.  Die  Seiten 
dieses  Parallelogramms  sind 

(4)  dSp  =  V^d2},        dSq  =  ^G  dq\ 

ds  ist  die  Diagonale  dieses  Parallelogramms,  und  wenn  (o  den 

Winkel  bedeutet,   den  diese  Seiten   mit  einander  einschliessen, 

so  ist 

ds^  =  dSp  -{-  dsl  -[-  2dSpdSq  cos  09, 

und  folglich  nach  (2)  und  (4) 

(5)  F  =  V^G  cos cj. 
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Für  das  Flächenelement  do  ergiebt  sich  aus  (5) 

(6)  do  =  dSpdSq  sincö  =  ^EG  —  F^  dpdq. 

Wenn  die  Gurvenschaaren  orthogonal  sind,  so  ist  F 
und  der  Ausdruck  für  do  wird 

(7) 


=  0, 


do  =  ^EG  dpdq. 


§.  39. 
Der  Gauss^sche  Integralsatz. 

Es  sei  X  irgend  eine  in  einem  endlichen  RaumstQcke  % 
stetige  Function  der  drei  Goordinaten;  das  Raumstück  x  sei  be- 
grenzt von  einer  Fläche  0,  die  in  allen  ihren  Punkten,  einzelne 
Linien  und  Punkte  ausgenommen,  eine  bestimmte  Normale  hat. 

Fig.  14. 


<n' 


n- 


Die  in  das  Innere  von  r  gerichtete  Normale  soll  mit  n  be- 
zeichnet sein.  Es  ist  auch  nicht  ausgeschlossen,  dass  die  Grenz- 
fläche 0  aus  mehreren  getrennten  Stücken  besteht.  Wir  be- 
trachten das  über  r  ausgedehnte  dreifache  Integral 

ax 


(i) 


-\\\ 


dx 


dx  dydjs. 


Die  Integration  nach  x  ergiebt  hier,  wenn  wir  zunächst  an- 
nehmen, dass  eine  zur  x-kxe  parallele  Linie  die  Fläche  0  nur 
in  zwei  Punkten  schneidet: 

x" 

(2)  dydz  {^dx  =  dy  dz  (X"  —  X'), 

wenn  X',  X"  die  Werthe  der  Function  X  in  den  Punkten  mit 
den  Goordinaten  x',  y,  ^;  x'\  y,  s  sind.     Nun  ist  das  in  der  yjii- 
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Ebene  gelegene  Flächenelement  dy  de  die  gemeinschaftliche 
Projection  der  beiden  Elemente  do\do'\  die  der  über  dy  de 
stehende,  der  x-Axe  parallele  prismatische  Stab  aus  der  Ober- 
fläche ausschneidet,  und  da  n'  einen  spitzen,  n*'  einen  stumpfen 
Winkel  mit  der  o;- Richtung  bildet,  so  ist 

dy  dz  =  do'  cos(n'x)  =  —  do"  cos(n"a:), 

und  es  ergiebt  sich  aus  (2) 

^■^  dx  =  —  do'X'  cos(n'x)  —  do"  X"  cos(n"a;). 


(S)   dydz^ 


dx 


Wenn  die  Fläche  0  einen  complicirteren  Bau  hat,  so  dass 
sie  von  der  in  dem  Element  dy  dz  fussenden,  der  a:-Äxe  par- 
allelen Geraden  n  in  mehr  als  zwei  Punkten  a/,  a/',  x"\  x!**\  .  .  . 
geachnitten  wird,  so  werden  diese  Punkte  abwechselnd  Eintritts- 
und Austrittsstellen  sein.  Ihre  Anzahl  ist  gerade  und  die  Winkel 
(n',  x\  (n",  ic),  (n"',  a;),  ...  sind  abwechselnd  spitz  und  stumpf; 
es  ergiebt  sich 

(4)  dydz  f  |^da;  =  dyd;^(— X'  +  X"— X"'  +  X""  — ...) 

J     0  X 

und 

iydz  ==  do'cos(ii'a;)  =  —  do"co8(n"a;)  =  do'"co8(n"'ic)  =  ..., 

and  (4)  lässt  sich  mit  Benutzung  eines  Summenzeichens  so  dar- 
stellen : 

(5)  dy  dz  \  — —  dx  =r  —  2  X  cos (n x)  d o. 

Nehmen  wir  nun  noch  die  Summe  über  alle  Elemente  dj/d;8^, 
so  kommt  jedes  Element  d  o  der  Oberfläche  0  in  der  Gesammt- 
summe  einmal  vor  und  wir  erhalten: 


(«) 


1 1 1  "^ — ^^  dydz  =  —  I  X  co8(na:)  do, 


worin  sich  das  Integral  nach  do  über  die  ganze  Oberfläche  0 
erstreckt  und  unter  n  immer  die  nach  innen  gerichtete  Nor- 
male zu  verstehen  ist.  Der  Formel  (6)  können  wir  noch  zwei 
andere,  ganz  ähnlich  gebildete  an  die  Seite  stellen,  die  wir  er- 
halten, wenn  wir  die  a:-Axe  mit  der  i/-Äxe  und  der  ;8f-Axe  ver- 
tauschen. 

Ersetzen  wir  gleichzeitig  die  Function  X  durch  zwei  andere 
Functionen  F,  Z,  und  addiren  die  Resultate,  so  erhalten  wir : 
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1 


K 


dX        dY   .    dZ 

dx     *     dy  ~^   dg 


y 


y 

Fig. 

15. 

/ 

/ 

i 

1 

dy 

/ 

* 

^^^ 

r 

d 

X 

=  —    I  [Xcos(na;)  -|-  rco8(ny)  -(-  Zco8(n^)]  do, 

worin  das  Oberflächenintegral  über  die  ganze  Begrenzung  0  des 
Raumes  r  zu  erstrecken  ist. 

Dieser  Satz,  durch  den  ein  Baumintegral  von  bestimmter 
Gestalt  auf  ein  Oberflächenintegral  zurückgeführt   wird,    heisst 

der    Integralsatz    von 
Gauss. 

Aus  der  Formel  (7)  er- 
halten wir  ein  ähnliches 
specielleres  Theorem  für 
die  Ebene,  wenn  wir  die 
Begrenzung  des  Raumes, 
auf  den  sich  die  Integra- 
tion bezieht ,  cylindrisch 
und  von  conatanter  Höhe  1 
annehmen.  Setzen  wir  dann 
Z  =  0  und  nehmen  X,  Y  von  z  unabhängig  an,  so  ver- 
schwinden in  dem  Oberflächenintegrale  die  auf  die  Grundfläche 
bezüglichen  Bestandtheile ,  und  wir  erhalten,  wenn  wir  mit  df 
ein  Element  der  Grundfläche,  mit  ds  ein  Element  der  Rand- 
curve  der  Grundfläche  bezeichnen: 

Wir  geben  dieser  Formel  noch  eine  etwas  andere  Gestalt. 
In  dem  Randintegrale  in  (8)  ist  das  Element  ds  als  positiv  an- 
zunehmen. Wir  wollen  aber  jetzt  die  Randcurve  in  einem  be- 
stimmten Sinne  durchlaufen,  den  wir  den  positiven  Sinn 
nennen  wollen,  und  zwar  in  der  durch  den  Pfeil  angedeuteten 
Richtung,  so  dass  die  positive  Richtung  von  n  für  den  in  der 
Richtung  s  Fortschreitenden  zur  Linken  liegt.  Bezeichnen  wir 
also  mit  da:,  dy  die  Projectionen  von  ds,  und  zwar  mit  Rück- 
sicht auf  das  Vorzeichen,  so  ist 

dx  =  cos(nt/)ds  dy  =^  —  cos(nx)ds, 

und  wenn  wir  noch 

X  =  +F  Y  =  —  U 
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setzen,  so  folgt  aus  (8) 

Hier  bezieht  sich  das  Doppelintegral  auf  eine  beliebige,  in  der 
a;y-Ebene  gelegene  Fläche,  das  einfache  Integral  auf  den  Rand 
dieser  Fläche.  [7,  V  sind  zwei  beliebige,  in  dieser  Fläche  stetige 
Functionen. 

Der  Sinn  des  Begrenzungsintegrals  ist  näher  dadurch  be- 
stimmt, dass  s,  n,  j8f  ein  directes  System  bilden,  wenn  das 
Goordinatensystem  x,  y,  z  direct  ist. 

§.  40. 
Der   Satz   von   Stokes. 

Wenn  man  den  Gauss 'sehen  Integralsatz  statt  auf  die 
Ebene  auf  eine  beliebige  krumme  Oberfläche  anwendet,  erhält 
man  den  Satz  von  Stokes. 

Wir  betrachten  ein  durch  irgend  welche  Curven  begrenztes 
Stück  S  einer  krummen  Oberfläche,  die  wir  wie  in  §.  38  durch 
zwei  unabhängige  Variable  p,  q  analytisch  darstellen,  so  dass 

dx  =  adp  4-  «'dg 
(1)  dy  =  bdp  +  b'dq 

djs  =  cdp-\-c'dq 

die  Projectionen  eines  in  der  Fläche  liegenden  Linienelementes 
auf  die  Coordinatenaxen  sind. 

Wenn  wir  p,  q  als  rechtwinklige  Coordinaten  in  einer  Hülfs- 
ebene  darstellen,  so  wird  das  Flächenstück  S  durch  ein  be- 
grenztes Stück  dieser  Hülfsebene  dargestellt,  und  wenn  dann 
J7,  V  zwei  stetige  Ortsfunctionen  in  der  Fläche  S  sind,  also 
Functionen  von  |),  g,  so  können  wir  die  Formel  (9)  des  vorigen 
Paragraphen  anwenden  und  erhalten: 

Um  den  Sinn  dieses  Integrals  genau  zu  bestimmen,  wollen 
wir  in  jedem  Punkte  der  Fläche  S  eine  Normale  v  in  dem  Sinne 
ziehen,  dass  die  Richtungen  der  wachsenden  p,  g,  v  ein  directes 
System  bilden.    Dann  entsprechen  dp,  dq  in  dem  Randintegrale 
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einem  Elemente  ds  der  Begrenzung  von  der  Richtung,  daes 
ds^dn^v  ein  directes  System  bilden,  wenn  dn  die  in  das  Innere 
des  Flächenstückes  S  gezogene  Senkrechte  auf  ds^  v  ist 

Wir  nehmen  nun  drei  neue  stetige  Functionen  X,  7,  Z  in 
der  Fläche  S  an  und  setzen 

,oN  u=Xa  -{-  Yb  +  Zc, 

^"^^  V  =  Xa'  -{-  YV  +  Zc\ 

so  dass  das  Randintegral  die  Form  erhält: 
(4)  {(Xdx-i-  Ydy^Zdz), 

worin  dann  dx^  dy^  de  die  Projectionen  von  ds  auf  die  Goordi- 
natenaxen,  mit  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen,  bedeuten. 

Um  die  Substitution  auch  in  dem  Flächenintegrale  auszu- 
führen, bedenken  wir,  dass  nach  der  Bedeutung  von  a,  6,  c, 
a\  b\  d  die  Relationen  bestehen: 

8a_8a'  aj>_aj/  oc  _  dd 

dq~dp'        cq~dp'        dq~dp' 

und  daher  ist 

...  dV       dU         ,dX    .    ,,cY    ,     .dZ 

(^)  -ä^-ay^^  87  +  ^^  +  ^-87 

8X        ,    dY  dZ 

—  a  -^ 0  — c  — — • 

cq  oq  oq 

Wenn  nun  X,  Y,  Z  als  Functionen  von  x,  y,  z  gegeben  sind, 
so  folgt 

8X  8X    ,    ,  8X    ,        8X 

cp  cx     ^        8y     '         cz 

8X          ,8X,,,  8X,      ,8X  - 

-;r—  =  a \-  V  -T f-  c'  -^— ,  U.  8.  f., 

cq  dx     ^        8y     '         dz 

und  wenn  man  dies  in  (5)  einsetzt,  ergiebt  sich 

(6)       |I_|£=(6^_e6')(|^-|?) 
^  dp  dq         ^  ^  \dy        dz  J 

,  ,  ,     .^/^X    dZ\    ,  ,  ,,    .  ^/dY       dX\ 

^  \d z         cxj       ^  ^  \dx         dy / 

Da  nun  v  überall  auf  der  Fläche  S  senkrecht  steht,  so  ist 
für  jedes  dx,  dy^  dz^  das  den  Bedingungen  (1)  genügt  [§.37,(6)]: 

co^{v,x)dx  -f-  cos(v,i/)rf«/  4"  cos (v, jßr) d 2r  =  0, 
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und  folglich 

a  COS(v,rc)  +    ^  COS(v,t/)  -|-  C  C08(v,j2f)   =   0, 

a'co8(v,a;)  +  6'co8(v,y)  +  cf  cos  {v,z)  =  0, 

woraus  mau   durch  Auflösung  erhält,  wenn  A   einen  Proportio- 
ualitätsfactor  bedeutet: 

C08  (v^x)  =  k(b&  —  c  6'), 

(7)  co8(r,t/)  =  k{ca'  —  ac*), 

C08(v,  0)  =  X(ab'  —  ba'). 

Es  ist  aber  nach  bekannten  Formeln 

C08(v,a;)'  4-  cos(v,y)'  -|-  ooa{v^zy  =  1, 

(b&  —  cVy  +  (caf  —  atfy  +  {aV  —  ba'y 
=  (a«  +  b^  +  c^)  (a'2  -f  fc'2  4.  c'2)  _  (c^a'  +  66'  +  cc'jä 

=  EG  —  F», 
woraus  

X  ^EG  —  F^  =  1, 
oder  mit  Benutzung  von  §.  38  (6) 

(8)  Ido  =  dp  dq. 

Um  das  Vorzeichen  von  X  zu  bestimmen,  kann  man,  ohne 
dass  X  durch  Null  geht,  durch  stetige  Veränderung  die  Rich- 
tungen p,  g,  V  mit  X,  y,  jg  zusammenfallen  lassen,  vorausgesetzt, 
dass  das  Coordinatensystem  x^  1/,  z  ein  directes  ist.  Dann  aber 
wird  cos(v,jßr)  =1,  a'  =  0,  a  und  6'  positiv;  also  ist  auch  X 
positiv,  wie  wir  es  in  (8)  angenommen  haben.  Nach  den  Formeln 
(7)  und  (8)  ergiebt  sich  nun  aus  (6) 

+  cos(.,y)  (ll  -  11)  +  cos(r,.)  (|I  -  II)]  do, 
und  folglich  aus  (2)  und  (3) 

w  1  KU -l^)-<-')+(l7 -!!)-('•») 

In  dieser  Form  ist  jede  Spur  der  Coordinaten  p,  q  ver- 
schwunden. Der  durch  die  Formel  (10)  ausgedrückte  Satz  heisst 
der  Satz  von  Stokes. 
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§.   41. 
Transformation  von  Differentialausdrücken. 

Jacobi  hat  die  Transformation  mehrfacher  Integrale  zur 
Einführung  neuer  Variablen  in  gewisse  Düferentialausdrücke  be- 
nutzt, die  in  der  mathematischen  Physik  häufig  vorkommen, 
deren  Umformung  ohne  dieses  Hülfsmittel  sehr  weitläufige  Rech- 
nungen erfordern  würde. 

Es  seien  U,  V  zwei  stetige  Functionen  in  einem  irgendwie 
begrenzten  Baumtheile  r,  an  dessen  Grenze  die  Function  V  den 
Werth  0  habe.    Wir  betrachten  das  Integral 

Hierin  benutzen  wir  die  Identitäten: 

cUcV        ^^  öx  ^.c^U 


__  r 

dx  dx  ex  dx^ 


? 


dy  dy  cy  dy^' 

cz   dz  cz  dz^  ' 

wodurch  Sl  in  zwei  Theile  zerfällt,  deren  erster 

^r|^      8f|^      8f|-^ 


.   .    .     ^      dx        '         dy        '         dz 

sich  nach  dem  Gauss' sehen  Theorem  in  ein  Oberflächen- 
integral verwandeln  lässt,  das  aber  wegen  der  Voraussetzung, 
dass  F  an  der  Grenze  verschwinden  soll,  gleich  Null  wird. 
Setzen  wir  also  zur  Abkürzung 

um  hier  eine  später  oft  zu  benutzende  Bezeichnung  einzuführen^ 
so  folgt: 
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(3)  Sl  =  —  iiiv^Udxdyd^. 

Wir  fuhren  nun  in  dem  Integrale  Sl  nach  §.  37  neue  Variable 
ein,  indem  wir 

(4)  x=q>{p,q,r),      y  =  t(p,q,r),      JS  =  x{p,q,r), 

dx  =  adp  -\-  a' dq  -\-  a" dr^ 

(5)  dy  =  bdp  4-  b'dq  +  6"dr, 

djg  =  cdp  -\-  c* dq  +  c**dr 

setzen.  Wir  wollen  aber  hier  der  Einfachheit  halber  annehmen, 
die  neuen  Coordinaten  seien  orthogonal,  was  für  die  meisten 
Anwendungen  genügt.    Dann  haben  wir  die  Relationen: 

€  =  a2   +  6«   -f  c«,        0  =  a'  a"  +  V  V  +  c'  d\ 

(6)  c'  =  a'2  +  6'2  \'  (i\       0  =  (j!'a   +  Wh    +  c"c, 
c"  =  a"2  +  6"a  +  c"2,       0  =  a  a'  +  6  &'  +  c  c', 

(7)  ds«  =  dx^  +  dy2  _|^  ^^2  =  gd^a  _|_  g'dga  _|_  e"dr». 

Wenn  wir  mit  Hülfe  der  Relationen  (6)  die  Gleichungen  (5) 

auflösen,  indem  wir  z.  B.  mit  a,  &,  0  multipliciren  und  addiren^ 

so  folgt: 

e  dp  =  a  dx  -\-  b  dy  -{-  c  dz, 

(8)  e'  dq  =  a'  dx  +  V  dy  -\-  d  dz, 

e"dr  =  a^'dx  +  Wdy  +  d'dz, 

und  daraus  ergeben  sich  die  partiellen  Ableitungen  von  p,  q,  r 
nach  X,  y,  z,  z.  B. 

,(jx  8p        a  3|)        &  dp        c 

^^  8ic        e'        dy        e'        Ö^r         e 

Hiemach  können  wir  die  Ableitungen  einer  willkürlichen 
Function  U  nach  x,  y,  z  durch  die  Ableitungen  nach  Pi  q,  r 
folgeDdermaassen  ausdrücken : 

dx  ~  dp    e  '^  dq  e'    '    dr  e" 
^   ^  c5y  ""  ap    e  "^  8g   e'  "^  ar  c"  * 

8^  ~  81)   e  "^  8g   e'    '    ()r  e" 

Wir  stellen  nun  das  nämliche  Gleichungssystem  für  eine 
zweite  Function  V  auf  und  bilden  die  Summe  der  Producte 
entsprechender  Gleichungen,  um  die  in  Sl  unter  dem  Integral- 
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zeichen  stehende  Function  zu  erhalten.     Mit  Rücksicht  auf  (6) 
ergiebt   sich  dann 

dUdV        dUdV        dUdV^ 

dx  dx         cy  cy  cz  dz 

~    e  dp  dp    '^   ef  dq  dq     '     e"  dr  dr' 

und  indem  wir  das  Integral  Sl  auf  die  neuen  Variablen  trans- 
formiren  und  für  das  Volumenelement  nach  §.  37 


dt  =  y^eV  dp  dq  dr 
setzen,   erhalten  wir 

,     i/ee'dUdV\   ,      ,     , 


dV 
dq 


Dies  Integral  können  wir  nun  wieder  nach  dem  Gaus  Bü- 
schen Theorem  umformen,  wenn  wir 


1 /eV;  cJJcV^^d^  f  i /e'_c"  d_U  y\  _  y  ^  i /cV'  du 
f     e    cp  dp        cp\f     e    dp     J  dp  j     e    dp 

setzen,  und  die  entsprechende  Zerlegung  in  den  beiden  anderen 
Gliedern  machen.  Da  nun  an  der  Grenze  des  Gebietes  F  =  0 
angenommen  war,  so  fällt  wiederum  das  Oberflächenintegral  weg 
und  es  ergiebt  sich 

^    ^  JJJ       \cp  Y    e     dp    ^  dqf    e'     cq 


. c_  -ijee'   c  U 


dp  dq  dr. 


Transformirt  man  das  Integral  Sl  in   der  Form  (3)  auf  die 
neuen  Variablen,  so  erhält  es  die  Form 


(12)  Sl  =  —  \\\rJU  \ee'e"  dp  dq  dr, 


•'  V  V 


und  da  nun  die  Integrale  (11)  und  (12)  für  eine  willkürliche 
Function  V  übereinstimtaen  müssen,  so  folgt  die  Transformation 
des  Ausdruckes  J  U  auf  die  neuen  Variablen : 
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(13)  JU  = 


6" 

Die  Quadratwurzeln,    die   hier   vorkommen,    sind   alle   mit 
positivem  Vorzeichen  zu  nehmen. 

Es  kommt  also  sowohl  bei  der  Transformation 
der  Raumintegrale,  als  auch  des  Differential- 
ausdruckes z/(7  nur  darauf  an,  die  Goefficienten 
e^efyC"  in  dem  Ausdrucke  für  das  Linienelement 
zu  bilden. 

Wir  heben  noch  den  besonderen  Fall  hervor,  dass  nur  für 

di^  beiden   Variablen  a:,  y  zwei  neue  Variable  j),  q  eingeführt 

werden,  während  e  ungeändert  bleibt. 

Ist  dann 

dx^  +  dy»  =  edp^  -\-  e'dq\ 

€  und  c'  von  e  unabhängig  und  e"  =  1,  so  folgt  aus  (13) 


(U\        £!^ _u  ^—  J_  /^A  l/f!  ^_?   1    A  l/I  ?_?^ 
^    ^        dx^  +at/2  ~  )/77\cp  r  e  dp  '^  dq  \  e'  dqj' 


und  wenn,  noch  specieller,  e  =  e^  ist 


§.  42. 
I.  Beispiel.    Cylindercoordinaten,  Polarcoordinaten. 

Wir  wollen  die  abgeleiteten  Sätze  an  einigen  Beispielen  er- 
läutern und  wählen  dabei  solche,  die  auch  bei  Anwendungen  von 
Nutzen  sind. 

1.  Wir  nehmen  zunächst  die  Cylindercoordinaten,  d.  h. 
Polarcoordinaten,  in  der  a:j/-Ebene,  verbunden  mit  der  un- 
veränderten j8r- Ordinate.    Wir  setzen  also 

(1)  X  ^=  r  cos  9,        1/  =  r  sin  9?,        z  -=.  z, 

80  dass,   was  im  Allgemeinen  mit  p^  g,  r  bezeichnet  war,   hier 
f,  9,  z  ist.    Dann  ist 

dx  =  dr  cos 9?  —  r  sin^?  d^?, 
dy  =  dr  sin  9?  -(-  rcos^?  d(p, 

Biemann-Web«r,   Partiell«  Differentialgleichungen.  7 
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und  wir  erhalten  fiir  das  Quadrat  des  Linienelementes 

(2)  ds«  =  dx^  +  dya  +  äz^  =  dr«  -f-  r«  dg)2  _[_  d;gr2^ 

und  es  ist  also  e,  e',  e"  gleich  1,  t\  1  zu  setzen.  Danach  wird 
das  Volumenelement 

(3)  dr  =  r  dr  d(p  du 
und  ferner 

.    dU 
u\  ^  r;  —  1  —  ^  -u  1  ^!^-4-  ^ 

und  hierfür  kann  man  auch  setzen,  wie  eine  einfache  Rech- 
nung zeigt 

2.    Räumliche  Polarcoordinaten 

o;  =  r  sin  0*  cos  9? 

(6)  y  =  r  sin  ^  sin  9? 

z  •=  r  cos  0". 

Es  ist  hier  r  der  Radius- Vector  vom  Coordinatenanfange  bis 
zu  einem  veränderlichen  Punkte;  ^  ist  der  Winkel,  den  dieser 
Radius- Vector  mit  der  ^-Axe  einschliesst  (Zenithdistanz),  und  9 
ist  der  Winkel,  den  die  durch  r  und  die  ^r-Axe  gelegte  Meri- 
dianebene mit  der  .r^ef- Ebene  einschliesst,  oder  das  Azimuth. 

Wenn  wir 

0<r        0  <  ^  <  :7r         0  ^  9?  <  27r 

nehmen,  so  erhalten  wir  jeden  Punkt,  mit  Ausnahme  der  Punkte 
der  ^-Axe,  ein  und  nur  einmal.  Um  die  Punkte  der  positiven 
oder  negativen  ;8^-Axe  zu  erhalten,  hat  man  0*  =  0  oder  -ö-  =  jr 
zu  setzen,  und  9  ist  unbestimmt.  Den  Nullpunkt  selbst  erhält 
man  für  r  =  0 ;  0*  und  cp  sind  für  diesen  Punkt  beide  un- 
bestimmt. 

Durch  DifiFerentiation  von  (6)  ergiebt  sich  nun 

dx  =  dr  sinO"  cos 9?  -j-  r  cosO*  cos 9?  d^  —  rsin^  sin 9?  dfp^ 
dy  r=  dr  sinO*  sin9?  -f-  r  cosO*  sin  9?  dO*  -[-  r  sind"  cos 9)  d(p^ 
dz  =  dr  cos^  —  r  sinO*  dO", 

und  daraus,  wenn  ds  das  Linienelcment  ist: 

(7)  ds»  =  dr2  4-  r^dO-z  +  r'^  sin2i^d9?2. 
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Das  Coordinatensystem  ist  also  orthogonal,  und  es  ist 
(8;  e  =  l        e'  =  r2        c"  =  r«  sin«-^, 

folglich  das  Volumenelement 

(9)  dt  =  r^smd^drd^d(p 

und 


wofür  man  auch  setzen  kann 


1       ^«'°*ä# 


r«  sin  -d- 


8^ 


+ 


d^ü 


r»sin2-^  89?»' 


l     ?JrU  1 


asin^ 


oder  endlich  auch  so: 


(12)      JU=- 


1 


y.2y7 


8r 


ra  sin  0* 


8Vr_t7 
er 


dd^ 


cU 


d^ü 


r^siu»^  89?«' 


c^U 


dr 


+  TT 


.       8sin^-^. 
1  0  ^ 


sin^ 


/T 


aö- 


+   .-; 


1       c^\rU        yrU 


sm^^      89?^ 


§.  43. 
II.  Beispiel.    Elliptische  Coordinaten. 

Wenn  a,  ft^  c  irgend  drei  reelle  Grössen  sind,  die  der  Grösse 
iiach  80  auf  einander  folgen: 

a  <  6  <  c, 
dann  hat  die  Gleichung  für  die  Unbekannte  X 


(1) 


—  X       b  —  A        c  —  A 


==  1 


für  jedes  bestimmte  Werthsystem  x^  y,  z  drei  reelle  Wurzeln, 
die  wir  mit  p,  q,  r  bezeichnen,  die  der  Grösse  nach  folgende 
Lage  haben: 

(2)  P<a<q<b<r<c. 

7* 
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Man  überzeugt  sich  davon  am  einfachsten,  wenn  man  A  als 
Abscisse  in  einem  ebenen  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  an- 
sieht und 


fW  = 


+ 


a  — A  ^6— A    '    c  — A 


+ 


als  Ordinate  einer  Curve  darstellt.   Wenn  A  durch  a  oder  durch 
b  oder  durch  c  geht,  so  geht/(A)  von  positiv  unendlichen  zu 


Fig.  16. 


negativ  unendlichen  Wer- 
then  über,  und  die  Curve 
nähert  sich  nach  beiden 
Seiten  hin  asymptotisch  der 
A-Axe. 

Eine  Parallele  zur  Ab- 
scissenaxe  in  der  Höhe  -j- 1 
schneidet  diese  Curve  also 
in  drei  Punkten,  von  denen 

der  eine  auf  der  negativen  Seite  von  a,  der  zweite  zwischen  a 

und  b  und  der  dritte  zwischen  b  und  c  liegt 

Für    ein   constantes   A  ist  (1)  die   Gleichung  einer  Fläche 

zweiten  Grades,  und  diese  Fläche  ist 

ein  Ellipsoid,  wenn A  <  a, 

„    einschaaliges  Hyperboloid,  wenn    .    .    a  <  A  <;  6, 
„    zweischaaliges  „         ,      „        .    .    6  <  A  <;  c. 

Die  ganze  Schaar  dieser  Flächen  heisst  eine  Schaar  confocaler 
Flächen  zweiten  Grades,  und  aus  (2)  ergiebt  sieb,  dass  durch 
jeden  Punkt  x,  y,  z  eine  Fläche  von  jeder  der  drei  Arten  hin- 
durchgeht. Umgekehrt  bestimmen  je  eine  Fläche  aus  jeder  der 
drei  Arten  die  Wertbe  von  x^j  j/^,  z^  eindeutig  (den  Punkt  a?,  y,  0 
selbst  aber  achtdeutig).  Die  Werthe  p,  q,  r  heissen  die  ellipti- 
schen Coordinaten  des  Punktes  x^  y,  z.  Diese  bestimmen  den 
Punkt  aber  erst  dann  eindeutig,  wenn  noch  bekannt  ist,  in 
welchem  Octanten  er  liegt 

Um   nun  x^  y,  z  als  Functionen   von  p^  g,  r    auszudrücken, 
verfahren  wir  so:    Wir  setzen  zunächst  zur  Abkürzung 

(3)  g'W  =  (a-  A)(6-A)(c-A), 

und  wenn  wir  nun  das  Product 

9'W[/«-l]  =  -fW 
bilden,  so  erhalten  wir  eine  Function  dritten  Grades  von  A,  iik 
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der  A»  den  GoeffideBten  1  hat,  und  die  für  A  =  i?,  A  =  g,  A  =  r 

verschwindet     Es    ist   also    nach    einem    bekannten   Satze    der 

Algebra 

F{X)  =  (X-p)(X-  q)  (A  -  r), 
folglich 

tts        ^i_    I    .J^    ,    _^ 1  _  (A-j>)(A-g)(X-r) 

^'      a  —  X^b—X^e  —  X  {a—X)(b  —  X){e  —  Xy 

and  diese  Gleichung  ist  in  Bezug  auf  k  eine  Identität.  Wenn 
wir  also  (4)  mit  a  —  X  multipliciren  und  dann  X  =  a  setzen, 
and  ebenso  mit  b  —  X  und  c  —  A  verfahren,  so  ergiebt  sich 

_  (a— p)(o— g)(a  — r) 
^    ""        ib  —  a)(_c—a)        ' 

(5)  ««  =  (b-p)(b-q)ib-r) 
^'                        *  (_c—b)ia  —  b)       ' 

-j  _  (c  —  p)  (c  —  q)  (c—r) 
-        {a-e){b-c)       • 

und  hierdurch  sind  x*,  y\  z'  als  Functionen   von  p,  q,  r   dar- 
gesteUt. 

Aas  (4)  erhalten  wir  noch  ein  anderes  System  von  Formeln, 
wenn  wir  nach  A  differentiiren  und  dann  A  =  p,  g,  r  setzen : 

X»         .         y>  z*        _  ( j)  —  q)  (p  —  r) 

{a  —  p)*^ib  —  py^{c  —  pr  <P(P) 

(6)  ^^        _l_        y        _l_        ^*        _  (g  —  »•)  (g  —  P) 
^^    ia-qy^ib-qy^ic-q)^-  g>(g) 

X*         ,         y'         , ^      ^  (r  — j))(r  — g) 

(o  —  r)»  "^  (ft  —  r)»    '    (c  —  rf  <p  (r) 

md  weiter  erhalten  wir  aus  (5)  die  Gleichungen : 

+  7S =1^71 ^  +  7:^ :h-. :ä  =  0. 


(o  —q){a  —  r)      (b  —  q)  (b  —  r)^  (c  —  q)  (c  —  r) 

(n  ^'  I  y'  I f» _n 

^  >  ^a-r)  {a-py(b  -  r)  (b-p^ic  -  r)  (c  -;>)-"' 

^? + yi I  ^'         -0 

(a  -1»)  («  -3)^(ft  -  J»)  (6  -  3)^(c-  p)  (c  -  g)-"' 

TOn  denen  man  die  erste  etwa  so  ableitet,  dass  man  ihre  linke 
Seite  nach  (5)  in  die  Form  setzt 


102  Fünfter  AbBchnitt.  §.43. 

(g  _  p)  (&  _  c)  +  (b-p)  (c  -  g)  +  (c-^p)  (g  -  b) 

{c  —  6)  (g  —  c)  (b  —  a) 

in  der,  wie  man  sieht,  der  Zähler  verschwindet 

Wenn  wir  nun  die  Gleichungen  (5)  logarithmisch  diflferen- 
tiiren,  so  ergiebt  sich 

_  2  d  a;  =  ^^  4- ^^  +  £^ , 

g — p    '    a  —  q    '    a  —  r 

(8)  -2dy  -  ^—^  +  j— ^  +  g— ^, 

n  j  SS  dp    .    z  da    ,    z  dr 

c  —  p    '    c  —  q    '    c  —  r 

Hiervon  lässt  sich  die  Quadratsumme  nach  (6)  und  (7)  sehr 
leicht  bilden,  und  wir  erhalten 

(9)  4ds»  =  ^  -  ^V^  -  '"^  dp^  +  (g  -  ^)  (g  -  P)  dg« 

9(j))  ^     '  9(g) 

vir) 

woraus  zunächst  zu  ersehen  ist,    dass  die   elliptischen  Goordi- 
naten  orthogonal  sind.    Es  ist  ferner 

(10)  .  =  (P  -/)  (\-  ♦-) ,      e'  =  ^^^-^, 

i<p(p)  4g)(g) 

e"  =  (r  —p)(r  —  q) 
4:<p(r) 

Hieraus  ergiebt  sich  für  das  Volumenelement 

(11)  dr  =  (y  —  9)  (rjz  gj  L^  —p)dpdqdr  ^ 

8  i  —  tp  (p)  (p  (q)  <p  (r) 

wo  sich  das  negative  Zeichen  unter  der  Wurzel  dadurch  erklärt, 
dass  nach  (2)  (p(p),  (p(r)  positiv,  (p(q)  negativ  ist. 
Für  ^  U  erhält  man  nach  (10) 

(12)  (I-P)  ir-p)  (r-q)  jü=ir-q)yl^)'     ''J    '^ 

4-  (r-p)i^^^) ----^  +  («-!>)  )^9(F) ^-^- 

Dieser  Ausdruck  stellt  sich  noch  einfacher  dar,  wenn  man 
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fiir  Pi  2»  ^  drei  neue  Variablen  |,  i^,  g   einführt,  die  durch  die 
Gleichungen  definirt  sind 


v^^?ö) 


=  dri, 


iq>{r) 


=  dl 


Man  erhält  so 
(13) 


(q^p)(r^p)  (r  -- g)  ^  jj 
4 


=  (»•  -  9)  g|J  +  C  -  P)  g^  +  (3  -  JP)  gg^ • 
Hierin  sind  i),g,r  elliptische  Functionen  der  Variablen  S,i2»5« 


§.  44. 
III.  Beispiel.    Ringcoordinaten. 

Wenn  ein  Kreis  um  eine  Axe  gedreht  wird,  die  in  seiner 
Ebene  liegt,  aber  die  Peripherie  nicht  schneidet,  so  entsteht 
ein  Ring. 

Um  die  fiir  einen  solchen  Ring  passenden  Coordinaten  zu  ge- 
winnen, nehmen  wir  die  Rotationsaxe  zur  ^r-Axe  und  legen  ein 
Coordinatensystem   r,  xr  in 


die  Meridianebene. 

Ist  c  der  Mittelpunkts- 
abstand und  a  der  Radius 
des  Kreises,  so  ist  die 
Länge  der  Tangente  vom 
Coordinatenanfangspunkte 
i  =  yc«  —  a«.  Wir  setzen, 
indem  wir  \ —  1  mit  i  be- 
zeichnen, 

(1) 


Fig.  17. 


l   ßi  +  icü 


so  dass  k  und   o  neue,  an  Stelle  von  r  und  2  einzuführende 
reelle  Variable  sind.    Ausserdem  setzen  wir 

(2)  X  =  r  cos  9),        y  =  'y  sin  9). 

um  die  Bedeutung  der  neuen  Variablen   zu  erhalten,  lösen  wir 
die  Gleichung  (1)  auf  und  finden : 
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^  ^  ft-f-r-f-t^  6  +  r  —  tief' 

multiplicirt  man  beides,  so  ergiebt  sich 

(4)  e»^  [(6  +  r)2  +  ^^2]  =  (6  —  r)«  +  ^a, 

woraus  man  ersieht,  dass  constanten  Werthen  von  k  die  Kreise 
eines  Büschels  mit  imaginären  Schnittpunkten  entsprechen.  Die 
Grenzpunkte  dieses  Büschels  sind  die  Punkte  ^  =  0,  r  =  ±  6. 
Zu  diesem  Kreisbüschel  gehört  auch  der  gegebene  Kreis,  der 
dem  speciellen  Werthe  

(5)  ^  =  log  5  X      1    1/  ' 

,.  c^^  —  e^ b^ y  c»  —  a2  g-^-[^e^ ^ 

entspricht. 

Dividirt   man   die  beiden   Gleichungen  (3)   durch   einander, 
so  folgt 

oder 

(7)  (r»  -\-  z^  ^  b^)  sino  -)-  2  6^  cos  o  ==  0, 

und  dies  giebt  für  constante  cd  die  Kreise  eines  zweiten  Büschels, 
deren  Schnittpunkte  die  Grenzpunkte  des  vorigen  sind   und  die 
die  Kreise  des  ersten  Büschels  orthogonal  schneiden. 
Aus  (1)  erhält  man 

.gx    ^ b  (1  —  e^') ^ 2fte^8mc 

^^  1  +  2e^coso +  e«^'  1  +  2e^  coso -f  «*^ 

dr  4-  idz  --2b  ^.^(dA+M_«) 

-r«^     —^^     (l  +  2c^COSü  +  e2^)2—  (e^_e-i)2         ' 

und  folglich  nach  (2) 

(9)         ds^  =  dx^  +  df/2  _|_  dz^  =  Jr2  +  ^i^a  _^  r-^cZ^)« 


=-['r^^,s'> +<<.']• 


Aus  §.  42,  (5)  erhalten  wir,  wenn  wir 
(10)  V7  U  =  V 

setzen. 
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(11)  r.V7z/£^=r«(g^+g^)  +  g^  +  ^F. 

und  wenn  wir  auf  die  beiden  ersten  Glieder  die  Formel  §.  41,  (15) 
anwenden,  so  folgt  mit  Hülfe  von  (6) 

(•»)    '>V-..tr=(t^)'(Sr+S)  +  IV'  +  T'">- 

Wegen    einer   späteren    Anwendung    geben    wir    den   Glei- 
chungen (8)  mit  Hülfe  von  (6)  noch  die  folgende  Gestalt: 

fta  — a&sino 


and  folglich 


c-f-acoso'        *"        c-|-acos©' 


X  =  — i cos  cp, 

c-|-aco8o 


(13)  y  =  — i sin  cp, 

^    ^  ^         c  +  acoso        ^ 

—  ah 

z  =  — i sin  CD. 

c-j-a  coso 

Bisher  waren  A,  o,  q>  unabhängige  Variable,  die  einen  Punkt 
im  Räume  bestimmen;  a  und  c  sind  mit  l  variabel;  6  ist  con- 
stant  für  das  Ringsystem.  Lassen  wir  aber  jetzt  k  ungeändert, 
80  bleiben  auch  a  und  c  constant  und  die  Ausdrücke  (13)  stellen 
die  Coordinaten  eines  Punktes  einer  bestimmten  Ringfläche 
durch  die  beiden  variablen  Parameter  cj  und  q)  dar,  und  wenn 
man  in  (9)  dA  =  0  setzt,  so  erhält  man  den  Ausdruck  für  das 
Quadrat  eines  Linienelementes  auf  dieser  Ringfiäche,  nämlich 

^    ^  {c  -\-  a  cos  ay^  '  ^  ^ 


^)  Yergl.   über  diese  UmformuDg  Kiemann,  Mathematische  Werke, 
2.  Anfl^  Nr.  XXIY;  C.  Neumann,  Elektrische  Yert hei lung  in  einem  Ringe. 


Sechster  Abschnitt. 

Functionen  oomplexen  Arguments. 


§.  45. 

Definition  einer  Function  oomplexen  Arguments. 

Es  sei  in  einer  Ebene  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
Xj  y  angenommen,  so  dass  jeder  Punkt  der  Ebene  durch  Angabe 
seiner  Coordinaten  x,  y  bestimmt  ist  Wenn  wir  aber  die  ima- 
ginäre Einheit  %  =  ^ —  1  zu  Hülfe  nehmen,  so  können  wir  auch 
sagen,  dass  der  Punkt  durch  die  Angabe  des  Werthes  der  com- 
plexen  Variablen 

(1)  z  =  X  -\-  yi 

bestimmt  ist;  und  so  ist  jeder  Punkt  der  Ebene  Träger  oder 
Bild  eines  Werthes  von  z.  Umgekehrt  entspricht  auch  jedem 
Werth  von  z  ein  eindeutig  bestimmter  Punkt  der  Ebene.  Wenn 
man  Polarcoordinaten  einführt,  also 

X  =  rcos-O",        y  =z  rsind' 

setzt,  so  kann  man  auch  setzen 

(2)  z  =  /(cosO*  -\-  /siii-O")  =  re*^. 

Die  positive  Grösse  r  =  \x^  -j-  y-  wird  der  absolute 
Werth  der  Variablen  z  genannt.  Der  Winkel  -O*  kann  zwischen 
0  und  2  TT  oder  in  irgend  einem  Intervall  von  dem  Umfang 
2;r,  mit  Einschluss  der  einen  der  beiden  Grenzen,  angenommen 
werden. 

Wenn  man  zwei  complexe  Grössen 

z  =  X  -\-  yi,        Zi  =  x^  -}-  f/i  i 

addiren  will,  so  hat  man  ein  Parallelogramm  zu  construiren, 
dessen  eine  Ecke  im  Nullpunkt  liegt,   und  in  dem  die  zwei  an- 
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liegenden  Ecken  b  und  Zi  sind.  Die  gegenüberliegende  Ecke  ist 
dann  der  Punkt  e -{- z^.  Ist  Zi  unendlich  klein,  so  hat  0,  z-^ 
doch  eine  bestimmte  Richtung,  und  wir  setzen  dann  auch  z^  =dz 
oder  dz  =  dx  -^  idy.  Durch  die  Grösse  dz  ist  dann  ein  un- 
endlich kleiner  Fortschritt  vom  Punkte  z  aus  in  einer  bestimmten 
Richtung  gegeben.  Die  Tangente  des  Winkels,  unter  dem  diese 
Richtung  gegen  die  x-Axe  geneigt  ist,  ist  dann  gleich  dem  Ver- 
hältniss  dy  :  dx.  Eine  stetige  Veränderung  von  z  von  einem 
Punkte  a  bis  zu  einem  Punkte  b  wird  durch  eine  Curve  dar- 
gestellt, die  den  Punkt  a  mit  b  verbindet,  und  dieser  Uebergang 
kann  auf  unendlich  viele  Arten  geschehen.  Das  Linienelement 
ds  einer  solchen  Curve  ist  dann  der  absolute  Werth  des  Diffe- 
rentials dz. 

Eine  Function  w  der  beiden  Variablen  x^  y  hat,  wenigstens 
soweit  sie  eindeutig  definirt  ist,    in   jedem  Punkte   der  Ebene 


Fig.  18. 


Fig.  19. 


einen  bestimmten  Werth,  und  folglich  gehört  auch  zu  jedem 
Werthe  von  z  ein  bestimmter  Werth  von  w.  Diese  Zuordnung 
kann  sich  auch  auf  einen  gewissen  Theil  der  ^- Ebene  be- 
schränken, von  dem  wir  aber  stets  annehmen,  dass  es  ein  Flächen- 
theil und  nicht  eine  blosse  Linie  sei.  Gehen  wir  von  dem  Punkt 
s  zu  einem  unendlich  benachbarten  Punkte  z  -\-  dz  über,  so 
erleidet  auch  w  eine  Aenderung,  und  wir  bezeichnen  den  neuen 
Werth  von  to  mit  tc  +  ^^' 

Trotz  dieser  eindeutigen  Zuordnung  der  Werthe  von  tv  und 
3  nennen  wir  aber  w  noch  nicht  eine  Function  von  ^,  sondern 
nur  eine  Function  von  x  und  y.  Damit  w  eine  Function  von  z 
sei,  muss  noch  eine  weitere  Bedingung  erfüllt  sein,  die  wir  nach 
Riemann  so  fassen: 

Es  wird  w  eine  Function  von  z  genannt,  wenn 
dasDifferentialverhältniss  dw/dz  in  jedemPunkte 
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z  einen  von  der  Richtung  von  dz  unabhängigen 
Werth  hat.  Ausgenommen  können  dabei  einzelne 
Punkte  sein,  in  denen  dies  Verhältniss  über- 
haupt nicht  endlich  ist. 

Mit  anderen  Worten,  es  wird  von  einer  Function  f{ji)  des 
complexen  Arguments  z  verlangt,  dass  sie  einen  Differential- 
(^uotienten  in  Bezug  auf  z  besitze. 

Wenn  diese  Forderung  erfüllt  ist,  so  müssen  wir  denselben 
Werth  des  Quotienten  dwjdz  erhalten,  wenn  wir  dy  =  0  oder 
dip  =  0  setzen,  und  so  erhalten  wir 

.  dw  cw  .  dw 

Wenn  umgekehrt  die  Bedingung 

,  .  dw^ .  dw^ 

^^  Idx  ~~*  dy 

befriedigt  ist,  so  folgt 

dw  =  — —  dx  +  - —  dy  =  — —  (dx  +  ^dy\ 

öx  ^y  dx  ^       '       ^^ 

woraus  der  von  dz  unabhängige  Werth  (3)  von  dwjdz  wieder 
hervorgeht 

Die  Differentialgleichung  (4)  ist  also  die  nothwendige  und 
hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  w  eine  Function  des  com- 
plexen Arguments  z  sei. 


§.  46. 
Conforme  Abbildung. 

Die  Differentialgleichung  §.  45  (4)  kann  ofiFenbar  nicht  erfüllt 
sein,  wenn  w  reell  oder  rein  imaginär  ist.  Es  muss  also  w  eben- 
falls complex  sein,  und  wir  setzen  daher 

(1)  u;  =  tt  -|-  iv^ 

worin  u  und  v  reelle  Functionen  von  x,  y  sind.   Für  diese  Func- 
tionen ergeben  sich  aus  §.  45  (4)  die  Bedingungen 

du    ,    .  dv  .  /du    ,    .  dv\ 

dx  ex  \cy    '      cy J 

oder,  da  hier  der  reelle  Theil  dem  reellen,  der  imaginäre  Theil 
dem  imaginären  gleich  sein  muss 
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(2) 


du 
dx 


dv 

8y' 


du 
dy 


dv 
dx' 


and  wenn  man  diese  beiden  Gleichungen  nach  x  und  y  differen- 
tiirt  und  addirt  oder  subtrahirt,  so  erhält  man 


(3) 


d^u    .    d^u  _ 


a«t?    .    d^v  _ 
dx^  "^  dy\~ 


Zur  geometrischen  Veranschaulichung  nehmen  wir  eine  zweite 
Ebene  zu  Hülfe,  in  der  u,  t;  rechtwinklige  Coordinaten  eines 
Punktes  sind,  und  nennen  diese  Ebene  die  ii?- Ebene,  während 
die  :rj^-Ebene  auch  die  ;er-Ebene  heisst.  Dann  wird,  soweit  u^v  als 
Functionen  von  x^  y  gegeben  sind,  jedem  Punkt  der  £^-Ebene  ein 
Punkt  der  u;- Ebene  zugeordnet,  und  wenn  die  Functionen  t«,  v 
stetig  sind,  so  bewegt  sich  der  Punkt  w  in  seiner  Ebene  stetig, 
wenn  sich  z  stetig  verändert.  Es  entsprechen  Linien  und  Flächen- 
stücken in  der  ^r-Ebene  Linien  und  Flächeustücke  in  der  tc^-Ebene, 
und  die  Zuordnung  der  Punkte  ist  eine  gegenseitig  eindeutige, 
wenigstens  so  lange  die  Veränderung  auf  gewisse  Gebiete  be- 
schränkt bleibt. 

Eine  solche  gegenseitige  Zuordnung  zweier 
Gebiete  nennt  man  eine  Abbildung,  also  hier 
eine  Abbildung  der  ^-Ebene  auf  die  u;-Ebene. 

Die    geographischen   Karten  Fig.  20. 

Bind  solche  Abbildungen  von 
Theilen  der  Erdoberfläche  auf 
die  Ebene  der  Karte. 

Eine  Abbildung,  die  durch 
eine  Function  w  des  complexen 
Arguments  rermittelt  wird,  hat 
aber  eine  sehr  bemerkenswerthe 
geometrische  Eigenthümlichkeit. 
Nehmen  wir  drei  unendlich  be- 
nachbarte Punkte  £^,  ;?',  g^'  in 
der  jgr-Ebene  und  die  entsprechen- 
den   Punkte    ii;,  u?',  w"  in   der 

lo-Ebene,  so   ist    nach   der  Definition   der   Function   complexen 
Arguments 


w 


w  —  w 
z*  —  z 


w 


n 


W 


.ff 


i 
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oder  auch 


(5) 

Ist  nun 


u;"  —  u)        ^"  —  z 


w'  —  w         z*  —  z 

z'  —  z  =  Q'e*'p\        z"  --  z  =  Q"e''f\ 
lü'  -—  w  =  r'  e'P\       w"  —  w  =  r"  e*>", 


so  ergiebt  sich  aus  (5) 


oder 


d"  r" 


Hierdurch  aber  ist  die  Aehnlichkeit  der  beiden  Drei- 
ecke (z^  z'j  /'),  {w,  w\  w")  ausgedrückt.  Eine  Ausnahme  von 
dieser  Aehnlichkeit  kann  nur  da  eintreten,  wo  das  Differential- 
verhältniss  (4)  Null  oder  unendlich  wird,  weil  dann  (5)  nicht 
mehr  aus  (4)  gefolgert  werden  kann.  Wir  nehmen  an,  dass  dies 
immer  nur  in  einzelnen  Punkten  eintritt. 

Die  Aehnlichkeit  unendlich  kleiner  Dreiecke  lässt  auf  die 
Aehnlichkeit  unendlich  kleiner,  einander  entsprechender  Figuren 
überhaupt  schliessen,  und  man  nennt  daher  diese  Abbildung 
in   den   kleinsten  Theilen   ähnlich   oder  auch   conform. 

Die  Aehnlichkeit  erstreckt  sich  natürlich  im  Allgemeinen 
nicht  auf  Figuren  von  endlicher  Ausdehnung;  aber  die  Gleich- 
heit entsprechender  Winkel  ist,  abgesehen  von  den  oben 
erwähnten  Ausnahmepunkten,  allgemein. 

Die  Beziehung  zwischen  der  m;- Ebene  und  ir-Ebene  ist  eine 
gegenseitige,  denn  wenn  lo  eine  Function  des  complexen  Argu- 
ments z  ist,  so  ist  auch  umgekehrt  z  eine  Function  des  complexen 
Arguments  u;;  und  es  ergiebt  sich  ein  System  richtiger  Gleichungen, 
wenn  man  in  (2)  die  Variablen  w,  v  mit  Xy  y  vertauscht. 

Um  eine  Anschauung  von  einer  conformen  Abbildung  durch 
eine  Function  complexen  Arguments  zu  erhalten,  sucht  man, 
wie  es  ja  bei  Landkarten  auch  geschieht,  zunächst  ein  soge- 
nanntes Netz  zu  gewinnen,  d.  h.  man  sucht  die  beiden  Curven- 
schaaren  in  der  einen  Ebene  auf,  die  den  zu  den  Coordinaten- 
axen  parallelen  Geraden  der  anderen  Ebene  entsprechen.  Hat 
man  diese  Linienschaaren  in  beiden  Ebenen  mit  hinlänglicher 
Dichtigkeit  verzeichnet,   so  ist  es  ein  Leichtes,  zu  einer  beliebig 


§.  46.  Gonforme  Abbildung.  111 

gegebenen  Figur  der  einen  Ebene  das  Bild  in  der  anderen  Ebene 
mit  beliebiger  Genauigkeit  einzutragen. 

Nehmen  wir  z  als  Function  des  complexen  Arguments  w  an, 
nnd  setzen  also 

(6)  e  =  x-\-  yi  =  f{w)  =f(u  +  iv), 

so  sind  X  und  y  reelle  Functionen  der  reellen  Variablen  m,  v. 
Ist  etwa 

(7)  x  =  ^ (14,  v),        y  =  ^(m,  v), 

so  erhalten  wir  in  der  xy-Ehene  zwei  zu  einander  orthogonale 
Curvenschaaren ,  wenn  wir  einmal  v  =  const,  dann  u  =  const. 
setzen.  Wir  können  also  (wie  in  §.  37)  u  und  v  als  krumm- 
linige Coordinaten  in  der  a;t/- Ebene  ansehen. 

Bezeichnen  wir  mit  ds  das  Linienelement  in  der  :rt/- Ebene, 
so  ist 

(8)  ds*  =  dx*  +  dy»  =  {dx  +  idyj  (dx  —  idy). 

Bezeichnen  wir  mit/' (t«;)  die  derivirte  Function  Yon  f{w)  und 
mit  F  die  conjugirte  Function  von  /,  d.  h.  die  Function,  die  aus 
/  durch  die  Vertauschung  von  i  mit  —  i  in  den  Coefficienten 
entsteht,  endlich  mit  a'  und  w'  die  mit  z  und  w  conjugirten 
Variablen  x  —  »y,  «*  —  iv,  so  ist 

z=f(w),        z'  =  F{w'\ 

ds*  =  dz  dz'  =f(w)r(w')dwdiv\ 

j,,r\        dx    .     .  dy        dx        .  dx 
"^  ^      .     du    ^       du        cu  öv 

und  wenn  wir  also 

(9)      3f=/'(«^)F'K)=(|fy+(|fy 

setzen,  so  folgt 

(10)  dx*  -{-  dy*  =  M{du^  +  dv*). 

Die  reelle  Function  ^ M  ist  die  lineare  Vergrösserung 
oder  der  Maassstab  des  Bildes.  Er  ist  von  einer  Stelle  zur 
anderen  veränderlich,  hat  aber  für  jede  Stelle  des  Bildes  einen 
bestimmten  Werth. 

Wenn  zwei  Flächenstücke  conlorm  auf  eine  dritte  abgebildet 
sind,  so  sind  sie  auch  auf  einander  conform  abgebildet,  und 
daraus  ergiebt  sich  der  Satz,  dass  zwei   Functionen  Wi^  w^ 
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des  complexen  Arguments  e  auch  Functionen  von   ein- 
ander sind. 

Wir  geben  weiterhin  für  die  conforme  Abbildung  einige 
Beispiele,  müssen  aber  zuvor  noch  einige  andere  Punkte  der 
Fuuctionentheorie  erörtern. 


§.  47. 
Integrale  von  Functionen  complexen  Arguments. 

Wir  grenzen  in  der  ipy-Ebene  ein  Gebiet  durch  eine  ge- 
schlossene Curve  ab,  in  dem  die  beiden  Functionen  u,  v  von 
x^  y  endlich  und  stetig  sind,  und  wenden  den  für  die  Ebene 
specialisirten  Gauss' sehen  Integralsatz  [§.  39  (9)]  an.  Da- 
durch erhalten  wir 


(1) 


Hierin  beziehen  sich  die  Doppelintegrale  auf  das  Innere  des 

abgegrenzten  Gebietes,  die  einfachen  Integrale   auf  dessen   Be- 

Fiff  21.  grenzung,  und  zwar  so,   dass  das  Gebiet  im 

positiven  Sinne  umkreist  wird,  und  dx^  dy  die 
mit  Rücksicht  auf  das  Zeichen  genommenen 
Projectionen  des  Randelementes  ds  auf  die 
a;-Axe  und  die  t/-Axe  sind.  (Man  sehe  die 
Fig.  21,  in  der  die  Begrenzung  beispielshalber 
aus  zwei  Stücken  bestehend  angenommen  ist.) 

Wenn  nun 

(2)  w  =z  u  -{-  iv 

Function  des  complexen  Arguments 

(3)  z  =  x-]-iy 

ist,  so  verschwinden  die  beiden  Flächenintegrale   nach  §.  46  (2), 
und  es  folgt 


(4) 


I  {vdx  -f-  wdy)  =  0,        {udx  —  vdy)  =  0. 


Wenn  die  erste  dieser  Formeln  mit  i  multiplicirt  und  zur 
zweiten  addirt  wird,  so  ergiebt  sich: 


2$.  47.     Integrale  von  Functionen  complexen  Arguments.        113 

(5)  ^(u  +  iv)(dx  +  idy)  =  0, 
oder  auch 

(6)  f  wdz  =  0, 

und  bierin  bedeutet  de  den  Zuwacbs  der  Variablen  ^r,  der  einem 
Fortschritt  im  positiven  Sinne  um  das  Element  ds  auf  derGrenz- 
curve  entspricht;  w  ist  der  Werth  der  Function,  der  irgend 
einem  Punkte  des  Elementes  ds  entspricht.  Wir  haben  also 
den  Satz: 

1.  Das  über  die  Begrenzung  eines  Flächenstückes 
genommene  Integral 


I 


wdz 


hat  den  Werth  Null,  wenn  im  Inneren  des 
Flächenstückes  die  Function  w  endlich  und 
stetig  ist. 

Es  ist  nur  eine  andere  Ausdrucksweise  für  diesen  Satz,  die 
uns  zu  einer  Definition  des  Integrals  einer  Function  w  zwischen 
zwei  Grenzen  führt: 

Man  nehme  zwei  Punkte  c  und  js  in  der  ^-Ebene  an,  und 
verbinde  diese    beiden  Punkte    durch  zwei  beliebige  Curven  Si 
und  Sj.  Diese  beiden  Curven  begrenzen  zusammen         pj^  22. 
ein  Flächenstück,  und  wenn  wir  annehmen,  dass 
in  diesem  Flächenstück  w  endlich  und  stetig  sei, 
so  können  wir  den  Satz  1.  darauf  anwenden.   Die 
Begrenzung  setzt  sich  aber  jetzt  aus  den  beiden 
Conen  Si  und  s^  zusammen,  aber  so,  dass  die 
Curye  Sj  in  der  Richtung  von   c  nach  jßr,  Sj  in 
der  Richtung   von  z  nach   c  zu  durchlaufen  ist. 
Das  Randintegral  zerfällt  demnach  auch  in  zwei 
Theile,    die   einander  gleich   und   entgegengesetzt  sind.     Wenn 
man  aber  in  dem  Integrale  längs  der  Curve  s^  die  Richtung  der 
Integration  umkehrt,  so  niuss  man,  gemäss  der  Definition  von  dz 
gleichzeitig  das  Vorzeichen  ändern,  und  folglich  haben   die  von 
c  nach  z  genommenen  Integrale  auf  den  beiden  Curven  Sj  und 
St  denselben  Werth,  den  wir  mit 
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ff 

I 


wdz 


bezeichnen.  Das  Integral  ist  also  nur  eine  Function  der 
Grenzen  c  und  ^,  und  zwar  ist  es,  da  sein .  Differentialquotient 
tv  von  der  Richtung  dz  unabhängig  ist,  eine  Function  des  com- 
plexen  Arguments  z. 

Es  ist  dabei  aber  darauf  in  achten,  dass  zwei  Integra- 
tionswege Siy  s.i  nur  dann  immer  denselben  Integralwerth  er- 
geben, wenn  in  dem  von  ihnen  eingeschlossenen  Flächenstück 
kein  Unstetigkeitspunkt  der  Function  w  liegt  Wir  sprechen 
also  noch  den  Satz  aus: 

2.   Das  zwischen    den   Grenzen  c  und  z  genommene 
Integral 

I  wdz 

ist  eine  Function  complexen  Arguments  der 
oberen  Grenze,  und  ist  vom  Integrationswege 
unabhängig,  so  lange  dieser  bei  seiner  Verände- 
rung nicht  über  einen  Unstetigkeitspunkt  hin- 
weggeht. 

Die   Function   w  =:  l/{z  —  a)   wird  in  dem  Punkte  a  un- 
endlich.    Das  Integral  dieser  Function,  über   eine  den  Punkt  a 
Fig.  23.         umschliessende   Linie    wird    daher   nicht    gleich 
Null  sein.    Wohl  aber  wird   es  von  der  Gestalt 
dieser  Curve  unabhängig  sein,  da  w  in  dem  von 
zwei    solcher    Curven   s    und    Je    umschlossenen 
Ringgebiet  endlich  und  stetig  ist.     Wir  können 
also    zur  Bestimmung    dieses   Integrals   für   die 
Curve  h  einen  Kreis  mit  dem  Mittelpunkt  a  und 
einem   beliebigen   Radius  c    wählen.      Setzen   wir  also   für  die 
Punkte  der  Kreisperipherie 

z  —  a  =  c^'fy 

so  ist  auf  der  Peripherie 

dz  =  ice*'Pdq)  =  i{z  —  a)  d(p 
und  folglich 

(7)  1 =  i     dw  =  27CI, 

"^  ^  J  z  —  a  J      ^ 
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§.48. 
Der  Satz  von  Cauchy. 

Wenn  die  Function  w  =f{z)  in  einem  Gebiete  T  mit  der 
Begrenzung  s  endlich  und  stetig  ist,  und  auch  eine  stetige  Deri- 
virte  /'  {z)  hat,  so  wird  die  Function  der  Variablen  i 

in  demselben  Gebiete  endlich  und  stetig  sein,  und  sie  gestattet 
also  die  Anwendung  des  Theorems  1.,  §.  47,  d.  h.  es  ist  das  über 
die  ganze  Begrenzung  s  genommene  Integral 

(,)  j  m=JSA ,, = 0. 

Hier  bedeutet  t  die  Integrationsvariable  und  z  gilt  bei  der 
Integration  als  constant    Hieraus  aber  erhält  man 

und  nach  der  Formel  (7)  des  vorigen  Paragraphen 
(2)  ö^  f/^  de  =/(;.), 

wo  das  Integral  ebenfalls  über  s  zu  erstrecken  ist. 

Diese  Formel  rührt  von  Cauchy  her.  Sie  gilt  auch,  wenn  die 
Endlichkeit  des  Diflerentialquotienten /' (^s^)  nur  im  Allgemeinen, 
ik  mit  etwaiger  Ausnahme  einzelner  Punkte  vorausgesetzt  wird, 
und  zeigt  alsdann,  dass  solche  Aushahmepunkte  bei  einer  stetigen 
Function   von   complexem   Argument   nicht   vorkommen   können. 
Denn  da  der  Punkt  z  ein  innerer  ist,  so  bleibt  in  dem  Integral  (2) 
cBe  Function  unter  dem  Integralzeichen  durchaus  endlich,  und  die 
Differentiation   des   Integrals  nach  z  kann   unter  dem  Integral- 
zeichen ausgeführt  werden.   Es  ergiebt  sich  so  für  die  Differential- 
quotienten von  jeder  Ordnung: 

'  dz    ~  2ni)  {t  —  zy 

U]  d"/(^)  _  1.2.3...n  C      f{t)dt 

dz'*  2ni        J  (<  —  ^)"  +  >" 

8* 
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I.  Eine  Function  complexen  Arguments,  die  in  einem 
Gebiete  endlich  und  stetig  ist,  hat  also  in  diesem 
Gebiete  endliche  und  stetige  Derivirte  jeder 
Ordnung. 

Aus  (2)  ergiebt  sich,  wenn  z  und  ^  irgend  zwei  Punkte  des 
Gebietes  T  sind 

(5)    /(')-/w=.w"i«-y-^- 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  das  Gebiet  T  die  ganze  unendliche 
Ebene  umfasst,  und  dass  die  Function  /(f)  auch  für  ein  unend- 
liches i  dem  absoluten  Werthe  nach  unter  einer  endlichen  Grenze 
bleibt,  so  können  wir  in  (3) 

i  =  iJe»>,        dt  =  Re'vidq) 

setzen  und  R  ins  Unendliche  wachsen  lassen,  d.  h.  wir  können 
die  Integration  über  einen  unendlich  grossen  Kreis  erstrecken. 
Dann  wird  aber  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  von  (5) 
gleich  Null,  weil  R  im  Zähler  nur  in  der  ersten,  im  Nenner  in 
der  zweiten  Potenz  vorkommt  und  die  Integrationsgrenzen  0  und 
2ä  endlich  sind,  und  es  folgt /(^)  =/(/).  Damit  ist  der  Satz 
bewiesen : 

IL  Eine  Function  complexen  Argumentes,  die  in  der 
ganzen  Ebene  endlich  und  stetig  ist,  und  auch 
im  Unendlichen  nicht  unendlich  wird,  ist  noth- 
wendig  eine  Constante,  und  wenn  sie  im  Unend- 
lichen  verschwindet,    so  ist    sie   identisch   NulL 

Es  sei  jetzt  das  Gebiet  T  als  ein  um  den  Nullpunkt  be- 
schriebener Kreis  mit  dem  Radius  c  angenommen.  Dann  ist  in 
dem  Integral  (2)  der  absolute  Werth  von  t  fortwährend  gleich 
c,  während  der  von  jsr,  so  lange  z  ein  innerer  Punkt  ist,  kleiner 
als  c  ist.  Der  absolute  Werth  von  z/t  ist  daher  ein  echter 
Bruch,  und  es  ist  nach  der  bekannten  Summenformel  für  die 
geometrische  Reihe: 


t  —  z        t    '    t^    '    t^    '  -^  f«+i 

n  =  0 

Da  sich   nun   in    dieser    unendlichen   Reihe   die  Integration 
gliedweise  ausführen  lässt,  so  folgt  aus  (2) 

(6)  f{z)  =  ^  A„z\ 

«--0 
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wenn 

^'^^  ^  =    2Fi  J  ~F^^ 

gesetzt  ist. 

Es  lässt  sich  also  die  Function  f{z)  in  eine  Reihe  ent- 
wickeln, die  nach  Potenzen  von  z  fortschreitet,  und  diese  Reihe 
ist  convergent  in  einem  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  der  Nullpunkt 
ist,  und  dessen  Peripherie  bis  an  den  nächstgelegenen  Unstetig- 
keitspiinkt  von  f(js)  hinanreicht.  Denn  so  weit  kann  das  kreis- 
förmige Gebiet  T  ausgedehnt  werden.  Dieser  Kreis  wird  der 
ConTergenzkreis  genannt 

Die  Entwicklung  (6)  ist  nichts  anderes  als  die  Mac- 
Laurin'sche  Reihe,  und  ihre  Coefficienten  An  lassen  sich  mit 
Hülfe  der  Relation  (4)  auf  die  bekannte  Form  bringen : 

Setzt  man  in  dem  Integral  (7) 

t  =  cc»>,    dt  =  itd(p^ 
so  kann  man  die  An  auch  iii  die  Form  setzen 

(9)  An  =  2^  f  fice^'P)  e-i^'Pdq>. 
Setzen  wir  noch 

so  wird  das  allgemeine  Glied  der  Reihe  (6) 

(10)  Un  =  Q"  ^  (  fice^'P)  e'-^^-r^dip, 


—  7t 


und  dieser  Ausdruck  zeigt,  wenn  man  sich  auf  den  Satz  stützt, 
dass  der  absolute  Werth  einer  Summe  niemals  grösser  ist  als 
die  Summe  der  absoluten  Werthe  der  Summanden,  dass  die  Con- 
vergenz  der  Potenzreihe  (6)  für  jeden  inneren  Punkt  von  der 
Art  einer  geometrischen  Reihe  ist,  d.  h.  so,  dass  es  einen  echten 
Bruch  6  giebt,  für  den  «-•»  [7„  mit  unendlich  wachsendem  n  nicht 
unendlich  wird,  und  dass  also  das  Product  n^  Di,  für  jedes  noch 
so  grosse  h  mit  unendlich  wachsendem  n  gegen  Null  convergirt. 
Setzen  wir  w  =f(js)  —  -4o,  so  ergiebt  sich  aus  (6) 

(11)  t€  =  AiZ  -{-  A^z^  -f  -43^3  _j ^ 

und  durch  diese  convergente  Entwickelung  wird  jedem  Punkte  in 
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der  Umgebung  des  Nullpunktes  der  ir- Ebene  ein  Punkt  in  der 
Umgebung  des  Nullpunktes  in  der  ti;- Ebene  zugeordnet.  Dies 
gilt  auch  umgekehrt,  wenn  Ai  von  Null  verschieden,  also  der 
Differentialquotient  dtv/dz  für  g  =  0  nicht  Null  ist  Dann  ent- 
spricht jedem  Punkte  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes  der 
t(7-Ebene  auch  nur  ein  Punkt  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes 
der  ;8f-Ebene  und  man  erhält  aus  (11)  eine  Reihenentwickelung 
in  der  Form 

(12)  e  =  B^w  4-  B^w^  -f  B^w^  -| 

Wenn  aber  der  Coefficient  A^  verschwindet,  dann  erhalten 
wir  aus  (11)  

iw  =  z  '^Ai-\-  A^z-\ , 

und    wir    können    also,    wenn    A^    von    Null    verschieden    ist, 

y^^j  -\-  A^z  -] nach  ganzen  Potenzen  von  z  entwickeln.    So 

erhalten  wir: 

(13)  y«;  z=  a^z  -\-  a^e^  +  a^z^  +  •••» 

worin  dj  =^  y!Z7  ist,  und  wenn  also  A^  von  Null  verschieden  ist, 
so  können  wir  hieraus  eine  Entwickelung  für  z  von  der  Form 

(14)  z  =  \  ^w  +  &2  V"^  +  63  Vtips  J 

ableiten.     Setzen  wir 

w  =  Qe^'P,    \^  =  ypeS 

so  sind  Q  und  q>  Polarcoordinaten  in  der  Ebene,  und  die  zweite 

dieser  Formeln  zeigt,  dass  Yw  sein  Vorzeichen  ändert,  wenn  9 
um  2jt  wächst,  wenn  man  also  einen  einmaligen  Umkreis  um 
den  Nullpunkt  in  der  M;-Ebene  macht. 

Es  ist  also  z  eine  zweiwerthige  Function  von  tc;. 

Einem  Winkel  in  der  u;- Ebene,  der  seine  Spitze  im  Null- 
punkt hat,  entspricht  ein  doppelt  so  grosser  Winkel  in  der 
;8?-Ebene. 

In  diesem  Falle,  der  also  dadurch  gekennzeichnet  ist,  dass  im 
Nullpunkt  dxüldz  verschwindet,  tritt  in  dem  Nullpunkt  selbst  eine 
Verletzung  der  Aehnlichkeit  in  den  kleinsten  Theilchen  auf. 

Um  auch  in  diesem  Falle  eine  eindeutige  Beziehung  zweier 
Flächen  auf  einander  zu  erhalten,  muss  man  sich  die  ti;-Ebene 
durch  zwei  Blätter  überdeckt  denken,  die  aber  beim  Umkreisen 
des  Nullpunktes  ähnlich  wie  die  Umgänge  einer  Schraubenääcbe 
gegenseitig  in  einander  übergehen,  wobei  das  eine  Blatt  das 
andere  durchdringen  muss.     Solche  Flächen  heissen  nach  ßie- 


§.  49.  Stetige  Fortsetzung.  119 

mann  Verzweigungsflächen  und  die  Punkte,  um  die  sie  sich 
winden,  Verzweigungspunkte.  Die  Linien,  in  denen  sich  die 
beiden  Flächen  gegenseitig  durchsetzen,  werden  auch  Ver- 
zweigungsschnitte genannt. 

Verzweigungspunkte  treten  immer  dann  nothwendig  auf, 
wenn  es  sich  um  die  conforöie  Abbildung  zweier  begrenzter 
Flächen  auf  einander  handelt,  von  denen  die  eine  in  der  Be- 
grenzung eine  Ecke  hat,  während  der  entsprechende  Theil  der 
Begrenzung  der  anderen  glatt  verläuft. 

Um  diesen  wichtigen  Umstand  etwas  genauer  ^darzulegen, 
nehmen  wir  an,  dass  die  Begrenzung  einer  Figur  in  der  ^-Ebene 
im  Punkte  e  =  0  eine  Ecke  habe,  Yis.  24. 

in  der  die  beiden  Begrenzungsstücke 
unter  dem  Winkel  ajt  zusammen- 
stossen,  so  dass  dieser  Winkel  im 
loneren  der  abzubildenden  Fläche 
liegt  Führen  wir  eine  neue  Va- 
riable gl  ein  durch  die  Substitution 

2  =  z^^  so  wird,  während  Zi  einen  /^""^"^^^  ** 
Halbkreis   um    den   Nullpunkt  be- 
schreibt,  js    einen   Bogen   von   der    

Grösse  an  beschreiben,  und  es  ist 


die  Ecke  in  der  ir- Ebene  auf  ein  glatt  begrenztes  Stück  in 
der  ^r^- Ebene  conform  abgebildet.  Soll  nun  diese  Ecke  in  der 
tc-Ebene  gleichfalls  auf  ein  den  Nullpunkt  umgebendes,  glatt 
begrenztes  Stück  abgebildet  werden,  so  wird  jSi  eine  eindeutige 
Function  von  w  sein,  und  sich  also  in  der  Form 

(15)  jsi  ==  10  (uq  -\-  a^w  -\-  a2W^  -^  "') 

entwickeln  lassen.     Hieraus    aber   folgert  man    für  z  eine  Ent- 
wickelung  von  der  Form 

(16)  z  =  uf'  (bo  -^  biiv  +  b^iv^  -\ ), 

venn  die  Coefficienten  6o?^n---  Constanten  sind,  von  denen  bo  von 
Null  verschieden  ist 

§.  49. 
Stetige  Fortsetzung. 

Macht  man  in  der  Formel  §.  48  (6)  die  Substitution  z  —  c 
fär ;?  und   ersetzt  dann   wieder  f(z  —  c)  durch /(^r),  so  über- 
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tragen  sich  die  im  vorigen  Paragraphen  für  den  Nullpunkt  ab- 
geleiteten Resultate  auf  einen  beliebigen  Punkt  c.  Es  ergiebt 
sich  eine  Entwickelung  von  der  Form 


00 


(1)  /(^)  =  y:A„{z-  c)«, 


n=0 


in  der  An  die  Bedeutung  hat 

und  diese  Reihe  convergirt  in  einem  aus  dem  Punkte  c  beschrie- 
benen Kreise,  der  bis  zur  nächsten  ünstetigkeitsstelle  der  Function 
f(z)  reicht 

Nimmt  man  in  diesem  Kreise  einen  zweiten  Punkte'  an,  so  kann 
man  eine  Entwickelung  von  f{js)  nach  Potenzen  von  jg  —  &  aufstellen, 
deren  Convergenzkreis  möglicherweise  über  den  der  Reihe  (1) 
hinausreicht,  und  kann  so  die  Function  f(z)  durch  Potenz- 
reihen stetig  fortsetzen.  Es  kann  dabei  der  Fall  vorkommen, 
dass  die  Convergenzkreise  immer  kleiner  und  kleiner  werden,  und 
dass  man  mit  dieser  stetigen  Fortsetzung  nicht  über  ein  gewisses 
Gebiet  hinauskommt  Hat  aber  die  Function  f(z)  in  einem  end- 
lichen Theil  der  Ebene  nur  eine  endliche  Zahl  von  ünstetigkeits- 
punkten,  so  tritt  dieser  Fall  nicht  ein,  und  man  kann  die  Func- 
tion f{z)  über  die  ganze  Ebene  stetig  fortsetzen.  Freilich  können 
sich  dabei  für  dasselbe  Gebiet  von  z  verschiedene  Werthe'  von 
f{z)  ergeben,  je  nach  dem  Wege,  auf  dem  man  die  stetige  Fort- 
setzung in  ein  solches  Gebiet  geführt  hat. 

Wenn  die  Function  f(z)  in  einer  durch  den  Punkt  c  gehen- 
den Linie  den  Werth  0  hat,  so  haben  auch  alle  ihre  Differential- 
quotienten in  c  den  Werth  0,  und  die  Formel  (1)  zeigt,  dass 
die  Function  f(z)  in  dem  ganzen  Convergenzkreise  um  c  den 
Werth  0  hat.  Dasselbe  gilt  auch  für  die  durch  stetige  Fort- 
setzung entstandenen  Gebiete,  und  wir  erhalten  den  Satz: 

Eine  Function  von  ^,  die  in  einem  Linien- 
stück verschwindet,  muss  identisch  ver- 
schwinden, so  weit  sie  stetig  ist. 

In  derselben  Weise  wie  die  Werthe  z  =  c  lässt  sich  bei  Func- 
tionen, die  für  ;2r  =  oo  noch  endlich  und  stetig  sind,  dieser  Werth 
behandeln,  und  man  kommt  auf  den  früheren  Fall  zurück  durch 
die  Substitution  Zi  =  l/z.    Man  erhält  also  in  diesen  Fällen  für 
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eine  Fanction  j{z)  eine  Entwickelung  nach  fallenden  Potenzen 

TOD    ZI 

/W  =  ^«  +  T  +  ^'  +  ^'  +  -. 

die  ausserhalb  eines  Kreises  mit  hinlänglich  grossen  Radien 
convergirt.  Man  spricht  aus  diesem  Grunde  in  der  Functionentheorie 
von  einem  unendlich  fernen  Punkte  und  man  kann  diese 
Ausdrucksweise  auch  der  Anschauung  zugänglich  machen,  wenn 
man  als  Träger  der  Werthe  von  e  nicht  eine  Ebene,  sondern 
eine  Kugelfläche  betrachtet,  die  man  etwa  durch  stereographische 
Projection  aus  der  Ebene  ableitet. 


§.  50. 
Beispiel  I.    Reciproke  Radien. 

Wenn  z  =  f{w)  eine  ganze  lineare  Function  von  w  ist,  und 
g  r=.  X  -\-  iy^  w  =^  u  -\-  iv  gesetzt  wird,  dann  werden  x  und  y 
lineare  Functionen  von  u  und  v,  und  es  entsprechen  constanten 
Werthen  von  u  und  v  zwei  Schaaren  auf  einander  senkrechter 
gerader  Linien.  Die  Abbildung  ist  hier  eine  vollkommen  ähn- 
liche, die  verbunden  ist  mit  einer  Drehung.  Auf  diesen  ein- 
fachen Fall  gehen  wir  hier  nicht  näher  ein.    Es  sei  zunächst 

1  u  —  V 

^  ~  w'     ^  ""  w2  +  t;2 '     ^  ""  ti2  -f  Vä 

0)  1 


folglich  haben  wir 

(2) 


^^  +  2/^  =  iiT+l^' 


V  {X^  4-  t/2)  -t-  y  =  0, 
u  {x^  -\-  y^)  —  X  =  0. 

Die  w-Curven  und  die  v-Curven  sind  hier  zwei  Schaaren  von 
Kreisen,  deren  Mittelpunkte  auf  der  y-kinQ  und  auf  der  a;-Axe 
liegen,  und  die  alle  durch  den  Goordinatenanfangspunkt  gehen. 
Die  Kreise  jeder  Schaar  berühren  einander  (Fig.  25).  Es  sind 
hier  die  ganzen  Ebenen  z  und  iv  eindeutig  auf  einander  be- 
zogen. Dem  unendlich  fernen  Punkte  der  einen  Ebene  entspricht 
der  Nullpunkt  der  anderen. 

Dieser  Abbildung  lässt  sich  eine  andere  geometrische  Deu- 
tang  geben.    Haben  wir  einen  Kreis  mit  dem  Radius  c,  so  können 
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wir  einen  inneren  Punkte  und  einen  äusseren  jSi  einander  zuordnen, 
die  auf  dem  gleichen  Uadius  so  zu  einander  liegen,  dass  der  Kreis- 
radius c  die  mittlere  Proportionale  zwischen  ihren  beiden  Abständen 
r,  r^  vom  Mittelpunkte  ist.  Nehmen  wir  c  =  1  an,  so  wird  also 
rri  —  1.  Man  construirt  den  Punkt  ^i,  wenn  man  durch  jg  die 
kleinste  Sehne  legt  und  in  ihren  Endpunkten  die  Kreistangenten 
zieht,  die  sich  in  dem  Punkte  jSi  schneiden  (Fig.  26).  Auf  diese 
Weise  wird  die  ganze  Ebene  js  auf  sich  selbst  abgebildet,   und 

Fig.  25.  Fig.  26. 


zwar  so,  dass  jeder  innere  Punkt  einem  äusseren  und  jeder  äussere 
einem  inneren  entspricht.  Der  Nullpunkt  und  der  Unendlichkeits- 
punkt entsprechen  einander. 

Diese  Abbildung  heisst  die  Abbildung  durch  reciproke 
Radien. 

Man  kann  nun  noch  eine  dritte  Abbildung  hinzufügen,  in- 
dem man  jedem  Punkte  Zi  den  in  Bezug  auf  die  x-Axe  symme- 
trisch gelegenen  Punkt  g'i  entsprechen  lässt.  Die  Abbildungen  jj 
und /i  entsprechen  dann  einander  wie  das  Original  seinem  Spiegel- 
bilde, d.  h.  sie  gehen  durch  Umklappen  um  die  x-kxQ  in  voll- 
ständige Deckung  über.     Setzen  wir  aber 


z  =  X  -\-  yi,    z\ 


X. 


+  Vih    ^1=^1  — !/i«, 


so  ist 


X  =  rcosO", 
y  =  r  sin  -ö", 


Xi  =  Vi  cos  O", 
yi=  —  ri  sin  ^, 

und  folglich 

(3)  zjs\  =  1 

und  es  stimmt  also  die  Abbildung  von  e  auf  /i  mit  der  durch 
(1)  vermittelten  Abbildung  der  tr-Ebene  auf  die  ^-Ebene  über- 
ein. Es  folgt  daraus,  dass  diese  Bilder  in  den  kleinsten  Theilen 
ähnlich  sind,  und  daraus  ergiebt  sich  weiter,  dass  die  Abbildung 
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durch  reciproke  Radien  gleichfalls  in  den  kleinsten 
Theilen  ähnlich,  aber  spiegelbildlich  ähnlich  ist. 


§.  51. 

Beispiel    IL      Abbildung    durch    lineare    gebrochene 

Functionen. 

Die  Function,  die  wir  im  vorigen   Paragraphen   betrachtet 
haben,  ist  ein  specieller  Fall  der  linearen  gebrochenen  Function 

(1)  ,,  =  a^--^, 

worin  a,  06,  /3  reelle  oder  imaginäre  Gonstante  bedeuten.  Bei 
der  Abbildung  durch  diese  Function  entspricht  jedem 
Kreis  in  der  ti;-Ebene  ein  Kreis  in  der  ^-Ebene  und 
umgekehrt,  wobei  jedoch  auch  gerade  Linien  als  Grenzfälle 
von  Kreisen  auftreten  können.  Um  sich  hiervon  zu  überzeugen, 
bedenke  man,  dass  die  Gleichung  eines  Kreises  in  der  ut;-Ebene 
als  eine  lineare  Gleichung  zwischen  den  drei  Variablen 

u^  -f- 1;2,    ti,    V 

und  folglich  auch,  wenn  w  und  w*  conjugirt  imaginär  sind,   als 
lineare  Gleichung  zwischen 

ww\    tt',    w' 

dargestellt  werden  kann,  etwa  in  der  Form 

(2)  Aww'  +  JBw;  +  B'w'  +  C  =  0. 

Hierin  kann^  reell  angenommen  werden,  und  wir  setzen  es 
Bur  darum  nicht  gleich  1 ,  weil  die  Gleichung  (2)  auch  für  die 
gerade  Linie  gelten  soll,  wenn  man  ^  =  0  setzt.  Dann  sind 
-B,  F  conjugirt  imaginär  und  C  ist  reell.  Macht  man  aber  in 
(2)  die  Substitution  (1),  indem  man  noch 

,z'  —  a' 

w  =  a  -7— 


setzt,  80  erhält  man  eine  Gleichung  von  derselben  Form  wie  (2) 
zwischen  den  Variablen  zjs;\  z^  z\  die  also  wieder  einen  Kreis  in 
der  r-Ebene  darstellt. 

Die  Gonstanten  a,  a,  /5  lassen  sich  so  bestimmen,   dass  drei 
Bedingungen   befriedigt  werden,  z.  B.  so,  dass  drei  gegebenen 
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Fig.  27. 


+  100 


w 


•ymm 


Ti 


Punkten  der    einen  Ebene    drei  gegebene   Punkte  der  anderen 
entsprechen  sollen. 

Als  Beispiel  nehmen  wir  einen  Kreis  mit  dem  Radius  c  um 
den  Nullpunkt  in  der  jer- Ebene,  und  verlangen,  dass  die  Kreis- 
peripherie der  imagi- 
nären Axe  und  das 
Innere  der  Kreisfläche 
der  Halbebene  der 
negativen  u  in  der 
u;- Ebene  entsprechen 
soll.  Damit  ist  die 
Substitution  (1)  noch 
nicht  vollkommen  be- 
stimmt, sondern  es 
bleiben  noch  drei  reelle  Constanten  verfugbar.  Um  diese  zu 
bestimmen,  wollen  wir  festsetzen,  dass  der  Mittelpunkt  des  Kreises, 
also  der  Punkt  ;?  =  0,  dem  Punkte  mo  -=  —  a  entsprechen  soll, 
worin  a  eine  positive  Constante  ist;  sodann  soll  dem  Punkte 
der  Kreisperipherie  z  •=  c  der  Punkt  ti;  =  0  und  dem  Punkte 
jgr  =  —  c  der  Punkt  w;  =  ±  t  oo  entsprechen,  dann  erhalten  wir 

z  —  c 


"m 


■  ■'.-, 


(3)  ^  =  a-j-^. 

und  diese  Function  giebt  also  die  conforme  Abbildung  einer 
Kreisfläche  in  der  ^-Ebene  auf  eine  ti;- Halbebene,* bei  der  die 
Punkte  der  einen  Fläche  denen  der  anderen  gegenseitig  ein- 
deutig entsprechen,  und  bei  der  entsprechende  Punkte  immer 
stetig  mit  einander  fortrücken. 


§.   52. 
Beispiel  HI.    Confocale  Kegelschnitte. 

Wir  betrachten  noch  als  letztes  Beispiel  die  Function 

(1)  z  =  cos  tu, 

worin  die  Function  cosinus  für  ein  complexes  Argument  durch 
die  Gleichungen 

cos  (ti  -|-  iv)  =  cos  u  cos  iv  —  sin  u  sin  iv 

(2)  .  e*4-e-«      .    .  .  e«'  — e-" 

costt;  =    —  rt"    -»    Sinti;  =  i 


definirt  ist. 
(3) 


Es  ergiebt  sich  hieraus 


cos  u  cos  1 1 


w 


y  =  *  sin  «  Bintf, 
1  wenn  man  u  und  v  eliminirt,  so  folgt: 

sin»»« 


cos'  *  t 

X' 


sin^i 


Es  entspricht  also  einem  constanten  v  eine  Ellipse,  deren 
Brennpunkte  die  Goordioaten  x  ^  + 1 ,  y  =^  0  haben.  Einem 
constanten  u  entspricht  eine  Hyperbel  mit  denselben  Brenn- 
punkten; u  und  V  sind  elliptische  Coordinaten  in  der 
Ebene.     Um  alle  Werthe  von  p-     gg 

z,  y  and  jeden  nur  einmal  zu 
erfüllten,  hat  man  v  von  0 
bis  00  und  «  von  —  ä  bis  -|-  ar 
gehen  zu  lassen.  Wenn  näm- 
lich V  von  0  bis  unendlich 
geht,  so  erhält  man  eineSchaar 
die  ganze  Ebene  einfach  über- 
sehender Ellipsen,  deren  erste 
für  «  ^=  0  sich  auf  die  Ver- 
tmidangsst  recke  der  beiden 
Brennpunkte  y  ^  0,  x  =  ±  1 

iDBanunenzieht',  and  wenn  u  von  —  k  bis  -}-  ä  geht,  läuft  bei 
«instantem  v  der  Punkt  x,  y  auf  einer  dieser  Ellipsen  gerade 
euDuü  hemm.  Zwei  Werthe  u  und  u  —  ir  entsprechen  den 
beiden  Aesten  derselben  Hyperbel.  Liegt  u  zwischen  —  \  n  und 
-\-\x,  ao  tat  X  positiv,  und  man  erhält  dann  den  den  Brenn- 
punkt X  ^  -\-  1,  y  ^  0  umschliessenden  Ast. 
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Differentialgleichungen, 


§.  53. 

Definition  und  Eintheilung. 

Ist  die  Grösse  y  eine  Function  von  einer  oder  mehreren  un- 
abhängigen Veränderlichen,  so  kann  ihr  Zusammenhang  mit 
diesen  unabhängigen  Veränderlichen  in  verschiedener  Weise  aus- 
gedrückt  sein.  Der  einfachste  Fall  ist  der,  dass  die  unabhängigen 
Variabein  und  die  Function  durch  eine  Gleichung  mit  einander 
verbunden  sind,  in  welcher  ausser  ihnen  nur  constante  Grössen 
vorkommen.  Eine  solche  Gleichung  nennt  man  eine  endliche 
Gleichung  zwischen  den  Veränderlichen,  und  es  soll  mit  diesem 
Namen  ausgesprochen  sein,  dass  in  der  Gleichung  nur  endliche 
Grössen,  also  keine  Differentiale,  auch  keine  Verhältnisse  von 
Differentialen  vorkommen.  Im  Gegensatze  zu  den  endlichen 
Gleichungen  zwischen  den  veränderlichen  Grössen  stehen  die 
Differentialgleichungen. 

Unter  einer  Differentialgleichung  verstehen  wir  eine 
Gleichung,  welche  ausser  den  unabhängigen  Veränderlichen  und 
der  Function  noch  einen  oder  mehrere  Differentialquotienten  der 
Function  enthält. 

Wir  unterscheiden  gewöhnliche  Diö'erentialgleichungen 
und  partielle  Difierentialgleichungen.  Wird  y  als  Function 
von  nur  einer  Variablen  x  angesehen  und  kommen  demnach  in 
der  Differentialgleichung  nur  die  nach  dieser  einen  Variablen  x 
genommenen  Differentialquotienten  vor,  so  heisst  die  Gleichung 
eine  gewöhnliche  Differentialgleichung.  Soll  dagegen  die 
Function    von   mehreren  Variabein   abhängig   sein,   und   enthält 
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die  Differentialgleichung  die  partiellen  Differentialquotienten 
nach  mehreren  Variabein,  so  wird  die  Gleichung  eine  partielle 
Differentialgleichung  genannt. 

Wir  theilen  die  Differentialgleichungen  (die  gewöhnlichen 
wie  die  partiellen)  in  verschiedene  Ordnungen  ein.  Eine 
Differentialgleichung  von  der  n**"^  Ordnung  ist  eine  solche,  in 
welcher  Differentialquotienten  von  der  n*®^  Ordnung  und  keine 
höheren  vorkommen. 

Wir  unterscheiden  lineare  Differentialgleichungen  und 
nichtlineare.  In  einer  linearen  Differentialgleichung  kommen 
die  Function  y  und  ihre  Differentialquotienten  nur  in  erster 
Potenz  vor  und  keine  Producte  der  Function  mit  den  Differential- 
qnotienten  oder  der  Differentialquotienten  unter  einander.  Eine 
gewöhnliche  lineare  Differentialgleichung  w**'  Ordnung  ist  danach 
von  der  Form 

d"y    ,        d^-^y    ,  ,  d^y    .  dy    ,  ^ 

"« d^  + «'  d^^  +  -  + «»-"  d^«  +  «->  di  + «-» =  ^' 

worin  Oo,  04,  .  .  .  a„,  X  Functionen  von  x  allein  oder  auch  con- 
stante  Grössen  sind.  Ist  X  =  0 ,  so  heisst  die  lineare  Diffe- 
rentialgleichung  homogen. 


Lineare  Difi^srentialgleioliungen. 

§.  54. 

Die  willkürlichen  Integrationsconstanten. 
Das  vollständige  Integral. 

Um  einen  ersten  Einblick  in  die  Natur  der  Lösung  einer 
gewöhnlichen  Differentialgleichung  zu  erlangen,  gehen  wir  aus 
von  einer  endlichen  Gleichung  zwischen  x  und  y,  die  ausser 
diesen  veränderlichen  Grössen  noch  eine  gewisse  Anzahl  von 
Constanten  enthält.  Durch  n  mal  wiederholte  Differentiation 
leiten  wir  aus  dieser  primitiven  Gleichung  n  neue  Gleichungen 
her,  von  denen  die  erste  keinen  höheren  Differentialquotienten 
als  den  ersten,  die  zweite  keinen  höheren  als  den  zweiten,  u.  s.  f., 
die  letzte  keinen  höheren  als  den  n***^  enthält.  Aus  dem  so 
gewonnenen    Systeme    von    n  Gleichungen    und    der    primitiven 
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Gleichung  können  wir  n  constante  Grössen  eliminiren.  Das 
Resultat  wird  eine  gewölinliche  Differentialgleichung  n*«'  Ord- 
nung sein,  welche  n  constante  Grössen  weniger  enthält  als  die 
primitive  Gleichung,  aus  der  sie  hervorgegangen. 

Durch  die  primitive  Gleichung  ist  y  als  Function  von  x  so 
bestimmt,  dass  die  Differentialgleichung  befriedigt  wird.  Eine 
Function  y^  die  der  Differentialgleichung  genügt,  heisst  eine 
Lösung  (oder  auch  ein  Integral)  der  Differentialgleichung,  und 
die  Auffindung  der  Lösung  heisst  die  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichung. 

Aus  der  vorher  angestellten  Betrachtung  geht  hervor,  dass 
eine  endliche  Gleichung  zwischen  x  und  y,  die  einer  Differential- 
gleichung w*«'  Ordnung  Genüge  leistet,  n  Constanten  enthalten 
kann,  die  in  der  Differentialgleichung  nicht  vorkommen.  Diese 
n Constanten  sind  völlig  unbestimmt,  wenn  nichts  als  die  Diffe- 
rentialgleichung gegeben  ist.  Man  nennt  sie  daher  die  willkür- 
lichen Constanten  des  Integrals,  und  die  endliche  Gleichung 
heisst  das  vollständige  Integral  der  vorgelegten  Differential- 
gleichungen n*^'  Ordnung,  wenn  wirklich  n  willkürliche  Con- 
stanten darin  vorkommen,  die  sich  nicht  auf  eine  geringere  An- 
zahl reduciren  lassen.  Im  Gegensatze  dazu  nennt  man  eine 
endliche  Gleichung  zwischen  x  und  j/,  die  der  Differential- 
gleichung n^«' Ordnung  genügt,  ein  particulares  Integral,  wenn 
sie  weniger  als  n  willkürliche  Constanten  enthält 


§.  55. 
Homogene  lineare  Differentialgleichungen. 

Wir  betrachten  nun  eine  homogene  lineare  Differential- 
gleichung w*®'  Ordnung 

(1)   «0 ^.  +  «1  ^-A + •••  +  «-^ rfi + «-y = 0- 

Es  sei  y  =  Y  ein  particulares  Integral.  Dann  wird 
auch  y  =  cY  ein  solches  sein.  Denn  nach  der  Voraussetzung 
wird  die  Differentialgleichung  erfüllt,  wenn  man  statt  y  darin  Y 
schreibt,  also 

/7n  Y  rf»  - 1  y 

(2)  «Orf,„+«.^^^  +  -  +  anr=0. 
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Wird  Dun  aber  cY  für  y  gesetzt,  so  kommt  auf  der  linken  Seite 
nar  noch  der  für  alle  Glieder  gemeinschaftliche  Factor  c  hinzu, 
80  dass  auch  jetzt  deren  Summe  verschwindet. 

Sind  ferner  y  =  F,  und  y  =  1\  particulare  Integrale,  so 
kann  man  daraus  ein  neues  Integral 

bilden.  Dieses  neue  particulare  Integral  ist  dann  von  Fj  und  Y^ 
Dicht  unabhängig,  sondern  aus  ihnen  linear  zusammengesetzt. 
Dagegen  heisst  ein  Integral  Y^  von  Y^  und  Y^  unabhängig,  wenn 
es  sich  nicht  in  die  Form  Cj  Fi  -f-  Cg  Fa  bringen  lässt.  Ueber- 
haupt  werden  k  Integrale  F^  Fj,  ...  Yjc  der  homogenen  linearen 
Differentialgleichung  von  einander  unabhängig  genannt,  wenn 
sich  keine  constanten  Goefficienten  oe^,  «a,  ...  «k,  die  nicht  alle 
verschwinden,  so  bestimmen  lassen,  dass  sie  der  Gleichung 

OiFj  +aaF,  H ^  a^Fk  =  0 

genügen. 

Man  sieht  nun  leicht,  dass  eine  Differentialgleichung  n**' 
Ordnung  nicht  mehr  als  n  unabhängige  particulare  Integrale 
haben  kann.  Denn  sonst  könnte  man  jedes  mit  einer  willkür- 
lichen Constanten  multipliciren  und  erhielte  durch  Addition  der 
Producte  ein  neues  Integral,  das  mebr  als  n  willkürliche  Con- 
stanten enthielte  1). 

Hat  man  aber  n  von  einander  unabhängige  particulare  Inte- 
grale gefunden,  so  ist 

(3)  y  =  CiFi  +  CaFaH \-CnYn 

das  vollständige  Integral  der  homogenen  linearen  Differential- 
gleichung n^'  Ordnung,  und  Ct,  Cfi  •••  c«  sind  willkürliche  Con- 
stanten.    Daraus    lässt   sich   jedes    particulare    Integral 

^)  Die  nothwendige  und  bioreichende  Bedingung  dafür,  dass  die  Func- 
tionen Yj,  Y,,  ...  Ym  linear  unabhängig  sind ,  ist ,  wie  sich  leicht  zeigen 
liist,  die,  dass  die  Determinante 

+   Y  ~*     ^-^  ^'"—  -*" 

""      ^    dx       dx^  dx^"^ 

▼OD  KnU  verschieden  ist.     Hätte  man  aber  n  -f  1   unabhängige  Integrale 
^i.  IV  ...   Yn  + 1  der  Diflferentialgleichung  (2),  so  wäre 


a 


+    «I      .n-l     +  •    •  +  an  1%  =--  0 


dx^  ^   dx 


für  1»  =  1,  2,  ...  n  +  1»  und  die  Determinante  dieses  Gleichungssystemes 
wire  von  Null  verschieden.  Diese  Gleichungen  könnten  also  nur  befriedigt 
•fin,  wenn  alle  Goefficienten  «o,  «i,  ...  a^  gleich  Null  wären. 

Bi«mann-Weber,  Partielle  Differentialgleichungen.  9 
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herleiten,  indem  man  den  Constanten  bestimmte  Werthe 
beilegt. 

Wenn  ein  particulares  Integral  als  bekannt  vorausgesetzt  wird, 
so  lässt  sich  dadurch  die  Auffindung  eines  weiteren  auf  die 
Integration  einer  Differentialgleichung  derselben  Form,  aber  von 
niedrigerer  Ordnung,  und  auf  eine  Quadratur  zurückfuhren. 

Wenn  nämlich  Y  wie  oben  ein  particulares  Integral  der 
Differentialgleichung  (1)  ist,  so  führe  man  eine  neue  unbekannte 
Function  v  ein  und  setze 

(4)  y  =  Y  {  vdx. 

Differentiirt  man  nun  (4)  wiederholt,  so  folgt 


(5) 


y    =     Y     \  vdx^ 


d,v 

X 


worin  die  Differentiation  bis  zur  n**°  Ordnung  fortzusetzen  ist 

Wenn  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  o«,  a^-x^ 
ün-it  •.•  multiplicirt  und  addirt,  so  erhält  man,  wenn  man  die 
von  Y  befriedigte  Gleichung  (2)  berücksichtigt,  auf  der  rechten 

Seite  einen  Ausdruck,  in  dem  das  I  vdo;  nicht  mehr  vorkommt, 

der  die  Function  v  und  seine  n  —  1  ersten  Differentialquotienten 
linear  und  homogen  enthält,  und  der  verschwinden  muss,  wenn 
y  eine  Lösung  von  (1)  sein  soll.  Es  ist  daher  die  unbekannte 
Function  v  durch  eine  Differentialgleichung  derselben  Form  wie 
(1),  aber  nur  von  der  (n  —  \y^^  Ordnung  bestimmt. 

Nehmen  wir  n  =  2  an,  so  lässt  sich  diese  letzte  Differential- 
gleichung, wie  überhaupt  jede  lineare  Differentialgleichung  erster 
Ordnung,  allgemein  integriren,  und  daher  ist  die  vollständige 
Integration  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  auf  Quadraturen  zurückgeführt,  wenn  ein  particulares 
Integral  gefunden  ist. 

Nehmen  wir,  um  dies  näher  darzulegen,  die  gegebene  Diffe- 
rentialgleichung in  der  Form  an: 
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und  wenden  die  Formeln  (5)  an,  so  erhalten  wir  zur  Bestimmung 
von  V 

Diyidirt  man  durch  Tv,  so  kann  man  diese  Gleichung  auch 
so  schreiben: 

ax 
oder: 

Y^v  =  e   '^ 

Hiemach  wird  aber  das  allgemeine  Integral  von  (6) 


(8)  y  =  ^]^ 


X 


e  ''        Ax 


und   die  Integrationsconstanten  sind  die  beiden  additiven  Con- 
stanten  der   Quadraturen. 


§.  56. 

Homogene  lineare  Differentialgleichungen  mit 

Constanten   Coefficienten. 

Es  sei  die  homogene  lineare  DiflFerentialgleichung  n**'  Ord- 
nung gegeben: 

(1)  «•dJ  +  a.5^  +  -  +  a-i^  +  a-y  =  0, 

worin  Oo,  tti,  ...  a„_i,  a»  reelle  constante  Grössen  sein  sollen. 
Wir  können  leicht  particulare  Integrale  finden.    Setzen  wir  z.  B. 

mit  constantem  oe,  so  ist 


da;  '    dx'^  '  da:" 


Führen  wir  diese  Werthe  in  die  Differentialgleichung    ein,    so 
ergiebt  sich 

C"*(aoa"  -|-  Oi«*»"^  -f-  •••  -|-  «n-l«  +  «n)  =  0. 

9* 
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Dies  kann  nicht  anders  der  Fall  sein,  als  wenn  die  Klammer- 
grosse  =  ü  wird.  Die  constante  Grösse  a  ist  also  eine  Wurzel 
der  Gleichung 

(2)  9)(a)  =  ao«**  +  ai.a"-^  +  •••  4"  «n-i«  -f-  a»  =  0. 

Wir  bezeichnen  die  w  Wurzeln  der  Gleichung  mit  Oi,  a„  . . .  a» 
und  betrachten  zunächst  den  Fall,  dass  sie  sämmtlich  von  ein- 
ander verschieden  sind.  Dann  haben  wir  n  von  einander  unab- 
hängige particulare  Integrale  der  Differentialgleichung,  nämlich 

Das  vollständige  Integral  ist  demnach 

(3)  y  =  Ci  e«»*  +  Ca  e«t*  -| [-  Cn^«»»*. 

Hat  die  Gleichung  n*^  Grades,  welcher  a  genügen  muss,  imagi- 
näre Wurzeln,  so  kommen  diese  immer  paarweise  conjugirt  vor, 
d.  h.  die  eine  ist  von  der  Form  f*  -|-  A«,  die  andere  von  der 
Form  f*  —  li.  Es  seien  z.  B.  Oi  und  «a  solche  conjugirt  imagi- 
näre Wurzeln 

«1  =  f*  +  Ai, 

«2  =  ^  —  A  e, 
dann  ergiebt  sich 

=  ef^'  {{ci  -\-  Ca)  cosAa;  -(-  (c^  —  Cj)  i  sin  Aa:}- 

Da  nun  Ci  und  Oa  willkürliche  Gonstanten  sind ,  so .  können  wir 
dafür  zwei  andere  einführen,  indem  wir  setzen 

^1   "T"  ^2  =  ^'n 
yCi  —  C2)  t   —   n'a. 

Dadurch  erhalten  wir 

Cie"^-"  +  CgC*^*  =  e^'Cfci  cosAic  -|-  fc^sinA^r). 

Das  eben  angewandte  Verfahren  erleidet  eine  Modification, 
wenn  die  Gleichung  in  a  nicht  lauter  verschiedene  Wurzeln  hat. 
Man  erhält  die  Lösung  in  diesem  Falle  am  einfachsten  auf 
folgendem  Wege: 

Wir  bezeichnen  die  linke  Seite  der  Differentialgleichung  (1) 
symbolisch  mit  DCy),  setzen  also 

(4)  D{y)  =  a,  jj,  +  a.  ^^-J  +  ...  +  «..^  ^  +  a,y. 
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Bezeichnet  nun  a  zunächst  eine  von  x  unabhängige  veränder- 
liche Grösse,  so  ergiebt  sich  aus  dieser  Definition 

(5)  2>(e«*)  =  e«*9)(a), 

worin  qp(a)  als  ganze  Function  n**"  Grades  von  a  durch  (2) 
definirt  ist.  Wenn  wir  nun  die  Formel  (5)  wiederholt  nach  a 
differentiiren,  wobei  die  derivirten  Functionen  von  qp(a)  mit 
qp'(a),  (p"(a)  .  .  .  bezeichnet  sind,  so  erhält  man,  wenn  man  be- 
denkt, dass  man  die  Reihenfolge  der  Differentiation  nach  x  und 
nach  a  vertauschen,  also 


c 

d 
setzen  darf: 


^,2)(e"')  =  D(^^;)=Z)(^'e"') 


(6)  D(x^ &")  =  &" [a;2 9?(a)  -{- 2x  <p'(a)  +  ^"(a)], 

Ist  nun  a  eine  n» fache  Wurzel  der  Gleichung  9)  =  0,  so 
ist  9?(a)  =  0,  9?'(a)  =  0,  ...,  9)(»»-i^(a)  =  0,  und  die  Glei- 
chungen (6)  zeigen  unmittelbar,  dass  man  für  eine  solche  Wurzel 
genau  m  unabhängige  particulare  Integrale  erhält: 

(7)  &",  xe^'^,  a;26«^,  ...  x^-"^^'. 

Zerfallen  also  die  W^urzeln  der  Gleichung  9)  =  0  in  Gruppen 

von  je  in, TU],...  unter  einander  gleicher,  so  ist  n  =  m -|-Wi-| , 

und  die  allgemeine  Lösung  der  Differentialgleichung  (1)  ist 

(8)  y  =f(x)e»-  +  fi(x)€-^'  +  '"^ 

worin /(j:), /i (a;),  ...  willkürliche  ganze  Functionen  der  Grade 
m  —  1,  tWi  —  1,  . . .  sind,  deren  Coefficienten,  n  an  der  Zahl,  die 
willkürlichen  Constanten  der  Integration  sind. 

§.  57. 
Anwendung.     Schwingungen  einer  Magnetnadel. 

Wir  wollen  als  Beispiel  die    folgende  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  betrachten 

worin  £  und  n  positive  Constanten  sind.  Diese  Gleichung  kommt 
in  Anwendungen  häufig  vor.  Sie  drückt  z.  B.  die  Schwingungen 
einer  Magnetnadel  aus,  wenn  y  die  als  klein  vorausgesetzte  Ab- 
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lenkung  aus  der  Gleichgewichtslage  und  x  die  Zeit  bedeutet  Es 
ist  dann  angenommen,  dass  auf  die  Nadel  eine  mit  y  proportio- 
nale Richtkraft  und  eine  mit  der  Geschwindigkeit  dy  jdx  pro- 
portionale, der  Bewegung  stets  entgegengesetzte  Dämpfung  ein- 
wirken. 

Die  quadratische  Gleichung  für  04,  o,  wird  hier 

(2)  «3  +  2««  -f  wa  =  0, 

wenn  wir  zunächst  €  =  0  annehmen,  so  wird  a  =  +  in,  und 
die  allgemeine  Lösung  von  (1)  ist 

(3)  y  =  J.  sin  w  a;  +  JB  cos  n  a;, 
wofür  man  auch 

(4)  y  =  A  sinn(a?  —  a) 

setzen  kann,  wenn  A  und  a  die  Integrationsconstanten  sind. 
y  ist  hier  eine  rein  periodische  Function  von  x.    Der  Coefficient  A 


Fig.  29. 


(positiv  genommen)  heisst 
die  Amplitude  der  Schwin- 
gung. Die  Periode  ist  T 
=  2it/n  und  wird,  wenn 
X  die  Zeit  bedeutet,  die 
Schwingungsdauer  genannt. 
Die  Constanten  A^  a  kann 
man  bestimmen,  wenn  für 
einen  speciellen  Werth  von  .r,  etwa  für  ir  =  0,  die  Werthe  von 
y  und  von  dy/dx  gegeben  sind.  Für  x  =  a  ist  y  =  0,  und 
wenn  wir  also  den  Fall  der  schwingenden  Magnetnadel  im  Auge 
behalten,  so  ist  a  der  Zeitpunkt,  wo  y  durch  die  Gleichgewichts- 
lage geht.  Nehmen  wir  2\  y  als  rechtwinklige  Goordinaten  an, 
so  wird  y  durch  eine  Sinuslinie  dargestellt  (Fig.  29). 

Wenn  e  von  Null  verschieden  ist,   so  sind   zwei  (oder  drei) 
Fälle  zu  unterscheiden.     Die  Wurzeln  von  (2)  sind  nämlich 

a  =  —  £  ±  i  Vn2  —  £2, 

Es  sei  n  >  £,  also  die  beiden  Werthe  von  a  imaginär.    Die 
allgemeine  Lösung  kann  dann,  wenn 

n'  =  Vw-  —  E'^ 
gesetzt  wird,  in  der  Form  dargestellt  werden 

y  =  Ae-^^  sinn'(a;  —  a), 
oder,  wenn  man  die  willkürliche  Constante  a  =  0  annimmt: 
(5)  y  =  -4.6-**  %mn'  x. 
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Schwingungen  einer  Magnetnadel. 
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Man  erhält  die  Maxima  und  Minima  von  y  aus  der  Gleichung 
dy/dx  =  0,  also  aus 

(6)  c-**(n'  cosn'x  —  s  ünn'x)  =  0, 

und  wenn  man  einen  Winkel  (p  einführt,  der  durch 

tg9,  =  ; 

definirt  ist,  der  zwischen  0  und  -^  liegt,  und  um  so  kleiner  ist, 
je  kleiner  b  ist,  so  sind  die  positiven  Wurzeln  der  Gleichung  (6) 

n'xo  =  —  —  9), 
n'xi  =  -  —  9)  +  Ä, 
n'x.i  =  -  —  9)  +  23r, 


Die  zugehörigen   Werthe  von  y  erhält  man    aus  (5),    also    die 
äossersten  Lagen,  wo  die  Magnetnadel  ihre  Bewegung  umkehrt: 

yo  =  Aer-^^  cos  9), 

— 1/1  =  -4e-*'»  cos  9), 

j/a  =  ^5-**«  cos  9?, 


und  daraus,  da  n'{xi  —  Xq)  =  n'(x2  —  ^1)  = 


=  n  ist: 


log(— yi)  —  logyo  = 


n' 


671 


logya  —  log(— yO  =  -^, 


Fig.  30. 


Die  geraeinsame  Differenz  dieser  Logarithmen  wird  nach 
Gauss  das  logarithmische  Decrement  genannt,  während 
2«/n'  die  Schwingungs- 
daaer  heisst.  Die  Beobachtung 
dieser  beiden  Grössen  dient  zur 
Bestimmung  von  n  und  e. 

Die    Bewegung    der    Nadel 
Mt  also  hier  gleichfalls  oscillatorisch,  aber  mit  stets  abnehmen- 
der Amplitude. 
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§.68. 


Betrachtet  man  x  und  y  wieder  als  rechtwinklige  Coordi- 
naten,  so  erhält  man  die  Curve  Fig.  30  (a.  v.  S.). 


§.  58. 
Fortsetzung.    Aperiodische  Schwingung. 

Wenn  nun  aber  £  >  n  ist,  dann  werden  die  Wurzeln  a 
reell,  und  wenn  wir  m  =  y^^  —  1^2  setzen,  so  ist  m  positiv  und 
kleiner  als  £,  und  das  allgemeine  Integral  unserer  DifFerential- 
gleichung  §.  57,  (1)  wird 

(1)  \j  =  e-"*^(ae--"*'  —  6e*"*), 

worin  a  und  b  die  Integrationsconstanten  sind,  die  sich  be- 
stimmen lassen,  wenn  für  ir  =  0  die  Werthe  von  y  und  dy/dx 
gegeben  sind.    Man  erhält 


(2) 


dy _^ 


dx 


=  —  c-*^[tt(£  -\-  m)e-»"'  —  6(£  —  m)e"*']. 


Es  sind  nun  wieder  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 

1.    Wenn   a  und  b  entgegengesetzte  Vorzeichen   haben,  so 
kann  weder  y  noch  dy/dx  für  einen  endlichen  Werth  von  x  ver- 


Fipr.  31. 


schwinden;  es  wird  aber 
y  für  ein  negativ  unend- 
liches X  unendlich  gross 
und  für  ein  positiv  unend- 
liches X  unendlich  klein. 
Es  wird  sich  also  die  Magnet- 
nadel ,  welche  anfängliche 
Lage  sie  auch  haben  mag, 

ohne  die  Richtung  ihrer  Bewegung  umzukehren,  asymptotisch  der 

Gleichgewichtslage  nähern  (Fig.  31). 

2.  Wenn  die  Constanten  a,  b  das  gleiche  —  nehmen  wir  an 
das  positive  —  Vorzeichen  haben,  so  wird  ^  =  0  für  einen  Werth 
.To  von  X,  und  dyjdx  =  0  für  einen  Werth  .ri,  und  zwar  ist 


1    ,       a 

^*o  =  ö—  l^g  TT » 
2  m         0 


1    ,      aU  -\-  n%) 


also  .1*1  >  Xq.     Für    ein   unendlich   grosses   negatives  x  wird  y 
negativ  unendlich  gross  und  für  ein  unendlich   grosses   positives 


§.  59. 


Systeme  linearer  DifferentialgleichuDfiren. 


137 


X  unendlich  klein.  Wenn  z.  B.  die  Magnetnadel  durch  einen 
anfanglichen  Stoss  aus  der  Gleichgewichtslage  gebracht  ist,  so 
wird  sie  bis  zu  einem  gewissen  Maximum  der  Ablenkung  gehen, 


Fig.  32. 


welches  sie  zur  Zeit  x^  er- 
reicht, und  von  da  an  sich 
der  Gleichgewichtslage  wie- 
der asymptotisch  nähern 
(Fig.  32).  In  beiden  Fällen 
ist  also  eine  oscillatorische 
Bewegung  nicht  möglich, 
und  man  nennt  daher  diesen 
Vorgang  aperiodiscL 

Es  bleibt  noch  ein  dritter  Hauptfall  übrig,  nämlich  der,  dass 
n  =  £  ist,  dass  also  die  Gleichung  §.  57,  (2)  zwei  gleiche  Wur- 
zeln hat.  In  diesem  Falle  ist  die  allgemeine  Lösung  der  Diffe- 
rentialgleichung (1) 

y  =1  {ax  -\'  b)  e-**, 

und  der  Vorgang  ist  gleichfalls  aperiodisch.    Sie  ist  von  der  Art, 
die  Fig.  31  zeigt,  wenn  a  ==  0  ist,  sonst  von  der  Art  der  Fig.  32. 


§.  59. 

Systeme   linearer   Differentialgleichungen   mit 

Constanten  Coefficienten. 


Die  Integration  eines  Systems  gewöhnlicher  linearer  Diffe- 
rentialgleichungen mit  mehreren  abhängigen  Variablen  kann 
man  durch  fortgesetzte  Differentiation  und  Elimination  aller 
abhängigen  Variabein  bis  auf  eine  auf  die  Integration  einer 
Differentialgleichung  von  entsprechend  höherer  Ordnung  zuriick- 
ffihren.  Man  kann  aber  auch  umgekehrt  ein  System  von  Diffe- 
rentialgleichungen höherer  Ordnung  durch  Einfuhrung  neuer 
Variabein  an  Stelle  der  Differentialquotienten  auf  ein  System 
von  Differentialgleichungen  zurückführen,  in  dem  nur  erste  Difte- 
rentialquotienten  vorkommen.  Wir  wollen  hier  noch  ein  solches 
System  betrachten,  das  wir  in  Bezug  auf  die  Differentialquotienten 
aufgelöst  annehmen: 
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(1)  -^  =  cji  yi  +  «ä»  y»  H hc»»y 


ni 


i»f 


■^   =   Cni  J/i  +  Cn2  J/a  H h  ^nnj/ 


ni 


worin  die  Chh  Gonstanten  sein  sollen. 
Setzt  man  hierin  versuchsweise 

(2)  j/i  =  Ui  e^',    ya  =  036^^,    .  .  .  y«  =  »nC^*, 

so  erhält  man  aus  (1)  zur  Bestimmung  der  Constanten  Oi,  O], 
.,,  üny  k  die  Gleichungen 

(cii  —  k)ai  -\-  Cijrtj  + h  Ci„an  =  0, 

(3)  ^21  «1   +  (CJ2  —  ^)  «2  H h  C2n  fln  =  0, 

Cnl«i  +  Cn2a2  H +  {^nn  ^)  «n  =  0, 

und  wenn  die  Gonstanten  aj,  a^,  ...an  nicht  alle  gleich  Null  sein 
sollen,  so  muss,  wenn  wir  zur  Abkürzung 

Cii  A,   Cj 2i   • .  •   Cln 

setzen,  A  eine  Wurzel  der  Gleichung 

(5)  L(k)  =  0 

sein.  Setzt  man  für  A  eine  Wurzel  dieser  Gleichung  ein,  so 
kann  man  aus  (3)  die  Verhältnisse  ai  :  a^  :  -"  :  an  bestimmen, 
während  ein  gemeinschaftlicher  Factor  h  willkürlich  bleibt.  Nun 
ist  die  Gleichung  (4)  vom  n^"'"  Grade  und  hat  n  Wurzeln  A|,  il,, 
...  kn,  denen  n  Systeme  der  Gonstanten  «i,  aj,  -.,  an  entsprechen. 
Man  erhält  dann  die  allgemeine  Lösung  der  Differential- 
gleichungen (1)  in  der  Form 

Vi  =  ''i  ^h  1  e^'^  4-  Äj  a,  2  e^«'  H K  am  e^"', 

(6)  2/j  =  Äi  ^^21  ^""^  +  KCI22C'*'  -| Änaane^"', 

!/n  =  hiUnie'i'  -f  h^ame'^'  -\ Kann^"", 

worin  7*i,  Ä2»  •  •  •  ^n  die  willkürlichen  Constanten  sind. 
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Diese  Betrachtung  gilt  zunächst  nur  für  den  Fall,  dass  die 
Gleichung  (5)  n  von  einander  verschiedene  Wurzeln  hat.  Sie 
gilt  aber  auch  in  einem  anderen  Falle:  Nehmen  wir  an,  dass 
fiir  einen  Werth  A  nicht  nur  die  Determinante  L,  sondern  auch 
ihre  sämmtlichen  Unterdeterminanten  von  n  —  w  -(-  1  Reihen 
verschwinden,  dann  sind  für  diesen  Werth  von  A 

^^^'       dk    '        '        dl^-^ 

gleich  Null,  und  k  ist  eine  (mindestens)  n» fache  Wurzel  von 
L(A)  =  0.  Dann  aber  bleiben  m  von  den  Coefficienten  %,  aj, 
...0,  nach  den  Gleichungen  (3)  willkürlich  *),  und  wir  erhalten 
also  aus  dieser  einen  Wurzel  m  von  einander  unabhängige 
particalare  Lösungen.    Daraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

Die  Ausdrücke  (6)  stellen  die  allgemeine  Lö- 
sung der  Differentialgleichungen  (1)  dar,  wenn 
für  jede  m fache  Wurzel  der  Gleichung  L{k)  =  0 
alle  n  —  m  +  1-reihigen  Unterdeterminanten  von 
L{k)  verschwinden 2). 

Nun  kann  aber  die  Gleichung  L(A)  =  0  auch  eine  m  fache 
Wunel  haben,  ohne  dass  alle  n  —  m -|- 1  -  reihigen  Unter- 
determinanten  verschwinden.  Dann  erhalten  wir  aus  (2)  nicht 
die  genügende  Anzahl  von  particularen  Lösungen,  und  in  diesem 
FaDe  kann  man  sich  die  nöthige  Anzahl  von  Lösungen  nur  da- 
durch verschaflFen,  dass  man  in  (2)  die  Coefficienten  ai,  a^^  ,..  an 
nicht  als  constant,  sondern  als  ganze  rationale  Functionen  von 
X  bestimmt,  wie  oben  in  §.  56.  Die  allgemeinere  Untersuchung 
dieser  Frage  lässt  sich  sehr  vollständig  und  einfach  durchführen 
mit  Hülfe  der  Theorie  der  linearen  Substitutionen  und  ihrer 
Transformation,  auf  die  wir  hier  nicht  eingehen  können  3). 

In  der  Theorie  der  unendlich  kleinen  Schwingungen,  in  der 

die  unabhängige  Variable  x  die  Zeit  bedeutet,  ist  es  von  grosser 

Wichtigkeit,  dass  diese  Variable  nicht  ausserhalb  derExponential- 

*     function,   die  in  diesem  Falle  einen  imaginären  Exponenten  hat. 


*)  VergL  Weber,  Lehrbuch  der  Algebra,  Bd.  1,  2.  Aufl.,  §.  27. 

*)  Wenn  man  in  diesem  Falle  durch  Di£ferentiatiou  und  Elimination 
I^iSerentialgleichungeD  höherer  Ordnung  mit  nur  einer  abhängigen  Variablen 
^deo  will,  so  erhält  man  mehrere  Differentialgleichungen  von  niedrigerer 
»li  »*»  Ordnung,  deren  jede  nur  eine  abhängige  Variable  enthält. 

•)  VergL  Weber,  Lehrbuch  der  Algebra,  Bd.  2,  2.  Aufl.,  §.  41,  42. 
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vorkommt.  Dies  kann  also  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  auch 
dann  eintreten,  wenn  die  bestimmende  Gleichung  (5)  gleiche  Wur- 
zeln hat*). 

§.  60. 

Berechnung  bestimmter  Integrale  durch  die  Integration 

von  Differentialgleichungen. 

Man  kann  nach  Dirichlet's  Vorgang  durch  die  Integration 
linearer  Differentialgleichungen  gewisse  bestimmte  Integrale  er- 
mitteln, wovon  hier  einige  Beispiele  folgen.    Man  setze 


00 


Jda 


=  I  e-*"cosar  -t=. 


00 

J  V« 

0 

worin  k  eine  positive  Gonstante  sei,  und  betrachte  diese  Inte- 
grale als  Function  der  Variablen  x.  Für  den  besonderen  Werth 
X  =  0  erhält  v  den  Werth  0  und  für  u  ergiebt  sich 

da 


J       v« 


0 

oder  durch  die  Substitution  a  =  ß\  da  =  2ßdß: 


OD  

«  =  2je-*.^d^  =  y|     (§.12). 


Durch  Differentiation  von  (1)  findet  man: 

t. 

(Ix 
(2)  " 


=  —  I  e~-^'"  \a  sinaxda, 


dv  I       ,,    .  7 

-7-  =        I  c~*"  \  a  cos«./'  da, 
ax  *  ' 


<i 


^)  Dies  ist,  wie  in  Thomson  and  Tait,  Natural  philosophy  bemerkt 
int,  von  Lagrange  und  Laplace  übersehen  worden;  vergl.  Lord 
Rayleigh,  Theory  of  sound,  2n<i  edition,  vol.  1,  p.  109. 


§.  60. 


Berechnung  bestimmter  Integrale. 
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Andererseits  erhält  man  aber  durch  DifTerentiation  nach  a 

d  r- 

(e-**'ya  cosaa:) 

^"^^'cosaa; 


da 


=  —  lie-^**  y«  cosao;  —  xe-'^^'^  sinao;  -|- 


2  V^ 


du 


(e-**'ya  sin  ax) 


=  —  Jcer-^^'^a  sin  ax  -\-  xc^^'^a  cosao:  -j- 


er^^  sinaa; 


2ya 


^= — » 


und  wenn  man  diese  Formeln  nach  a  zwischen  den  Grenzen  0 
und  oo  integrirt,  so  verschwinden  die  linken  Seiten  und  es  er- 
giebt  sich  nach  (1)  und  (2) 

dt;    ,       ^**    I.  ^ 
d5  +  ^d^+ 2 


—  *^  +  ^T^  +  ^«*  =  0 


(3) 


+*T^  +  ^:7^  +  ö^^  =  0 


dx 


dx 


«*i 


V, 


v,       w. 


Wenn  man  nochmals  nach  x  differentiirt,  so  erhält  man 
hieraus  vier  Gleichungen,  aus  denen  man  v,  dv/dx  und  d^v/dx^ 
eliminiren  kann,  und  man  wird  auf  eine  lineare  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  für  u  gefuhrt.  Es  ist  aber  besser, 
die  beiden  Gleichungen  (3)  direct,  ohne  diese  Elimination,  auf- 
zulösen. 

Zur  Bestimmung  der  Integrationsconstanten  hat  man  noch 
die  beiden  Bedingungen 


(4) 


für    X  =  0    ist    u  =  1/t-,    V  =  0, 


Wenn  man  die  Gleichungen  (3),  so  wie  es  in  den  Formeln 
angedeutet  ist,  mit  u,  v  und  dann  mit  — v,  w  multiplicirt  und 
jedesmal  addirt,  so  folgt 


(5) 


,  /  du         dv\  1      /   du  ,     dv\   ,   1  .  ,  ,     ,^       «1  , 


,/  du   .      dv\         /    du         dv\  ^  . 

nnd  wenn  man  hier  mit  rc,  fe  multiplicirt  und  addirt: 

(fc*  +  *')(«  ^  +  *  ^)  +  ^  ^  («^  +  ^'')  =  0- 


■  4y   • 
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Nun  ist  aber 

2(udu  4-  vdv)  =  d(u^  +  v«), 
und  es  ergiebt  sich  also 

d  log  (u^  -\-  v^)  _      ^x      _  _  d  log  Vfc«  -f^* 

Dies  lässt  sich  nun  unmittelbar  integriren  und  führt,  mit  Rück 
sieht  auf  die  Bedingungen  (4),  zu  dem  Resultate 

n 


(6)  ti»  +  t;2  =  _ 

Wenn  wir  zweitens  die   Gleichungen  (5)    mit    —  Ä;    und  a 

multipliciren  und  wieder  addiren,  so  ergiebt  sich 

I. 
(Ä«  +  a;'i)  {udv  —  vdw)  =  -  (w2  -|-  t;»)  dx, 

m 

und  dies  kann  man  leicht  auf  die  Form  bringen 

,  v  -.x 

u  l         k 


v'^  2  x^ 

14-—  14-  — 

und  durch  Integration  mit  Rücksicht  auf  (4) 

,      V  1  .     X 

wenn   der  Bogen  arctg  beiderseits  zwischen  —-^^  ^^^  ^"  o"* 
genommen  wird.    Setzen  wir 

"  k 


(7)  arctg  -|.  =  *, 


so  folgt  hieraus 

und  mit  Rücksicht  auf  (6) 

V^  1    ^ 

^   =    :;!/— ^ cos  pr  ^, 

(8)  1^*'  +  -^         ' 

V  =  -T, -'  -   — -  Sin  -  ^. 

Damit  sind  die  Werthe  der  Integrale  d)  bestimmt.     Machl 
man  darin   noch   die   Substitution   a  =  /3>,    so   kann   man   die 
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Integrationsgrenzen  für  ß  auch  von  — oo    bis  -f-^    ausdehnen 
und  erhält  ^ 

+    00 


1 


l/^  1 

*.^  nr^a  Ai  X  d  ß    =    -j-  ^-   COS  -  ^, 


'P 


cos/3^ 


-  00 

+  « 


yk^  +  Äja 


_      V^ 


j  e-*i^  sin/}2a;d/3  =  — ^ 


fc^-f  ^a 


.     1  ^ 
sin  ö  *, 


was  sich  mit  Benutzung  der  imaginären  Einheit  i  auch  in  die 
eine  Formel  zusammenfassen  lässt: 


(9) 


+    OD 


_     y^r 


—  00 


yic^  +  x» 


Hierin  kann  man  nach  dem  Satze  §.  9  die  positive  Grösse  k 
in  Null  übergehen  lassen.  Dann  nähert  sich  ^  bei  positivem  x 
der  Grenze  1/3  ä,  und  man  erhält  aus  (9),  wenn  man  x  =  l  an- 
nimmt 

+  «0 

(10)  jc'^d/J=  |/|(l+t), 


—  OD 


oder  in  reeller  Form 

+  » 
(II)  I  cos 


+    «O  +00 


00 


00 


5^ 


§.  61. 
Zweites  Beispiel. 

Wir  leiten  nach  dieser  Methode  noch  ein  anderes  bestimmtes 
Integral  her.    Es  sei 


ü) 


Gl 


+  00 

=  I  er-''*  cosocx  da, 


00 


voraus  durch  Differentiation : 


(2) 


dcD 
dx 


+  00 


=  —  I  e~^*  amnaxda. 


OD 
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Andererseits  erhält  man  durch  Differentiation  nach  u 
de^"*  sinax  =  —  2c~***  usmaxda  -\-  xe"^^  cosa xda^ 

woraus  durch  Integration  zwischen  den  Grenzen  —  oo  und  -f-  ® 
nach  (1)  und  (2): 

(3)  2^  +  xa>  =  0, 
und  durch  Integration 

(4)  a  =  Ce    * 

worin  C  von  a'  unabhängig  ist.    Es  ist  aber  für  a;  =  0 

+  » 
o  =  f  e-"*  da  =  in      [§.  12,  (3)], 


i,. 


00 


und  mithin  ergiebt  sich 


(5)  I  c-'^*  Qosaxda  =  yor  c    *     . 

m.' 


OD 


Substituirt  man  a^p  für  a  und  setzt  q  =  x}'p^  worin  dann 
/)  ein  positiver,  q  ein  beliebiger  Parameter  ist,  so  folgt  die  etwas 
allgemeinere  Formel: 

e-i'«*  cosqada  =  V -  e    *^ 

f  P 


(6) 


oder    auch,    indem    man    das  Integral    in    zwei   gleiche   Theile 
zerlegt 


fe-P"*  cosqada  =  —  V  — 
^    J  P 


(7)  \  e-P"*  cosquda  =z  -  \/- e    ^'^ 


0 


§.  62. 
Nicht  homogene  lineare  Differentialgleichungen. 

Die  Integration  der  nicht  homogenen  linearen  Differential- 
gleichungen lässt  sich  nach  einem  Verfahren  von  Lagrange  auf 
die  Integration  einer  homogenen  Differentialgleichung  und  auf 
Quadraturen  zurückführen. 
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Wir  nehmen  a^  =  l  an,  so  dass  die  gegebene  Gleichung 

^'>    dJ  +  «^d5i.-^.  +  --  +  ''— dl  +  «-y  =  ^' 

oder  in  abgekürzter  Form  geschrieben 

(2)  D(y)=  X 

lautet,  worin  Oj,  ...  a„,  X  gegebene  Functionen  von  x  sind. 
Wir  wollen  annehmen,  dass  die  homogene  Gleichung 

(3)  D{v)  =  0 

vollständig  integrirt  sei,  dass  also  n  von  einander  unabhängige 
Lösungen  Vj,  v^,  ...  v«  der  Gleichung  (3)  gefunden  seien. 

Wir  lassen   nun   ti],  t/21  . .  •  u„    ein    noch  zu   bestimmendes 
System  von  Functionen  von  x  bedeuten  und  setzen 


k  =  i 

und  wollen  nun  die  Functionen  Uk  so  bestimmen,  dass  die  DiflFe- 
rentialgleichung  (1)  durch  (4)  befriedigt  wird. 

Wenn  wir  den  Ausdruck  (4)  nach  x  differentiiren ,  so  er- 
halten wir  zwei  ähnliche  Summen,  von  denen  wir  die  eine  jedoch 
gleich  Null  setzen ,  wodurch  eine  Bedingungsgleichung  für  die  u 
gegeben  ist.  Wir  setzen  dann  dijB  Differentiation  fort  und  ver- 
fthren  jedesmal  ebenso,  ausgenommen  bei  der  letzten,  n*®**  Diffe- 
rentiation. 

Bezeichnen  wir  die  successiven  Differentialquotienten  irgend 
einer  Function  u  zur  Abkürzung  mit  u\  m",  . . .  u^^\  ...  so  bilden 
wir  also  das  folgende  System  von  Gleichungen: 

y  =  UukVTc 

y'         =  ^u^ii,  ^VkUk  =  0 

Wenn    wir    die    Gleichungen    (5*)    der    Reihe    nach    mit 
Or,  (Ih_i,  ...  Oj,  1  multipliciren  und  addiren,  so  folgt 

D(y)  =  2:u,D(v,)-\-  X, 

imd  da  nach  Voraussetzung  D(vk)  =  0  ist,  so  ist  die  Gleichung  (1) 

Bi«mann-Weber,   Partielle  Differentialgleichungen.  |Q 
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befriedigt,  wenn  die  Functionen  w»  aus  den  Gleichungen  (5**) 
stimmt  werden.  Diese  sind  aber  für  die  Unbekannten  du^l 
linear,  und  ihre  Determinante  ist  von  Null  verschieden  i).  Si 
dann  die  Differentialquotienten  du^idx  gefunden,  so  erhält  dd 
die  Functionen  Mj,  selbst  durch  je  eine  Quadratur,  die  noch  e 
additive  üonstante  mit  sich  bringt,  und  der  allgemeine  A 
druck  fiir  y  erhält  die  Form 

(6)  y  =  I^uuv^  +  CiVi  +  CaVa  -f 1-  c^Vn- 

Nehmen  wir  z.  B.  n  =  2    und  die  vorgelegte  Differenti 
gleichung  in  der  Form 

so  ergeben  sich  zwei  Gleichungen  (5^): 

Viu\  +  yaui  =  0, 

(Ol  I      f      .     '    f      f  -.^ 

^  ViUi  -f-  t'aUa  =  A, 

und  daraus  durch  Autlösung,  wenn  wir 

(9)  Vi  v\  —  v%  V\  =  A 
setzen : 

(10)  z/«i  =  —  Va  X,    z/iii  =  Vj  X. 

A  ist  jedenfalls  von  Null  verschieden,  denn   sonst  würde   i 
gegen  unsere  Annahme  aus  (9)  ein  constantes  Verhältniss  Vx 
ergeben,  und  man  erhält  also  aus  (10) 

(11)        u,  =  y—^^—,    „,  =  j  L__.. 

Danach  lässt  sich  die  Endformel  in  folgender  Gestalt 
stellen : 

Wir  bezeichnen  die  Integrationsvariable  in  (11)  durcl 
Buchstaben  f ,  müssen  dann  aber  bei  jeder  Function  in  d< 
Zeichnung  ausdrücken,  ob  das  Argument  x  oder  |  zu  nehm 

Wenn  wir  dann  unter  c,  c^,  Cj  willkürliche  Constante 
stehen,  so  ergiebt  sich  aus  (11)  und  (6)  für  das  allgemein 
gral  der  Differentialgleichung  (7) 

X 

(12)    y  =  I  X(|)  [v,  (I)  i',  (x)  -  vt  a)  i\  U)]  i^i  +  c,  Vi  (x)  -\- 

c 

es  kommen  hier  nur  scheinbar  drei  willkürliche  Consta? 


*)  Vergl.  §.  55,  Anmerkung. 
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denn  eine  Aenderung  von  c  bedingt  nur  eine  Aenderung  von 
Ci  und  Cj,  und  wir  verlieren  also  nichts  an  Allgemeinheit,  wenn 
wir  für  c  irgend  einen  speciellen  Werth  setzen. 

Die  Function  ^1  lässt  sich  aus  den  Coefficienten  der  Diffe- 
rentialgleichung durch  eine  Quadratur  finden.  Es  ist  nämlich 
nach  der  Definition  von  Vj,  v^ 

vi  -\-  av\  -\-  bvi  =  0, 

v'i  -f-  av2  -\-  bv^  =  0, 
und  daraus: 

Vi  v%  —  Va  v"  +  ö  {^1  ^2  —  Va  Vi)  =  0, 
oder,  was  dasselbe  ist 


dx 


=  —  a^. 


Hieraus  ergiebt  sich  durch  Integration,  da  a  eine  gegebene 
Function  von  x  ist, 

—  fadx 

(13)  J  =  Ce    -^      , 

worin  die  Gonstante  C  (oder  die  untere  Grenze   in  dem  Inte- 
grale) Yon  der  Wahl  der  particularen  Integrale  »i,  v,  abhängt. 


§.  63. 
Partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

Bei  der  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen 
handelt  es  sich  um  die  Bestimmung  einer  Function  von  mehreren 
unabhängigen  Variablen  aus  einer  Gleichung,  die  die  partiellen 
Ableitungen  dieser  Function  nach  den  Variablen  enthält. 

Pfaff  und  Jacobi  haben  die  Integration  partieller  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung  mit  einer  unbekannten  Func- 
tion allgemein  auf  die  Integration  eines  Systems  von  gewöhn - 
lieben  Differentialgleichungen  zurückgeführt. 

Wir  wollen  hier  nur  eine  specielle  Art  dieser  Gleichungen 
etwas  näher  betrachten,  die  man,  wenn  auch  in  einem  etwas 
anderen  Sinne  wie  bisher,  als  linear  bezeichnet. 

Es  seien  x,  Xi,  a?,,  ...  x^  ein  System  von  n  -\-  \  Variablen 
nnd  X,  Xj,  X,, . . .  X„  gegebene  Functionen  dieser  Variablen. 

Es  soll  eine  der  Variablen,  etwa  x^  als  Function  der  übrigen 
*i, T2i  •••  ^n  80  bestimmt  werden,  dass  die  Gleichung 

10* 
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befriedigt  ist.  Diese  Gleichung  ist  zwar  in  Bezug  auf  die  Diffe- 
rentialquotienten  von  x  linear,  nicht  aber  in  Bezug  auf  di& 
Function  x  selbst,  die  in  beliebiger  Weise  in  den  X  vorkommeik^ 
kann.  Wir  haben  hier  also  nicbt  mehr  die  Sätze,  die  bei  deiM. 
homogenen  linearen  Differentialgleichungen  so  nützlich  sind, 
man  eine  Lösung  mit  einem  willkürlichen  constanten  Facto 
multipliciren  kann,  ohne  dass  sie  aufhört,  eine  Lösung  zu  sein^ 
und  dass  die  Summe  zweier  particularer  Lösungen  wieder  ein^ 
Lösung  ist 

Wir  nehmen  eine  Integralgleichung  von  (l)  an,  die  eine 
willkürliche  Gonstante  c  enthält,  und  denken  uns  diese  Integral- 
gleichung in  die  Form  gesetzt 

(2)  a>  {x,  x^,  j-2, . . .  Xn)  =  c, 

so  dass  die  Gonstante  c  in  ^  nicht  mehr  vorkommt. 

Durch  Auflösung  der  Gleichung  (2)  nach  x  würde  sich  x 
als  Function  der  Variablen  a:i,  Xo,  ...  Xn  und  der  Gonstanten  c 
ergeben.  Wenn  wir  nun  (2)  in  Bezug  auf  eine  der  Variablen 
rcj,  ...  Xn  differentiiren,  so  folgt 

(Z)  ^  »±  4-  »*  =  0 

^^  dx  dXk  ~  dXk 

und  danach  geht  die  Gleichung  (1)  über  in  folgende: 

(*>  ^  äa;  +  ^'  8^  +  •••  +  ^-  8^  =  ^- 

Diese  Gleichung  muss  erfüllt  sein,  wenn  (2)  eine  Integral- 
gleichung von  (1)  ist;  sie  muss  zunächst  nur  unter  Zuziehung 
von  (2)  identisch  in  Bezug  auf  c,  a:i,  ara,  ...  iCn  befriedigt  sein. 
Da  aber  c  eine  willkürliche  Gonstante  ist,  die  in  (4)  nicht  vor- 
kommt,  so  muss  die  Function  0  der  Gleichung  (4)  identisch 
in  Bezug  auf  a;,  arj,  a-a,  ...  Xn  genügen,  und  es  ist  also  0  eine 
Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung  (4),  die  nun  in  Bezug 
auf  0  wirklich  linear  ist,  dafür  aber  eine  unabhängige  Variable 
mehr  enthält  als  die  Gleichung  (1). 

Hat  man  irgend  eine  Lösung  O  der  Gleichung  (4),  in  der 
die  Variable  x  vorkommt,  so  giebt  uns  auch  umgekehrt  die 
Gleichung  (2)  eine  Lösung  von  (1). 
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§.  64. 

Zarückführung  auf  gewöhnliche   Differential- 
gleichungen. 

.   Wir  betrachten  nun  mit  Jacobi  das  System  gewöhnlicher 
Differentialgleichungen: 

,..  dxx  Xj     da?9  Xq  dxn X» 

'^  ~di~'X'   'dx~'X'     ''    dx~'X' 

was  sich  auch  symmetrischer  so  darstellen  lässt : 

(2)  dx  :  dxi  :  •••  :  dXn    =    X  :  Xj  :  •••  :  X». 

Wir  wollen  annehmen,  dass  wir  dieses  System  vollständig 
iotegrirt  haben,  d.  h.,  dass  wir  daraus  x^^  x^^  ...  x^  als  Func- 
tionen der  unabhängigen  Variablen  x  und  von  n  willkürlichen 
CoDstanten  c^,  c^,  ...  Cn  bestimmt  haben. 

Wir  nehmen  ferner  an,  dass  die  Lösung  in  der  Form  dar- 
gestellt sei: 

/l  (^»  ^IJ  ^«1  •  •  •  ^n)  ^  C|, 

/3)  /i  (^1  ^1^  ^a?  •••  ^n)  =  ^2, 

worin /i,/2,  .-./n  bekannte  Functionen  der  Variablen  sind,  und 
«i,  Cj, ...  Cn  die  willkürlichen  Constanten,  die  in  den  Functionen/ 
nicht  vorkommen  sollen.  Durch  Auflösung  der  Gleichungen  (3) 
eriialt  man  dann  Xj,  o:,,  ...  Xn  als  Functionen  von  x^  Cj,  Cj,  ...  c^. 

Solche  Gleichungen,  die  wie  (3)  eine  Constante  auf  der 
einen  Seite  abgesondert  enthalten,  die  auf  der  anderen  Seite 
nicht  vorkommt,  nennt  Jacobi  speciell  Integrale,  zum  Unter- 
schiede von  Integralgleichungen,  worunter  er  irgend  eine 
GUchong  zwischen  den  Variablen  und  Gonstanten  versteht,  die 
durch  die  Lösungen  der  DiflFerentialgleichungen  befriedigt  ist. 

Wenn  wir  nun  eine  der  Gleichungen  (3)  differentiiren ,  so 
crgiebt  sich 

8^  ^^  +  8xT  "^^^  +         +  dx^  ^-^^  -  ^' 
md  folglich  nach  (1)  oder  (2) 
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w        xK'  +  ^.||  +  -  +  ^-IÄ  =  ''- 

Diese  Gleichung  müsste  zunächst  wiederum  mit  Hülfe  d 
Gleichungen  (3)  befriedigt  sein.  Da  aber  die  Constani 
Ci,  Ca,  ...  Cn  in  (4)  nicht  vorkommen,  so  muss  (4)  identisch  h 
friedigt  sein,  und  man  schliesst  also,  dass  die  Function« 
/n/21  •••/n  Lösungen  der  partiellen  Differentialgleichul 
§.  63,  (4)  sind. 

Ist  aber  andererseits  ^  (ar,  o^i,  a?^,  ...  Xn)  eine  Function  d 
Variablen  x^  x^^  , . .  Xn^  so  denken  wir  uns  mit  Hülfe  der  Gh 
chungen  (3)  die  Xi^  X2^  ...  Xn  eliminirt,  wodurch  sich  ergeben  ms 

CP  [X^  Xj,  iTj,  . . .  Xn)     =     II  [X^  Cj,  Cj,  . .  •  Cn), 

wenn  11  ein  Functionszeichen  bedeutet.  Setzen  wir  hierin  f 
Ci ,  Ca,  . . .  (?n  wieder  die  Functionen  f\^fi^>>.fn^^^t  so  ergie 
sich  die  Identität: 

(5)  a>  =  n(xj,j,...fn\ 

und  hieraus  durch  Differentiation 

ex  dx  '^       dfjc  dx 

do  ^  2;  —  ^ 

cXi  cfic  8^1 

CXn  dfic  dXn 

Multipliciren  wir  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  n 
X,  Xi,  ...  Xn  und  addiren,  so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  ( 

h^           ^   ?0  rO  7)17 

(6)  X^  +  Xi^H h  Xn~  =   X^. 

ex     ^  dxi    '  '  dXn  ex 

Nehmen  wir  X  von  Null  verschieden  an,  so  ergiebt  sich,  du 
die  Differentialgleichung  §.  63,  (4)  nur  dann  befriedigt  ist,  wei 

t"  =  0, 

ex 

also  n  von  x  unabhängig  ist  Damit  sind  wir  dann  zu  folge 
dem  Satze  gelangt: 

Die  allgemeinste  Lösung  der  partiellen  Diff 
rentialgleichung 
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ist 
(8)  a>  =  JIf/1,/2,  ...fnl 

wenn  11  eine  willkürliche  Function   von  /i,/j) 

•  •  •   Jn    18^« 

Die  Annahme,  die  wir  hier  gemacht  haben,  dass  X  von 
Null  verschieden  sei,  ist  aber  unwesentlich,  da  es  keinen  Sinn 
haben  würde,  alle  X,  X^,  ...  X»  gleich  Null  anzunehmen,  und 
da  weder  in  der  Differentialgleichung  (7)  noch  in  dem  Sy- 
steme (2)  die  Variable  x  irgendwie  vor  den  anderen  x^y  x^,  ...  Xn 
ausgezeichnet  ist 

Hiemach  sind  die  Aufgaben,  die  allgemeine  Lösung  der 
partiellen  Differentialgleichung  §.  63,  (1)  zu  finden,  und  das 
System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  (2)  zu  integriren, 
wesentlich  dieselben.  Freilich  aber  ist  auch  hier  hervorzu- 
heben, dass,  wenn  auch  diese  allgemeine  Integration  gelungen 
ist,  in  physikalischen  Anwendungen  die  Hauptschwierigkeit, 
nämlich  die  Bestimmung  der  willkürlichen  Function, 
häufig  erst  beginnt.  Darüber  lässt  sich  nichts  Allgemeines 
sagen.  Wir  werden  später  bei  Beispielen  genaueren  Einblick 
in  den  Sachverhalt  gewinnen. 


§.  65. 

Lineare   partielle   Differentialgleichungen 

zweiter  Ordnung. 

Die  nächst  einfache  Art  von  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen sind  die  von  der  zweiten  Ordnung,  auf  die  viele 
physikalische  Fragen  führen,  in  denen  die  Zeit  und  die  räum- 
lichen Coordinaten  die  unabhängigen  Variablen  sind.  Die  all- 
gemeine Form  einer  solchen  Gleichung  ist  hei  zwei  unabhängigen 
Variablen  x  und  t 

cx^  ^       dxdt    ^        (IP     '    ^  ex    '     ^  r^     ' 

ttod  besonders  wichtig  ist  der  Fall,  dass  sie  homogen  sind,  dass 
also  s  =  0  ist. 
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Sind  die  Goefficienten  Z,  m,  n,  j),  g,  r  constante  Grössen, 
so  ist  es  leicht,   particulare  Lösungen  der  homogenen  Gleichung 

,c2w    ,  c^u      .        d^u    .        du    ,       du    ,  ^ 

c  x^    '         ex  et    '         ct^     ^    ^  ex  öt     ' 

zu  finden.  Wir  setzen,  analog  dem  Verfahren  in  §.  56,  in 
diesem  Falle 

wo  a,  ß  Constanten  sind.    Dann  ist 

cu  du        ^ 

TT—  =  «M,      :--  =  ^u, 
ex  et 

c«M  ,  eUi  ^         d^u        a^ 

ex^  'exet  ^   '      ct^        '^ 

Folglich  geht  die  partielle  Differentialgleichung  über  in 

u  {Icc^  +  maß  -f-  n/32  ^  pa -^  qß  ^  r]  =0. 

Hier  haben  wir  die  Klammergrösse  =  0  zu  setzen.  Dadurch  er- 
giebt  sich  eine  quadratische  Gleichung  in  a^  und  ß.  Wir  können 
also  die  eine  der  beiden  Grössen,  etwa  ß^  beliebig  wählen,  und 
erhalten  zu  jedem  Werthe  von  ß  aus  der  Gleichung  zwei  be- 
stimmte zugehörige  Werthe  von  a.  Es  giebt  also  eine  unendliche 
Menge  zusammengehöriger  Werthe  von  a  und  /3,  welche  der  Be- 
dingungsgleichung 

Za2-f  maß  -\-  nß^  -^  2^a  -{-  qß  -{-  r  =  0 

genügen,  und  folglich  haben  wir  auch  unendlich  viele  particulare 
Lösungen  der  partiellen  Differentialgleichung. 

Hierin  liegt  ein  wesentlicher  Unterschied  der  partiellen  und 
der  gewöhnlichen  Differentialgleichungen,  da  die  letzteren  nur 
eine  endliche  Anzahl  unabhängiger  particularer  Integrale  be- 
sitzen. 

Sind  L'i,  f '2,  rV  .  .  .  particulare  Lösungen  der  homogenen 
linearen  partiellen  Differentialgleichung,  so  kann  man  jede  mit 
einer  willkürlichen  Constanten  multipliciren  und  erhält  durch 
Addition  der  Producte  wieder  eine  Lösung  der  homogenen  Glei- 
chung, auch  in  dem  Falle,  wo  Z,  m,  n,  |),  g,  r  nicht  constant,  son- 
dern Functionen  der  unabhängigen  Variablen  x^  t  sind.  Auf  diese 
Weise  setzt  sich  aus  den  unendlich  vielen  particularen  Lösungen 
eine  allgemeinere  Lösung  zusammen,  die  demnach  unendlich  viele 
willkürliche  constante  Grössen  enthält. 
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Die  Auffindung  der  particularen  Lösungen  dieser  Glei- 
chungen ist  hiemach,  wenigstens  bei  constanten  Goefficienten 
{,iit,  ...,  mit  gar  keiner  Schwierigkeit  verknüpft.  Man  kann 
also  auch  allgemeine  Lösungen  leicht  herstellen.  Mit  solchen 
allgemeinen  Lösungen,  in  denen  die  Gonstanten  willkürliche 
Werthe  haben,  ist  aber  so  gut  wie  nichts  gewonnen.  Vielmehr 
liegt  bei  den  Aufgaben,  die  auf  partielle  Differentialgleichungen 
fuhren,  der  wichtigste  Punkt  der  Frage  darin,  die  Gonstanten  so 
zu  bestimmen,  dass  gewisse  Nebenbedingungen  erfüllt  werden,  die 
durch  die  physikalischen  Voraussetzungen  des  gerade  vorliegen- 
den Problems  gegeben  sind,  und  für  die  man  fast  in  jedem  ein- 
zelnen Falle  besondere  Wege  einzuschlagen  hat. 


Achter  Abschnitt. 


BesseTsche  Functionen. 


§.  66. 

Entwickelung  von  cos"w  in  eine  Fourier'sche  Reihe. 

Wir  haben  im  vierten  Abschnitt  gesehen,  dass  sich  eine 
periodische  Function  einer  Variablen  nach  sinus  und  cosinus  der 
Vielfachen  eines  Winkels  entwickeln  lässt.  Insbesondere  ge- 
hören hierher  die  rationalen  Functionen  von  sinus  und  cosinus 
selbst,  und  besonders  also  die  Potenzen  dieser  Functionen. 

Eine  hierher  gehörige  Aufgabe,  die  zahlreiche  Anwendungen 
gestattet,  und  die  wir  daher  hier  eingehender  betrachten,  ist  die, 
die  Function  cos»»w  für  irgend  einen  positiven  ganzzahligen  Ex- 
ponenten n  in  eine  nach  cosinus  der  Vielfachen  von  o  fort- 
schreitende Reihe  zu  entwickeln.  Wir  erhalten  in  diesem  Falle 
eine  endliche  Reihe.  Am  einfachsten  gelangt  man  zu  diesem 
Ausdrucke  durch  Benutzung  des  binomischen  Lehrsatzes.  Um 
die  Formeln  übersichtlich  darzustellen,  setzen  wir  zur  Ab- 
kürzung 

(1)  77(n)  =  1.2.3  ...  n  =  «!,        i7(0)  =  1 

und  wenden  dann   den  binomischen  Lehrsatz  in   der  bekannten 
Form  an 

(2)        (a  +  br  =  y]  -    .^4'—  T  «'^''  -'• 

^  VI/         ^  12  (V)  n{n  —  V) 

Nun  ist  bekanntlich 
(3j  2cosc}  =  e«"'  -[-  e   • 


-  IVi 
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und  wenn  wir  daher  in  (2)  a  =  e»***,  6  =  e~*"»  setzen,  so   er- 
giebt  sich 


(*) 


n(n) 


tto  ^(y)  il(n  —  v) 


Wenn  wir  in  dieser  Reihe  je  zwei  Glieder  zusammenfassen, 
die  gleich  weit  vom  Anfang  und  vom  Ende  abstehen,  so  erhält 
man 

(^)  nlyrn^)  (^"""^"  +  ^'^"""^ 

=   nr   \   n/  T  C08(2l/  —  n)  O, 

i7(r)  /7(n  —  v)         ^  ' 

und  im  Falle  eines  geraden  n  bleibt  dann  noch  ein  einzelnes 
dem  Werth  v  =  i  n  entsprechendes  Glied  übrig. 
Wenn  wir  also 

(6)     2'»—*  cos*»  CD  =  —  6o  -|-  *i  cosc«}  +  62C08  2ci}-| f-^MCOsncD 

setzen,  so  ist  nach  §.  33,  III. 

7t 

2"  f 

(7)  im  =  —  I    cos*»  CD  cos  m  od  CD, 

0 

und  die  Vergleichung  mit  (5)  ergiebt,  dass  bei  geradem  n  nur 
die  geraden,  bei  ungeradem  n  nur  die  ungeraden  Glieder  in  (6) 
▼on  Null  verschieden  sind,  und  dass,  wenn  n  —  m  gerade  ist, 

nw     

Wir  können  also  den  Satz  aussprechen:  Es  ist 

n 
f^\  1    COS'^CDCOSmCDdcD  =  0, 

0 

wenn  n  —  m  ungerade  oder  negativ  ist  und 

n  n(n) 


"  (-i-") "  B  "•) 


wenn  n  —  m  gerade  und  positiv  oder  Null  ist. 


156  Achter  Abschnitt  §.  67. 


§.  67. 

Die  Entwickelung  von  e***'°""  in  eine  trigonometrische 

ßeihe. 

Das  zuletzt  gefundene  Resultat  kann  dazu  verwendet  werden, 
eine  Function,  die  durch  eine  nach  Potenzen  von  cos  cd  fort- 
schreitende Reihe  dargestellt  ist,  in  eine  trigonometrische  Reihe 
zu  verwandeln.    Es  sei 


00 


(1)  /{cos  cd)  =  2  a«  cos"  CD 

n  =  0 

eine  convergente  Potenzreihe,  und  es  sollen  in 

(2)      /(cos  cd)  =  —  Co  -f-  Ci  cos  G)  -\-  Cq  cos  2  CD  -|-  Ca  cos  3  CD  -|-  •  •  • 

die  Goefficienten 

(3)  Cm  =  -     /(cos cd)  cosmcDdcD 

0 

bestimmt  werden.    Setzen  wir  die  Reihe  (1)  ein,  so  ergiebt  sich 


Cm  =  —      ^  a«  cos  m  CD  cos"  CD  d  CD 


ö    n=0 


n 

CO 


2  "^      r 

=  —  ^]  an   I    cos  m  CD  cos*»  CD  d  CD. 

M  —  n  J 


n=0         ^ 


Durch  die  zweite  von  diesen  Formeln  ist  Cm  durch  eine  un- 
endliche Reihe  ausgedrückt  ^  in  der  nach  §.  66  (9)  alle  Glieder 
verschwinden,  in  denen  n  <  w  oder  n  —  m  ungerade  ist  Setzen 
wir  also  n  =  m  +  2v,  so  durchläuft  v  alle  Werthe  0,  1,  2,  ... 
und  wir  erhalten,  wenn  wir  aus  §.  66  (9)  den  Werth 

n' 

I    COS(WCD)  COS'^  +  ^'CDaCD  =  :r— TT-    Vi"/    ^    W T^ 

J        ^       ^  2"^-^^''  n{v)  n{m  -}-  V) 


0 

einsetzen: 


(4) 


00 

.      _  0    " 


am  +  2»      n{m  +  2i;) 


~      C^o  ^"*'*'^''  /7(i;)  /7(m  +  v)' 
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Wir  wollen  dies  auf  den  Fall 

/(cosoj)  =  e<«coBc» 

anwenden,  worin  x  eine  Variable  sein  soll.    In  diesem  Falle  ist 
nach  der  bekannten  Reihenentwickelung  für  die  Exponentialreihe 

und  es  ergiebt  sich  aus  (4) 

«      (-l)^(J) 

(5)  c^  =  2t-  2  n(vyn(nr+liy 


§.  68. 
Die  BesseTschen  Functionen. 

Unter  dem  Namen  BesseTsche  Functionen  fuhren  wir 
eine  unbegrenzte  Reihe  von  Functionen  ein,  die  wir  durch  die 
unendlichen  Reihen 

-    (-i)'(f) 

(1)  J,(x)  =  V    n,.    „V,     -r.        «  =  0,  1,  2,  ... 


'^"^''^~S^w^(«+'ö' 


definiren,  so  dass  also  in  der  Formel  (5)  des  vorigen  Paragraphen 

(2)  c„,  =  2i^J„,(x) 

wird.     Die  Reihen  für  Jn(x)  lassen   sich  in   ausführlicher  Form 
auch  80  darstellen: 

(3)  Jn{x)  = 

?! (i ?! + "^ I 

2.4...2nl         2.2n  +  2  ^  2.4.2n  +  2.2n  +  4  j 

und  beispielsweise 

(4)  J^(x)=l-^-{-        ^ 


2.2    '    2.4.2.4 
wofür  wir  auch  J{x)  setzen,  und 

(5)  J,(^)=|__-|i_+  ^^ 


2         2.2.4    '    2.2.4.4.6 

Diese  Reihen  sind,  wie  der  Vergleich  mit  den  bekannten 
Potenzreihen  für  e*,  sina:,  cosa:  ...  lehrt,  für  alle  reellen  und 
complexen  Werthe  von  x  convergent,   und  zwar  um  so  besser, 
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je  grösser  der  Index  n  ist    Sie  definiren  also  analytische  Func- 
tionen der  complexen  Variablen  x. 

Aus  (2)  erhält  man  einen  Ausdruck  für  die  Bessel'schen 
Functionen  durch  bestimmte  Integrale,  den  wir  jetzt  noch  ab- 
leiten wollen.    Es  ist  nämlich  mit  Rücksicht  auf  (2)  und  §.  67  (3) 

n 
0 

Wenn  man  hierin 

2  cos  n  CD  =  e»*««  -f-  e-**»**» 
setzt»  so  folgt 

n  TT 

0  0 

wofür  man  auch,  wenn  man  im  zweiten  der  beiden  Integrale  —  o 
für  o  substituirt,  setzen  kann 

(6)  i~e7n(a:)  =  y-  U«(*<'°«^+*"')daj. 


—  Tt 


Da  hier  unter  dem  Integralzeichen  eine  Function  mit  der 
Periode  2  n  steht,  so  kann  das  Integrationsintervall  ( —  ä,  -f-  ar) 
durch  irgend  ein  anderes  Intervall  von  der  Grösse  2n  ersetzt 
werden.  Substituirt  man  dann  noch  7c/2  —  cd  für  m  und  be- 
achtet, dass 


ist,  so  ergiebt  sich 


Tti 


+  Ä 


(7)  Jn(x)  =  —     e»("^^-«"'>daj. 


—  n 


Setzt  man  darin 
ß»(x«n(ü-ncü)  -—  cos(irsinci}  —  na)  -|-  isin(a:sinaj  —  ncai), 

so  verschwindet  auf  der  rechten  Seite  der  imaginäre  Theil,  und 
es  bleibt 


1    r 
Jn(x)  =  -^  1  cos(a;sinw  —  no)  d 

(8) 


—  7t 

n 


=  —  I  cos(a:sinaj  —  no)  dm. 

TL 
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Dies  ist  die  gesuchte  Darstellung  von  Jn{x)  durch  ein  be- 
stimmtes Integral. 

Daraus  speciell  für  n  =  0 


J{x)  =  -     cos  (x  sin  cd)  d  CO, 

0 

wofür  man  auch  setzen  kann 

n 
¥ 

(9)  J  (x)  z=  —  I  cos  (x  sin  (o)d  CD. 


§.  69. 

Relationen  zwischen  den  BesseTschen   Functionen   ver- 
schiedener Ordnung  und  die  Differentialgleichung   für 

die  BesseTschen   Functionen. 

Die  BesseTschen  Functionen,  wie  sie  im  vorigen  Para- 
graphen definirt  sind,  haben,  wie  schon  die  Reihenentwickelungeu 
zeigen,  mannigfache  Analogien  mit  den  trigonometrischen  Func- 
tionen, und  in  physikalischen  Anwendungen  spielen  sie  vielfach 
eine  ähnliche  Rolle.  Aehnlich  wie  die  trigonometrischen  Func- 
tionen bei  der  Integration  von  linearen  Differentialgleichungen 
mit  Constanten  Coefficienten  auftreten,  so  sind  die  BesseTschen 
Functionen  Integrale  von  gewissen  einfachen  linearen  Differential- 
gleichungen mit  veränderlichen  Coefficienten,  die  in  vielen  physi- 
kalischen Problemen  vorkommen.  Indem  wir  diese  Differential- 
gleichung ableiten,  erhalten  wir  zugleich  einige  wichtige  Re- 
cursionsformeln  für  die  Bes sei' sehen  Functionen. 

Es  ist  nach  der  Definition  §.  68  (I) 

(1)  J„_,(x)=^^  ^^^ 


-l^n{v)nin-\-v-iy 

f) 
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oder,  wenn  wir  in  den  letzten  Formeln  v  —  1  an  Stelle  von  v 
setzen ,  so  dass  die  Summation  von  v  =  1  bis  v  =  oo  zu  er- 
strecken ist: 

//cXn  +  Sv  — 1 

(-  ^y  (I) 

(3)  J„  +  i(a:)=        ^  ^^^ 


^  JI(i;— l)jr7(n  +  i/) 


Hiernach  bilden  wir  durch  Addition   von   (1)  und  (3)  und 
Benutzung  der  Formel 

n77(n  —  1)  =  77  (n) 


^  2,.  ^  (-  1)'  (IJ 


und  folglich  nach  der  Definition  von  Jn  die  erste  Recursions- 
formel 

(4)  '^-^  J„ (x)  =  J„_,(a;)  +  J„  + ,  (a), 

eine  Formel,  die  für  jedes  positive  n  gilt,  aber  für  n  =  0  nach 
unseren  bisherigen  Definitionen  nicht  mehr  anwendbar  ist,  es  sei 
denn,  dass  man  eTLi  =  —  Ji  setzen  wollte. 

Wenn  wir  ferner  (3)  von   (1)   subtrahiren,    so  findet  man 
ebenso : 

/T^Nm  +  2»—! 

^,_,  — «'»  + 1  —  \^2  y       II  (n  -  1)  ^  ;^         n(v)  n  (n  +  v)  " 


f)  ("  +  21/) 


i7(r)  77  (n  +  v) 

Andererseits  ist  aber  nach  §.  68  (1) 

/a;\"  +  *'— * 

dj„_i^(-H)  _  ^"+'*'^ 

und  es  ergiebt  sich 
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was  die  zweite  Becursionsformel  ist. 

Auch  diese  Formel  ist  für  n  =  0  nicht  mehr  ohne  weiteres 
anwendbar.  Man  findet  aber  durch  Differentiation  der  Reihe 
§.  68  (4)  unmittelbar 

^«>  ^  =  -  -^^  (-)' 

und  auch  diese  Formel  ist  in  (5)  enthalten,  wenn  man  J_i  =  —  Jj 
setzt. 

Nun  können  wir  durch  einfache  Elimination  eine  lineare 
Diffierentialgleichung  zweiter  Ordnung  ableiten,  der  die  Function 
Jn  genügt. 

Wenn  wir  in  (4)  und  (5)  n  in  n  —  1  verwandeln,  so  folgt 

(J) e'n  — 1    ==  Jn  —  2  ~|"  «/m 

(8)  2        ^^  =  t/„_2  —  Jn, 

und  wir  haben  so  vier  Gleichungen,  aus  denen  Jn-2y  Jn—u  </n+i 
zu  eliminiren  sind.  Wenn  wir  (4)  und  (5)  addiren,  dagegen  (7) 
und  (8)  subtrahiren,  so  sind  bereits  Jn+i  und  J«-2  eliminirt, 
und  es  ergeben  sich  die  beiden  Gleichungen 

und 

('»)      ^-f^ = -i- ■'- -  •'■• 

wofür  man  mit  Benutzung  von  (9)  auch  setzen  kann 

de/n-i        n— 1  dJn     ,    /  n  (n  —  1)  \, 

^^^>       -djT  -  IT  ~d^  +  V x^ V    " 

ferner  durch  Differentiation  von  (9) 

dx      ~~  dx^     '    X  dx        x^    **' 

und  wenn  man  dies  in  (11)  einsetzt,  so  folgt  die  gesuchte 
Differentialgleichung 

(12)  ^+-l^"  +  (,_'i!)j.  =  0. 

^    ^  dx^  ^   X  dx    ^    \  x^l 

Biemann- Weber  ,    Partielle  Differentialgleichungen.  |2 
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Diese  Gleichung  gilt  auch  noch  für  n  =  0,  wofür  sie  die 
Form  annimmt 

Der  Differentialgleichung  (12)  lässt  sich  eine  für  manche 
Zwecke  geeignetere  Form  geben,  die  man  leicht  durch  Differen- 
tiation bestätigt: 

(»)         ^^  +  (•  -  -^)  V5  M')  =  0, 

und  für  n  =  0 

Aehnlich  lässt  sich  (9)  in  folgende  Form  setzen 
(16)  ^^(£>  =  :r-7„_.(x), 

und  wenn  man  in  (10)  n  durch  n  -f-  1  ersetzt, 

von  denen  (17)  auch  noch  für  n  =  0  gilt,  (16)  aber  wieder  nur 
unter  der  Voraussetzung,  dass  e7_i  =  —  J^  gesetzt  wird. 

§.  70. 
Integralformeln  für  die  Bessel'schen  Functionen. 

Eine  Reihe  wichtiger  Theoreme  über  die  Bessel'schen 
Functionen  ergiebt  sich  aus  der  folgenden  Betrachtung.  Wenn 
u  und  V  Lösungen  der  beiden  Differentialgleichungen 

di7  +  9>ti  =  0, 

sind,  worin  (p  und  ^  irgend  welche  Functionen  von  x  sein  können, 
so  erhält  man,  wenn  man  diese  Gleichungen  mit  v  und  u  multi- 
plicirt  und  subtrahirt: 

und  wenn  man  die  Identität 
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d^u  d^v         d    /    du  dv 


V  -r-zr  —  U 


d    /    du  dv\ 

=  d-xVd-x-''di) 


dx^  dx^ 

benutzt,  so  erhält  mau  das  folgende  Theorem: 

Sind    u   und    v    Lösungen    der    Differential- 
gleichungen {\.\  so  ist 

L  «^^  —  w^  =  J  {if  —  fp)uvdx  4-  const. 

Setzt  man  hierin  irgend  zwei  Werthe   von  x  ein  und  sub- 
trahirt  die  entstandenen  Resultate  von  einander,  so  fällt  rechts 
die  Constante  heraus,  und  es  bleibt  ein  bestimmtes  Integral, 
f    Hiervon  machen  wir  zunächst  die  folgende  Anwendung. 
Wir  setzen: 

U  =  YxJn{ctx),         V  =  YxJn(ßx), 

worin  a,  ß  von  x  unabhängig,  sonst  aber  beliebige,  auch  ver- 
änderliche, von  Null  verschiedene  Grössen  sind.  Dann  ergiebt 
sich  aus  §.  69  (14) 

_       4n«— 1  .        ^,       4na  — 1 

^   —    9   =  /J«  —  «2. 

Die  linke  Seite  der  Formel  (2)  wird  jetzt 

(3)       X  (j,  ißx)  ^«^>  -  j»  («.)  "^y 

und  es  ist  nach  §.69  (10)  (wenn  darin  n  in  n  -}-  1  und  x  in  ax 
und  ßx  verwandelt  wird) 

~~dx       ^  X  ^~f"^)  ■"  «^~+i(a^). 

— d^ —       X  *^~(P^)  ~  P^n  +  i(pa;), 
woraus  sich  für  (3)  der  Ausdruck  ergiebt 

X  [ßJn{cCX)Jn^i(ßx)   —  aJn(ßx)Jn  +  i(ux)]. 

Nimmt  man    daher  die   Formel   (2)   zwischen  den  Grenzen 
0  und  1,  so  folgt 

IL  ßJn{u)Jn^i(ß)   -  aJn(/3)  Jn+l(a) 

1 

=  (ß2  _  «2)  j  xJn{ax)Jn{ßx)dx. 

0 

11* 
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Diese  Formel  gilt  auch  noch,  wenn  eine  der  beiden  Grössen 
06,  /3,  etwa  ß  =  0  ist  Denn  ist  n  >  0,  so  verschwinden  beide 
Seiten  von  II.  und  für  n  =  0  erhält  man 

1  a 

III.  aJj  (a)  =  a2  I  xJQ(ax)dx  =  I  xJo{x)dx, 

0  0 

was  sich  unmittelbar  durch  Integration  von  §.  69  (16)  für  n  =  1 
verificiren  lässt. 

Wenn  ß  =  u  wird,  so  wird  die  Relation  II.  eine  Identität. 
Wenn  man  aber  zunächst  in  Bezug  auf  ß  difFerentiirt,  und  dann 
ß  =  oi  setzt,  so  ergiebt  sich  eine  weitere  Relation : 

IV.  e7n(a)  J„  +  l(a)  +  «  [e/n  («)  «/n  + 1  («)   —  Jn{^)Jn-¥\  («)] 

1 

=  2a      xJn(ocxy  dx. 

0 

Diese  Relationen  finden  mannigfache  Anwendungen.  Wir 
wollen  sie  zunächst  dazu  anwenden,  die  Wurzeln  der  trans- 
cendenten  Gleichungen 

J^(x)  =  0, 

die  wir  auch  kurz  die  Wurzeln   der  Functionen  Jn  nennen, 
zu  discutiren. 

§.  71. 
Die  Wurzeln  von  J^. 

Ueber  die  Wurzeln  von  Ji,  können  wir  zunächst  Folgendes 
aussagen : 

1.  Der  Werth  x  =  0  ist  eine  Wurzel  von  jeder  der 
Functionen  J„,  mit  Ausnahme  von  Jq,  und  es  ist 
e/o  (0)  =  1. 

Dies  folgt  unmittelbar  aus  den  Entwickelungen  §.  68  (3),  (4). 
Ebenso : 

2.  Ist  «  eine  Wurzel  von  J^,  so  ist  auch  —  a  eine 
Wurzel   derselben  Function. 

3.  Jn(x)  hat  keine   rein  imaginären  Wurzeln. 
Denn  setzen  wir  x  =  ib^  worin  b  eine  nicht  verschwindende 
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reelle  Grösse   ist,  so  erhält  die  Reihe  §.  68  (3)  lauter  Glieder 
von  demselben  Vorzeichen,  und  kann  also  nicht  verschwinden. 

4.   J„  hat  keine  complexen  Wurzeln. 

Denn  wenn  a  -{-  bi  eine  complexe  Wurzel  wäre,  also 
e7„(a  +  6i)  =  0,  so  müsste,  da  die  Coefficienten  in  der  Ent- 
wickelung  von  J(x)  alle  reell  sind,  auch  Jn{a  —  bi)  =  0  sein. 
Wenn  aber  a  und  b  beide  von  Null  verschieden  sind,  so  ist 
(a  -f-  biy  —  (a  —  biy  gleichfalls  von  Null  verschieden.  Setzen 
wir  terner 

Jn[(a  +  bi)x]  =  U+iV,    e7n[(a  -  bi)x]  =  ü  -  i  F, 
worin   ü,  V  für  ein  reelles  x  reell  sind,  so  ist 

Jn[{a  +  bi)x]Jn[{a  —  bi)x]  =  U'^  +  V\ 

also  wesentlich  positiv. 

Setzen  wir  daher  in  der  Formel  §.  70,  IL 

a  =  a  +  6i,     ß  =  a  —  bi,    Jn («)  =  0,     Jn(ß)  =  0, 
so  folgt 


1 


0 

und    dies    ist    unmöglich,    da    U  und    V  nicht    identisch    ver- 
schwinden. 

Wir  haben  uns  also  in  der  Folge  nur  noch  mit  den  reellen 
positiven  Wurzeln  von  Ji,  zu  befassen. 

5.  Zwei  auf  einander  folgende  Jn,  wie  «7„  und 
Jn+ii  haben  keine  gemeinschaftliche  Wurzel. 

Denn  wäre  ß  eine  solche  gemeinschaltliche  Wurzel,  so 
würde  aus  §.  70,  II.  für  jedes  beliebige  a  folgen: 

1 

xJn(»X)Jnißx)dx  =  0. 
0 

Dass  dies  aber  unmöglich  ist,  erkennt  man,  wenn  man  a 
in  ß  übergehen  lässt. 

Aus  den  Formeln  §.  69  (16)  oder  (17)  ergiebt  sich  hieraus 
noch  als  Corollar: 

6.  Keine  Function  Jn  hat  mit  ihrer  Derivirten 
eine  positive  Wurzel  gemein  (a;  =  0  ist  eine  mehr- 
fache Wurzel  von  f7„,  sobald  n  >>  1  ist). 


1 

1 
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Bedeuten  a  und  ß  zwei  der  Grösse  nach  auf  einander  fol-« 
gende  positive  Wurzeln  von  eTi»,  so  können  wir  uns  y=ai^J^{x) 
als  Ordinate  einer  Curve  darstellen,  die  in  den  Punkten  o,  ß 
durch  die  Abscissenaxe  geht.  Es  folgt  daraus,  dass  der  DifFe- 
rentialquotient  y'  zwischen  a  und  ß  mindestens  einmal  Null  wird 
oder  mit  Rücksicht  auf  §.  69  (16),  dass  in  diesem  Intervall 
mindestens  eine  Wurzel  von  Jn-i  liegt.    Ebenso  aber  schliessen 

wir  aus    8.   69   (17),    dass 
^'     '  in  demselben  Intervall  eine 

:   — --..^^^  Wurzel  von  Jn^i  liegt,  und 

^\  aus  der  Combination  dieser 

t^  beiden    Ergebnisse    ersieht 

man,  dass  auch  nur  je 
eine  Wurzel  von  Jn-i  und  Jn^i  im  Intervall  liegt.  Denn 
angenommen,  es  liegen  in  dem  Intervall  zwei  Wurzeln  von 
Jn-ii  etwa  06',  ß\  so  müsste  nach  dem  zweiten  Satze  in  dem 
Intervall  (a',  ß')  auch  eine  Wurzel  von  J«  liegen,  was  der  An- 
nahme widerspricht,  dass  a  und  ß  zwei  auf  einander  folgende 
Wurzeln  von  «7»  seien.    Aehnlich  schliesst  man  für  Jn  + 1.     Also : 

7.  Zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  posi- 
tiven Wurzeln  von  Jn  liegt  eine  und  nur  eine 
Wurzel  sowohl  von  Jn^i  als  von  Jn-i. 

Auf  n  =  0  angewandt,  ergiebt  sich  natürlich  nur,  dass 
zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Wurzeln  von  Jq  eine  und 
nur  eine  Wurzel  von  J^  liegt. 

Ist  a„  die  kleinste  positive  Wurzel  von  e/n,  so  kann  man, 
wenn  n  >  0  ist,  aus  §.  69  (16)  schliessen,  dass  zwischen  0  und 
a„  eine  Wurzel  von  Jn-i  liegt,  und  aus  7.  folgt,  dass  es  nur 
eine  sein  kann  und  also  die  kleinste  positive  Wurzel  oc^-i  von 
Jn— 1  sein  muss.    Also  haben  wir  noch  den  Satz: 

8.  Die  kleinsten  positiven  Wurzeln  a^  von  J^ 
wachsen  mit  n  zugleich.  Zwischen  0  und  a„ 
liegt  nur  die  eine  Wurzel  a^-i  von  J„_i. 

Dass  die  Wurzeln  von  Jn  mit  n  ins  Unendliche  wachsen, 
ersieht  man  aus  der  Reihe 

^  ö     o .,      i     o     I 


2.2n  +  2    '    2.4.2w  +  2.2n4-4      ' 

die  sich  für  jedes  endliche  :r  mit  unendlich  wachsendem  n  der 
Grenze  1  nähert. 
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Hiernach    erhalten   wir    folgendes  Bild   von    der  Lage  der 
Wurzeln  von  eT"«.    Es  seien 

M,  a,  a>  ,  a     ... 

die  der  Grösse  nach  geordneten  Wurzeln  von  Joi 

«1»  öfti,  a'i,  ai"  ... 
die  in  gleicher  Weise  geordneten  Wurzeln  von  J^^  dann  ist 

a  <;  «1  <;  a  <  «i  <  oß"  <;  a'i  <;  •  •  • , 

und  Entsprechendes  gilt  für  die  Wurzeln  von  Jj: 

Ol  <  «a  <  oß'i  <  oi  <  06i  <  oi'  <  . .  • 
und  ebenso  für  die  höheren  J^. 

Endlich  können  wir  noch  über  die  Wurzeln  von  Jo  (^)  einen 
Schluss  machen. 

Wir  setzen  in  der  Formel  §.  70  (1)  und  (2) 

ti  =  y^eTi  {x\       V  =  sin(a?  —  a), 

worin  a  eine  positive  oder  verschwindende  Wurzel  von  yxJo(x) 
ist    Dann  ergiebt  sich 

du        .,-  dJo(x)    ,       1      T  /  \      ^^  /  \ 

und  in  §.  70,  I.  ist 

9>  =  1  +  ir:::r^     *  =  1,     ^  —  9  =  — 


zu   setzen.     Dann    wird   diese   Formel,    wenn  wir  a  als  untere 
Grenze  nehmen 

V«  Bin  (x  —  a)  —P—^  -\ ^— ,- —  Jn  (^)  —  V  ^  cos  (a:  —  a)Jo  (x) 


f  sin (x  —  a)  r  /  \^ 

a 

und  wenn  man  x  —  a  =z  n  setzt 


a-f  TT 


(1 )  y a  +  „  J-„  (a  +  ;r)  =  -  f  ^^-^^^  J,  (x)  da;. 


u 


4  yx 


Hieraus  folgt,  dass  Jo  (^)  nicht  in  dem  ganzen  Intervall 
(c^  a  -|-  ;r),  in  dem  sin  {x  —  a)  positiv  ist,  einerlei  Zeichen  haben 
kann,  weil  sonst  die  linke  Seite  von  (1)  das  entgegengesetzte 
Vorzeichen  hätte  wie  die  rechte,  d.  h.  es  muss  zwischen  u  und 
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a  -{-  %  eine   zweite  Wurzel  von  J^  {x)  liegen.     Damit  ist   be- 
wiesen : 

9.  Die  Function e7o(^)  hat  unendlich  viele  positive 
Wurzeln.  Die  kleinste  von  ihnen  ist  kleiner 
als  %  und  der  Abstand  je  zweier  auf  einander 
folgender  ist  ebenfalls  kleiner  als   n. 

Nach  den  von  Hansen  berechneten  Tafeln  i)   ergiebt  sich 
für  die  kleinste  positive  Wurzel  von  Jfi{x)  der  Werth 

«  =  2,4048, 

und  man  erhält  auf  zwei  Decimalstellen  genau: 

Differenz 

"     =     '.'t^n  '  3,115 
a'    =     5,520       ' 

«"   =     8,654  I  ^'^^^ 


«'"  =  11,791 
a'^  =  14,931 
a"   =  18,071 


3,137 
3,140 
3,140 


Man  sieht,  dass  sich  die  Differenzen  wachsend  der  Grenze 
7t   ziemlich   schnell   annähern. 


§.  72. 
Die   Function  S{z), 

Der  Einfachheit  halber  betrachten  wir  jetzt  nur  noch  die 
in  Anwendungen  am  meisten  vorkommende  B es seT sehe  Function 
f/o  der  Ordnung  0,  die  wir  auch  mit  J{x)  bezeichnen,  und  die 
der  DifiFerentialgleichung  §.  69  (15) 

genügt,  die  wir  in  den  vorangehenden  Paragraphen  durch  ver- 
schiedene Ausdrücke  für  alle  endlichen,  reellen  sowohl  als  com- 
plexen,  Werthe  von  x  dargestellt  haben.    Es  drängt  sich  zunächst 


*)  Abgedruckt  in  der  Schrift  von  Lommel:  „Studien  über  die 
BesBel'schen Functionen''.  Leipzig  18ß8.  Zu  erwähnen  sind  noch:  C.  Neu- 
mann, Theorie  der  Bessel'schen  Functionen.  Leipzig  1867.  Gray  and 
Mathe  WS,  A  treatise  on  Bessel  Functions.     London  1895. 
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die  Frage  nach  dem  zweiten  particularen  Integral  der  Differential- 
gleichung (1)  auf.  Wir  gehen  dabei  aus  von  dem  Ausdrucke 
§.  68  (6) : 


J{x)  =  Y-     ^•^^'''•"dßj, 


—  n 

wofür  auch 

n 


(2)  J(.)  =  1  I 


^-»«coeai^Qj 


0 

gesetzt  werden  kann,  und  wenn  wir  hierin  die  Substitution 

cosG}  =  1  —  2.S,      d(a  = 


machen,  so  ergiebt  sich 

»    J  Vs(l  -s) 
Wenn  wir  nun  eine  Function 

(4)  V^fA^-'-^l- 

einfuhren,  so  ergiebt  sich,  wenn 

(5)  2ix  :=  z 

gesetzt  wird: 

(6)  ]i'2ix^J{x)  =  e~'  [/, 

und  wenn  man  dies  in  die  Gleichung  (1)  einführt,  und  die  Diffe- 
rentiation nach  X  durch  die  nach  z  ersetzt,  so  folgt  für  U  die 
Differentialgleichung : 

Es  ist  aber  nach  (4) 

,a\  d*U     dU.     1    ^^        l     }      e"ds       f     1  ,  „       ^l 

^  ^  dz^       de^4e»         y^ }  yfTil  -  s)  l     2^  ^        ^J 

1 

—        4-  Ms(l— s)]  ds, 


Xtcz  J 

0 


ds 
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wonach  also  die  Differentialgleichung  (7)  thatsächlich  befriedigt 
ist.  Man  sieht  aber  hieraus  noch  weiter,  dass,  sobald  z  einen 
positiven  reellen  Theil  hat,  die  Differentialgleichung  (7)  auch 
dann  noch  befriedigt  ist,  wenn  in  dem  Ausdrucke  17  an  Stelle 
der  Grenzen  0  und  1  irgend  zwei  der  Grenzen  0,  1,  - —  oo  ge- 
nommen werden,  dass  also  z.  B.  auch  die  Function 


(9) 


—  OO 


der  Differentialgleichung  (7)  genügt,  und  wenn  man  dann  in  (6) 
an  Stelle  von  V  die  Function  S  setzt,  so  erhält  man  ein  zweites 
particulares  Integral  der  Differentialgleichung  (1). 

Die  Function  S  (z)  betrachten  wir  also  jetzt  näher.  Wir 
formen  sie  erst  etwas  um,  indem  wir  für  —  zs  eine  neue  In- 
tegrationsvariable, die  wir  gleichfalls  mit  s  bezeichnen,  einfuhren, 
wodurch  sich  ergiebt 


oo 


(10)  S{z)  =  -^     -  . 

Bei  der  Integration  soll  hierin  die  Variable  s  alle  reellen 
positiven  Werthe  durchlaufen.    Zur  Bestimmung  des  Vorzeichens 

nehmen  wir  an,  dass  dabei  ^7  positiv  sei,  dass  yi  -(-  sj'z  für 
s  =:  0  den  Werth  -(-  1  habe  und  sich  mit  s  nach  der  Stetig- 
keit ändere,  und  dass  die  Quadratwurzel  unter  dem  Integral  (10) 
das  Product  dieser  beiden  Wurzeln  sein  soll.  Dann  hat  das 
Integral  (10)  für  jedes  z  einen  völlig  bestimmten  Werth,  aus- 
genommen für  ein  reelles  negatives  ^,  wofür  zwei  ver- 
schiedene Werthe  möglich  sind,  nämlich 


—  X 


,,,.         „,  .          1    f        e-'ds         .     i     r  e-'ds 

(11)        S{z)  =  -^  -±;r=         I 

wenn  jetzt  die  Wurzeln  alle  positiv  genommen  sind. 

Will  man  also  S{z)  zu  einer  eindeutigen  Function  von  z 
machen,  so  muss  man  in  der  Ebene,  in  der  nach  §.  45  die  com- 
plexe  Variable  z  dargestellt  wird,  längs  der  Axe  der  negativen 
reellen  Zahlen  einen  Schnitt  legen,  dessen  beide  Seiten  wir  als 
die  positive  und  die  negative  unterscheiden  wollen,  an  dem 


§.  72. 


Die  Function  8(2), 
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jeder  der  beiden  Werthe  (11)  stattfinden  kann.   Ausserhalb  dieses 
Schnittes  ist  dann  die  Function  S(z)  überall  eindeutig  und  stetig 


Fig.  84. 


-X 


-a 


s 


bestimmt,  und  je  nachdem 

man  sich  von  der  positiven 

oder    Ton    der     negativen 

Seite     her    dem     Schnitte 

nähert,     erhält    man    den 

einen     oder    den    anderen 

der    Werthe    (11).      Wenn 

wir  nämlich  z  =  —  a  -}-  J  t 

setzen,  a  reell  und  positiv 

und    b   auf    der    positiven 

Seite  des  Schnittes  positiv,  auf  der  negativen  negativ  annehmen, 

femer 

a  —  s  =  r  cos  *&,    ft  =  r  sin  ^ 

setzen  (s.  Fig.  34),  so  ist,  wenn 

1.    s<a,    6>0:     0  < -^  <  ^, 


2.    s  >  a,    6  >  0 : 


7t 


^<»<n, 


und  d"  nähert  sich,  wenn  sich  b  von  positiven  Werthen  her  der 
Grenze  Null  nähert,  im  Falle  1.  dem  Werthe  0,  im  Falle  2.  dem 
Werthe  n.    Es  ist  dann  weiter 


i 


Va  —  s  —  bi 

~      Va  —  bi~~ 


fr  ^cos^  —  «sin  -j 


Va  —  bi 

und  hierin  muss,  da  die  Quadratwurzel  für  s  =  0  in  -j- 1  über- 
gehen soll,  die  '^a  —  bi  so  genommen  werden,  dass  sie  für  6  =  0 
in  den  positiven  Werth  ^a  übergeht,  wenn  ^r  positiv  genommen 
wird.  Lassen  wir  also  b  von  positiven  Werthen  in  Null  über- 
gehen, so  wird  


1.    s  <i  a: 


t 


4.  i-V«-« 


M  Vä 

mit  positiven  Zeichen  der  Quadratwurzeln.  Ebenso  aber  kann 
man  schliessen,  dass,  wenn  b  von  negativen  Werthen  her  in  Null 
übergeht,  im  zweiten  Falle  —  i  an  Stelle  von  i  zu  treten  hat. 
Daraus  ergiebt  sich: 
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In  der  Formel  (14)  gilt  das  obere  oder  das 
untere  Zeichen,  je  nachdem  man  sich  von  der 
positiven  oder  der  negativen  Seite  her  dem 
Schnitte  nähert. 


§.  73. 

Darstellung   der  BesseTschen  Functionen  durch   die 

Function  S(z), 

Mit  Hülfe  der  Function  S{£s)  lässt  sich  zunächst  die  Diffe- 
rentialgleichung der  Besserschen  Function  J  vollständig  inte- 
griren,  d.  h.  es  lässt  sich  auch  das  zweite  particulare  Integral 
linden.    Diese  Gleichung  lautet  nach  §.  69  (13) 

und  hat  als  erstes  particulares  Integral  die  Function  J,  die  sich 
nach  §.  72  (3)  in  der  Form  darstellen  lässt: 


(2)  '^(-)  =  ^J 


1 


,  \s(i-sy 

ein  Ausdruck,  der  für  alle  complexen  Werthe  von  x  gilt.  Nach 
dem  im  vorigen  Paragraphen  Bewiesenen  ist  aber  ein  zweites 
davon  verschiedenes  Integral  von  (1) 

0 

(3)  0=  — =  =  -=.  S{2ix\ 

^  ^  ^     J    V—  s(l  —  s)        \2ix7i:  ^ 

—  OD 

Diese  Function  ist  aber  nicht  mehr  in  der  ganzen  a:- Ebene 
eindeutig,  sondern  sie  hat  da,  wo  z  =  2ix  negativ,  also  x  positiv 
imaginär  ist,  die  oben  festgestellten  beiden  verschiedenen  Werthe 
§.  72  (11).  Wir  geben  dieser  Formel  noch  eine  etwas  andere 
Gestalt.  Ist  jg  reell  und  negativ,  so  ergiebt  sich  durch  die  Sub- 
stitution —  sz,  —  jsds  für  s  und  ds: 


—  z 


worin  V —  js  positiv  ist;  und  durch  die  Substitution  s  —  xr  für  s 
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00 


und  es  ergiebt  sich  aus  §.  72  (11) 

(4)  s{B)  =  yir^^^j(J-^  +  icsi-  ^). 

Hierin  ist  unter  8  (js)  der  Werth  zu  verstehen,  den  die 
Function  S  annimmt,  wenn  man  sich  von  der  positiv  imagi- 
nären Seite  her  dem  negativen  reellen  Werthe  z  annähert.  Nach 
§.  49  gilt  aber  die  Formel  (4)  auch  für  complexe  Werthe  z,  so- 
weit die  darin  vorkommenden  Functionen  stetig  sind.  Die  Func- 
tion J  hat  aber  überhaupt  keine  Unstetigkeit,  während  die  Func- 
tionen S  (js)  und  S  ( —  g)  nur  beim  Ueberschreiten  der  reellen 
Axe,  und  zwar  die  erste  auf  der  negativen,  die  zweite  auf  der 
positiven  Seite,  unstetig  werden.  Demnach  gilt  die  Formel  (4) 
für  alle  z  mit  positivem  imaginärem  Bestandtheile. 

Führt  man  wieder  x  durch  die  Formel  z  ^=2ix  ein,  so  gilt 
also  die  Formel  (4)  in  der  Halbebene,  in  der  x  einen  positiven 
reellen  Theil  hat 

Um  die  Quadratwurzel  richtig  zu  bestimmen,  setzen  wir 

a;=^e»>,     Q  >  0,    — |<9)<|. 
Dann  ist 

.  /    _  ^\  itp     —in  ^JTt 

—  z  =  2Qe^^     ^\    f^  =  f2Qe^  e    *     =  f2xe  *   , 

worin  Yx  einen  positiven  reellen  Bestandtheil  hat,  und  es 
ergiebt  sich  aus  (4) 

(5)  Y2nxJ(x)  =  e     ^      ^^ S{2ix)  +  e  ^      *-^ S(—  2 ix), 

eine  Formel,  die  gültig  ist,  so  lange  x  einen   positiven  reellen 

Bestandtheil    hat,    wenn    ^2nx    so    genommen    wird,    dass    es 
ebenfalls  einen  positiven  reellen  Bestandtheil  hat. 

Da  nun  hier  jeder  der  beiden  Bestandtheile  auf  der  rechten 
Seite  der  Differentialgleichung  §.  72  (1)  genügt,  so  können  wir 
als  Bessersche  Functionen  zweiter  Art,  d.  h.  als  zweites 
particulares  Integral  der  Differentialgleichung  für  die  Function 
Jeine  Function  K{x)  definiren  durch 
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§73. 


(6)     t V2«^Z(a;)  =  «     ^     *^ S{2ix)  —  e^     *^ S  {—  2ix). 

Wenn  x  reell  und  positiv  ist,  kann  man  diesen  Ausdrücken 
für  die  Function  J(x)  und  K(x)  eine  elegante  Gestalt  geben. 
Wir  gehen  aus  von  der  Definition  §.  72  (10): 


i^) 


und  setzen  darin 


(8) 


o/o-  \        1    f  e-'ds 

S(itx)=-j= 


tx 


=  s-l, 


2  +  A  =  S  +  1. 


Nehmen  wir  x  reell  und  positiv  an,  und  lassen  |  reell  von 
1  bis  00  gehen,  so  geht  s  durch  rein  imaginäre  Werthe  von  0 
bis  ioo.  Nun  war  zwar  in  (7)  s  reell  genommen;  aber  mit  An- 
wendung der  Sätze  über  die  Integration  auf  complexem  Wege 


Fig.  35. 


(§.  47)  kann  man  auch  für  s  den  Inte- 
grationsweg   von  0   bis   ioo     wählen. 
Denn  in  dem  Kreisquadranten  0,  oo, 
i  CO    in    der    Ebene    der    complexen 
Variablen  s  hat  die  Function,   die  in 
(7)    unter  dem  Integralzeichen   steht, 
keinen  Unstetigkeitspunkt,   und  folg- 
lich   ist     das    über    die    Begrenzung 
dieses    Quadranten    genommene  Inte- 
gral gleich  NulL 
Es  verschwindet  aber    femer   das    über  die  Kreislinie  ge- 
nommene Integral,  wenn  der  Radius  unendlich  wird,  und  folglich 
können  die  beiden  Integrationswege  0,  oo  und  0,  i  co  durch  ein- 
ander ersetzt  werden.    Nun  ist  nach  (8)  auf  der  Linie  0,  t  oo 


ni 


fi  =  6*  V^  VI—  1, 


V 


./ 


ds  =  ixd^^ 


und  es  ergiebt  sich  also  aus  (7) 


§.  74.  Potenzentwickelung  für  die  Function  S  (i).  175 

S(2ix)  =  i  ^E  J^"'^^  f— ;^^^^, 
und  wenn  man  i  in  — i  verwandelt: 

f  «  J  Vi*  —  1 

Setzt  man  dies  in  (5)  und  (6)  ein,  so  erhält  man 

T(^\  _  2   f  sin  aj  I  d  { 
(9) 


X  }     Vf»—  1 


§•  74. 
Potenzentwickelung  für  die  Function  S{z). 

Die  durch  das  Integral  §.  72  (10)  de&nirte  Function  S(g): 

(i)       S(.)  =  -L  f--^'^^      =  r/i  f  .„^1£^. 

nähert  sich  für  ein  unendlich  wachsendes  js  dem  Grenzwerthe  1 
(§.  12),  und  der  erste  Diflerentialquotient  von  S{z)  nach  0  wird 
for  ein  unendlich  grosses  0  unendlich  klein. 

Für  5  =  0  erhält  S{z)  den  unbestimmten  Ausdruck  0  X  00. 
Eine  partielle  Integration  giebt  uns  aber  Aufschluss  über  das 
Verhalten  der  Function  für  ;gf  =  0. 

Man  erhält  nämlich  durch  Differentiation  noch  s: 

d\e-'\og(fs  +  ^z  +  s)] 

=  -6"  log  (VI  +  v7+-s)ds  +  --f:!^ 

2\s{z  +  s) 
und  daraus  durch  Integration   zwischen  den  Grenzen  0  und  00: 
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(2)      log;^  =  2  (e-Mog  (V^  +  )^^+~s)  ds  -  \-j^M=^> 

Ist  z  reell  und  positiv,  so  sind  die  Logarithmen  hier  reell 
zu  nehmen.  Dadurch  sind  sie  durch  die  Stetigkeit  in  der  ganzen 
igr-Ebene  bis  an  den  längs  der  negativen  reellen  Axe  verlaufenden 
Schnitt  eindeutig  bestimmt. 

Wenn  z  in  Null  übergeht,  so  wird 


2\  e-'log{^s  +  V;gr  +  s)  ds  =  \  e-'logisds  =  21og2  —  C, 

0  0 

worin  C  die  Euler'sche  Constante  0,577...  bedeutet  [§.23(13)], 
und  wir  erhalten  also  aus  (1)  und  (2)  das  Theorem 


:s  I  fi 


(3)  lim     yz  S(z)  +  \ogz 


=  2log2  —  C. 


Diese  Grenzbestimmung  bahnt  uns  den  Weg  zu  einer  neuen 
Entwickelung  der  Function  S  {x)  und  damit  also  auch  der 
Bessel'schen  Functionen  J(x)  und  K(x).  Diese  sind  nämlich 
Lösungen  der  Differentialgleichung 

d^^        l  d^ 
die  durch  die  Function 


(5) 


^(«)=l<^'(r 


befriedigt  wird.  Um  die  Gleichung  (4)  allgemein  zu  integriren, 
machen  wir  den  Ansatz 

(6)      0(.)=j(.)iosx-±i-'^^'[^y\ 

worin  die  unbestimmten  Coefficienten  Cp  so  zu  bestimmen  sind, 
dass  die  Differentialgleichung  (4)  durch  (6)  befriedigt  wird.  Durch 
Differentiation  von  (6)  ergiebt  sich 

._.      d^       dJ.  ,    1    T/  V       ^   C—  ^yvc^  /a;V'-i 

(^)      d^  =  d^^^g^  +  ^-^(^>-g       77  W^       (2)        ' 

oder,  wenn  man  durch  x  dividirt,  und  dann  unter  dem  Summen- 
zeichen V  durch  V  -\-  l  ersetzt: 


.§.  74.  PotenzentwickelnDg  für  die  Function  8(jt),  177 


und  durch  nochmalige  Differentiation  von  (7) 


,    i  ^  (-  iyc,  +  t(2v  -H)  /x\> 
"^2-^„        J7(v)*(v  +  1)        Vay' 


Addirt  man  (6),  (8),  (9),  so  ergiebt  sieb,  da  J  der  Differential- 
gleichung (4)  genügt,  für  die  Cr  die  Bedingung 


aO)  2  dJ^        ^  (-  1)'  (c.^..  -  c)  /xy  _ 


y=0 

Andererseits  erhält  man  aus  (5) 

^'  X  da;  -^jji(v)nv  +  l)V2y   ' 

und  die  Vergleichung  von  (10)  und  (11)  ergiebt 

(12)  c,  +  ,  —  c,  =^p-p^, 

woraus  man  allgemein  scbliesst 

(13)  c  =  c4-i+^  +  ^  +  ---  +  ^- 

Die  so  gebildete  Reihe  (6)  ist  fiir  alle  Werthe  von  x  con- 
Tergent,  weil  der  Coefficient  c^  mit  unendlich  wachsendem  v  nur 
unendlich  wird,  wie  logv  [§.  23  (7)]. 

Die  Constante  Cq  bleibt  der  Natur  der  Sache  nach  un- 
bestimmt, denn  ändert  man  Cq  in  Co,  so  tritt  zu  0  nur  ein  Glied 
der  Form  (Cq  —  c'o)  J(x)  hinzu,  was  gleichfalls  der  Differential- 
gleichung (4)  genügt. 

Nun  ist  aber  nach  §.  72  (6),  (9j 


'fj 


S(^), 


wenn  g  z=  2ix  gesetzt  wird,  gleichfalls  ein  Integral  von  (4)  und 
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mu8s  also  in  der  Form  ÄO{x)  -f-  BJ(x)  darstellbar  sein.  Die 
Constante  B  können  wir  =  0  annehmen ,  wenn  wir  über  Cq 
dementsprechend  verfügen.  Die  Vergleichung  des  unendlich  von 
^{x)  und  S{z)  [Formel  (3)  und  (6)]  zeigt  dann,  dass  X  =  —  1 
sein  muss  und  man  hat  also: 

und  aus  der  Grenzgleichung  (3)  folgt 
(15)  Co  =  2log2  —  C. 


§.  75. 
Obere  Grenze  für  die  Function   S{e). 

Es  ist  nun  weiter  zu  untersuchen,  vrie  sich  die  Function 
S{ßi)  verhält,  wenn  z  ins  Unendliche  wächst.  Diese  Betrachtung 
bahnt  uns  den  Weg  zur  Ableitung  gewisser  Reihenentwickelungen, 
die  nach  fallenden  Potenzen  von  e  fortschreiten,  die  sich,  ob- 
wohl sie  nur  halb  convergent  sind,  zur  Berechnung  von  S{e) 
für  grosse  Werthe  von  z  eignen. 

Wir  machen  Gebrauch  von  dem  bekannten  Satze,  dass  der 
absolute  Werth  einer  Summe  zweier  complexer  Ausdrücke  seiner 
Grösse  nach  zwischen  der  Summe  und  der  Dififerenz  der  absoluten 
Werthe  der  Summanden  liegt,  und  dass  der  absolute  Werth  einer 
beliebigen  Summe,  also  auch  eines  Integrals,  nicht  grösser  ist, 
als  die  Summe  der  absoluten  Werthe  der  Summanden. 

Ist  also  r  der  absolute  Werth  von  z^  so   ist  der  absolute 

Werth  von  1  -| —  für  ein  positives  s  grösser  als   1 oder 

Z  T 

1  (je  nachdem  s  kleiner  oder  grösser  als  r  ist),  und  dem- 
nach ist  nach  §.  74  (1) 
(1)  Absoluter  Werth  von  S{z)  ^ 

1     f e-'ds  _i       1     f        er-'ds 

Macht  man  die  Substitution  sr  für  s,  und  setzt 
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f  n  }  ^s(l  -  s)  \  ^  j  \s{s  —  l) 

so  ist  also  der  absolute  Werth  von  S(^)  nicht  grösser  als  Ä-^-B, 
Wir  betrachten  zunächst  den  Ausdruck  B.  Da  in  diesem  Inte- 
gral s  immer  grösser  als  1  ist,  so  folgt 

und  wenn  man  s  durch  5  -|-  1  ersetzt: 


B< 


t/r       ^  f  e-'^ds 


also  nach  §.  12 

(2)  1^  <  e-^  <  1. 

Weniger  einfach  ist  die  Betrachtung  von  A. 
Wir  yerstehen  unter  c  einen  beliebigen  echten  Bruch  und 
setzen 

—     c  1 

.  Wr  f     e^^'ds  _    ,    1 /r  f     e-'-'ds 

~.  r  «  J  77 (T— s)      r  »^  J  Vs(i  — «)" 

Hier,  ist  nun,  da  in  dem  ersten  Integral  1  —  s  >  1  —  c, 

ds 


r  «  J  Vs  (1  —  s)        \  ;r"(l  -  c)  J       Ys 


j/wCl    -  C)J         is  fTT 


r « J  Vs(i  —  s)     r  JT      j 


ds 


Vs  (1  —  s)        M         J  Vs  (1  —  s) 

und  es  ergiebt  sich  also,  dass  der  absolute  Werth  von  S(js)  kleiner 
ist  als 

12* 
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1  4-  -J=  +  V^  e— . 
yl  —  c 

Nun  hat  die  Function  ^rn  er-^^  einen  Minimalwerth  für 
r  =  l/2c,  wie  man  leicht  durch  Differentiation  findet,  und  es 
ist  also  der  absolute  Werth  von  S(js)  kleiner  als 


Vi  —  c    r 2c 


V 

Hierin  kann  nun  c  ein  beliebiger  echter  Bruch  sein,  und 
wenn  man  c  von  0  bis  1  gehen  lässt ,  so  erhält  dieser  Ausdruck 
einen  Minimumwerth.  Es  kommt  aber  hier  nicht  auf  die  ge- 
naueste Grenzbestimmung  an,  und  es  genügt,  wenn  wir  etwa 
c  =  V2  setzen,  wodurch  der  vorstehende  Ausdruck  kleiner  als 
3,5  wird.    Wir  haben  also  den  Satz: 

Der  absolute  Werth  der  Function  S  {z)  liegt 
für  alle  reellen  und  imaginären  Werthe  von  z 
unter  einer  endlichen  Grenze  g^  die  kleiner  als 
3,5  ist. 


§.  76. 
Halbconvergente  Reihe  für  S{z), 

Die  Differentialgleichung  §.  72  (7): 
(1)  ^_^  +  _Lc7_0 

wird  befriedigt  durch 

U  =  S{z) 
und 


Cr  =  e^V^j(^), 


und  folglich  sind  nach  §.  73  (4j  zwei  particulare  Lösungen  dieser 
Gleichung : 

(2)  Si  =  S{z),    5,  =  e-  S(-  z). 

Die  Function  S{z)  war  in  der  ganzen  jer-Ebene  eindeutig  be- 
stimmt, und  hatte  an  der  segativen  reellen  Axe  eine  Unstetig- 
keit,  während  S{'—  jrVjflMyblleliigkeit  an  der  positiven  reellen 
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Axe  hat  Für  jeden  nicht  auf  der  reellen  Axe  liegenden  Punkt 
ist  aber  sowohl  Sj  als  iS^  eindeutig  bestimmt  und  ändert  sich 
stetig,  so  lange  die  reelle  Axe  nicht  überBchritten  wird.  Wir 
versuchen  jetzt  die  Differentialgleichung  (1)  durch  eine  nach 
fallenden  Potenzen  von  z  fortschreitende  Reihe  zu  inte- 
griren,  und  setzen,  wenn  Oy  die  noch  zu  bestimmenden  Goeffi« 
cienten  sind: 

^^^  ^=  -  2(-i)'«'^'— '=2(-i)'«'+i(^+i)^» — *. 

^=  2   (-  iy»rV(v  +  l);r— «. 

Setzt  man  dies  in  die  Differentialgleichung  ein,  so  ergiebt  sich : 
(4)   0=2  (-  ir  [o^+iC"  +  1)  -  a,  (v  +  iy]  r-'-». 


Man  hat  also 


_(2i;-f-l)»  a 
"'+'—     v  +  1       4 


zn  setzen,  und  daraus  findet  man,  wenn  man  ao  =  1  annimmt: 

_  (1.3  ...2v  —  1)« 
"' ~       1.2...v.2a' 

Dafür  kann  man  auch  setzen: 

..^  _    77(2 y)» 

W  «'  —  2«'n(v)'  ■ 

Nach  einer   schon  früher   angewandten  Formel  (§.  26)  ist 
aber  für  grosse  n  näherungsweise 

(6)  /7(n)  =  V2^e""n-^'s 

^obei  als  Correction  ein  sich  der  Einheit  nähernder  Factor  hin- 
^tritt,  dessen  Logarithmus  kleiner  ist  als  l/12n,  und  daraus 
whält  man  für  grosse  Werthe  von  n  den  genähert  richtigen 
Ausdruck 


(7)  a.  =  |/|c-"«"-^-=|/ 


2       n(logn— 1) 

—  e 
7cn 
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ein  Ausdruck,  der  mit  unendlich  wachsendem  n  stärker  unenc 
wird,  als  die  n**  Potenz  jeder  endlichen  Grösse,  und  folglicl 
die  Reihe  (3),  die  wir  für  U  angenommen  haben ,  für  jedes 
liehe  z  divergent. 

Um   aber  den  Ausdruck  U,  der,  wie  man  sagt,  der  £ 
rentialgleichung  formell  genügt,  wiewohl  er  an  sich  keine 
deutung  hat,  für  die  Theorie  der  Differentialgleichung  verwer 
zu  können,  nehmen  wir  eine  beliebige  ganze  Zahl  n  an, 
setzen 

n 

v=0 

Vr=0 

und  hieraus  ergiebt  sich  nach  (4)  für  Un   die  nicht  homoj 
lineare  Differentialgleichung 


—II- 


Diese  Differentialgleichung  wollen    wir  nun    nach   der  Metl 
des  §.  62  [Formel  (12)]  integriren. 

Die  beiden  particularen  Integrale  der  verkürzten  Gleich 
die  wir  dort  mit  Vj,  v^  bezeichnet  haben ,  sind  hier  Si,  Sj, 
da  hier  a  =  —  1  ist,  so  haben  wir  nach  §.  62  (13)  und  nacl 

dz  *  dz 

Es  ist  also 

^^")  ^^TT^  -  ^  (-  ">  ^^  +  ^^'^  ^(-")  =  ^ 

eine  Constante,   für    die   man   nach   §.  74  (1)  aus  jgr  =  oo 
Werth    1    erhält,    und    mithin    ist    z/  =   e^    zu    setzen, 
ergiebt  sich  dann,  wenn  wir  die  In tegrations variable  mit  % 
zeichnen : 
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(10)l7.=(-l)-(n+iya„j[e^-^'Sa)S(-^)— SWS(-S)]j||l 

+  AS{a)-i'Be'S(—z). 

Hierin  können  wir  c  beliebig  wählen;  dann  aber  sind  die 
Constanten  A^  B  durch  Un  und  S(z)  völlig  bestimmt. 

Für  j^  =  ±  1 00  wird  nun  £/„  =  !,  S(jg)  =  1 ,  e'S(—  z) 
unbestimmt;  wenn  wir  also  c  so  wählen,  dass  das  Integral  für 
^  =  +  t  00  verschwindet,  so  ergiebt  sich  -4  =  1,  J5  =  0.  Wir 
setzen  nun,  je  nachdem  der  imaginäre  Theil  von  z  positiv  oder 
negativ  ist 

5  =  ^  +  «"<, 

wobei,  wenn  z  reell  sein  sollte,  die  Wahl  des  Zeichens  beliebig 
ist,  und  lassen  t  als  Integrationsvariable  durch  reelle  positive 
Werthe  von  0  bis  oo  gehen,  so  dass  g  die  reelle  Axe  nicht  über- 
schreitet.   Dann  ergiebt  sich  aus  (10) 

(11)  S{Z)  =    ün  + 

^-')'(»+l)'""J(^|^)nV»  [C-"  Sie  ±U)S{rz)-  S{-z^it)  S{z)l 

0 

nnd  es  kommt  jetzt  noch  darauf  an,  den  absoluten  Werth  dieses 
Integrals  in  Bezug  auf  seine  Grösse  zu  schätzen.     Setzen  wir 


z  =  a±hi,        r  =  Va»  +  6« 

mit  positivem  6,  so  ist  r  der  absolute  Werth  von  z  und  es  ist 
der  absolute  Werth  von  ^  +  i^,  da  b  und  t  positiv  sind: 

Femer  ist  nach  dem  in  §.  75   bewiesenen  Theorem,  da  der 
absolute  Werth  von  e^»«  gleich  1  ist,  der  absolute  Werth  von 

i  (e'^**)S(z  ±  it)S{—  z)  —  S(—  z  q:  it)  S(z) 

kleiner  als  2  ^2  (jf  <  3,5)  und  mithin  ist  der  absolute  Werth  des 
Fehlers,  den  man  begeht,  wenn  man  S(z)  durch  Un  ersetzt, 
Heiner  als 


2.«(«+iyaJ^„-^, 


oder,  wenn  man  t  durch  rt  ersetzt,  kleiner  als 
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dt 


c^)       {- + 1)  'M 


Das  bierin  vorkommende  Integral  geht  durch  die  Substitu- 
tion t  =  tg(j9  in  folgendes  über 

j  vr+^~+'     J 

0    '  0 

und  ist  also  imm^r  kleiner  als  Vi  ^*  ^^^  finden  aber  einen 
asymptotischen  Ausdruck  für  unendlicli  wachsende  n,  wenn  wir 
die  Substitution  machen 

*2       2  s       ,,         ds 
w  y2ns 


00  a 


äs 


V«  (1  +  -jr) 

Nun  ist  bekanntlich 


lim 


und  folglich 

OD  00 

,.      r             ds  f  e-«ds        ^y- 

hm —  =     —j=r-  =  yjr, 

also  ist  angenähert 

<^^)  1  Vi +  <«"+«  =  Vi^- 

0   ' 

Wenn  wir  also  endlich  in  (12)  für  a«  den  genäherten  Werth 
(7)  und  für  n  +  V2  <ias  genäherte  n  setzen,  so  ergiebt  sich  als 
asymptotischer  Werth  für  die  Fehlergrenze 

Dieser  Ausdruck  wird  zwar  bei  festgehaltenem  r  mit  unend- 
lich wachsendem  n  unendlich  gross.  Wenn  aber  n  <  r  ist,  so 
kann  er  doch,  wenn  r  hinlänglich  gross  ist,  unter  einen  beliebig 
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gegebenen  Werth  herunter  gebracht  werden.    Wir  haben  daher 
das  folgende  Theorem: 

1.  Die  Entwickelang 


(15) 


»=o 


ist,  wenn  n  nicht  grösser  als  der  absolute  Werth 
r  von  t  ist,  richtig  bis  auf  einen  Fehler  von  der 
Ordnung  ©. 

Dieser  Satz  ist  richtig  in  der  ganzen  Ebene  z^  und  da  die 
Summe  auf  der  rechten  Seite  von  (14)  als  rationale  gebrochene 
Function  von  e  stetig  ist,  so  folgt,  dass  die  Unstetigkeit,  die,  wie 
wir  gesehen  haben,  der  Function  S{z)  anhaftet,  nur  in  dem  Cor- 
reciionsgliede  enthalten  sein  kann.  Setzt  man  n  =  1 ,  so  folgt, 
dass  man  S{ßs)  bis  auf  eine  Grösse  von  der  Ordnung  2g'^e-^r-^ 
gleich  1  setzen  kann. 

Aus  den  Formeln  (5),  (6)  §.  73  kann  man  dann  entsprechende 
Entwickelungen  für  die  Functionen  J{x\  K{x)  erhalten,  und  wir 
fuhren  hier  den  Satz  an: 

2.  Für  unendlich   grosse   x    ist    genähert,    d.  h.   bis 
auf  einen  Fehler  von  der  Grösse 


fi 


g^  e-^  X 


2 


2  cos 


J{x)  = 


a-') 


(16) 


K{x)  = 


\2nx 
2  sin  (^1  -  x^ 


\2nx 


was  sowohl  für  reelle  als  für  complexe  x  gültig 
bleibt 

§.  77. 

Bestimmte  Integrale  mit  Bessel'schen  Functionen. 

Erstes  Beispiel. 

Die  Bessel'schen  Functionen  haben  nebst  manchen  anderen 
Analogien  auch  noch  die  Aehnlichkeit  mit  den  trigonometrischen 
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Functionen,  dass  sich  manche  bestimmte  Integrale,  in  denen  diese 
Functionen  vorkommen,  einfach  auswerthen  lassen.  Wir  geben 
hiervon  einige  Beispiele. 

Gehen  wir  aus  von  der  Darstellung  der  Function  J{x\  die 
wir  in  §.  72  (2)  gegeben  haben: 

7t 

{\)  J(x)  =  -    e-»*<'««"'dc}, 

0 

so  erhalten  wir  nach  Umkehrung  der  Integrationsfolge  mit  Be- 
nutzung von  §.14  (4) 


00  '•  00 


(2)  e-'''J{bx)dx  =  -    do  1  e-(a+»&cof(u)x^^ 


0  0 

n 


=-f- 


do  1 


-j-  bi  cos  o         t/a2  _L-  j2 

Hierin  sind  a,  b  Constanten  und  a  war  als  wesentlich  positiv 
vorausgesetzt.  Nach  dem  Satze  §.  49  muss  aber  hier  auch  noch 
üebereinstimmung  der  rechten  und  linken  Seite  für  complexe 
Werthe  von  a  stattfinden,  in  soweit  auf  beiden  Seiten  stetige 
Functionen  der  complexen  Variablen  a  stehen.  Dies  findet  aber 
statt,  so  lange  der  reelle  Theil  von  a  positiv  ist,  und  der  reelle 

Theil  von  Y^^-{-b^^  der  dann  nicht  verschwinden  kann,  gleich- 
falls positiv  ist.  Setzen  wir  also  e  -\-  ia  an  Stelle  von  a,  so 
folgt 


[ 


e-'{*+i<^)'J(bx)dx  = 


Nun  bleibt  das  Integral  für  £  =  0  convergent,  wenn  a  von 
b  verschieden  ist,  wie  sich  aus  dem  asymptotischen  Ausdruck 
§.  76  (16)  nach  §.  7  ergiebt,  und  wir  können  also  beiderseits  s 
in  Null  übergehen  lassen.  Um  den  Grenzwerth  der  rechten  Seite 
zu  finden,  setzen  wir 

6^  -\-b'^  —  a^  =  r  cos  qp, 
(3)  . 

2sa  =  r sin  9? , 

und  erhalten: 


(4) 


1  1    /       9         .   .     g?\ 

-, — — -^  =  -=  I  cos  ^  —  i  sm  ~ )  • 

V^a-f  62  _  a2  +  2£at        Vr  \        2  2/ 


§.  78. 


Zweites  Beispiel. 
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Nehmen  wir  e  und  a  positiv  an,  so  liegt   9  zwischen  Null 

und  Ä,  und  in  (4)  ist  y7  positiv  zu  nehmen.  Wenn  aber  e 
in  Null  übergeht,  so  nähert  sich  9  der  Grenze  0  oder  der  Grenze 
Ä,  je  nachdem  b*  —  a*  positiv  oder  negativ  ist;  und  es  ergiebt 
sich  folgendes  Resultat: 


(5) 


[ 


er-^^'J(bx)dx  = 


1 


62  >  a« 


0 


62  <  a«. 


V6a  —  a2 ' 
—  t 

Trennen  wir  hier  das  Reelle  vom  Imaginären,   so  ergeben 
sich  folgende  vier  Formeln: 


cosaxJ(bx)dx  = 


(6) 


(7) 


0 

l  smaxJ{bx)dx  =  0 
0 

[ 

0 

1 


1 


^62— a» 


6«  >  a2; 


cosaxJ{bx)dx  =  0 


smaxJ(bx)dx  = 


1 


Va2  —  b' 


a»  >  62. 


Die  Äenderung  des  Vorzeichens  von  6  hat,  da  J(x)  eine  ge- 
rade Function  ist,  keine  Äenderung  zur  Folge.  Aendert  man  das 
Vorzeichen  von  a,  so  muss  in  der  letzten  Formel  (7)  das  entgegen- 
gesetzte Zeichen  kommen.  Für  a  =  6  werden  beide  Seiten  un- 
endlich. 

§.  78. 
Zweites  Beispiel. 

Wir  betrachten  das  unbedingt  convergente  Integral 

OD 

(1)  I  sinaxJ{bx)  — 

,1  X 

0 

und  ersetzen  J(bx)  darin  durch  den  Ausdruck  §.  68  (9) 
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2 


J(bx)  =  -'  1  cos(6x8ina})da}. 

0 

Wir  erhalten    durch  Umkehrung    der  Integrationsfolge  für 
(1)  den   Ausdruck 


2 

'x 


dx 

X 


(2)  —  I  dcj  I  sinao;  cos  {bx  sin  o)  — 

0  0 

Nun  besteht  die  Relation 
2sina:i;  cos(bxsin(o)  =  8in(a  -|-  b  sino)  x-{-  sin(a  —  isinai)^, 
woraus  man  erhält 

2  I  sinax  cos  {bx  sin«)  —  =  I  sin(a  -|-  b  smcai)x 

0  0 

I 

00 

-f-  I  sin  a  —  b  s\nGi)x  — . 

0 

Nehmen  wir  die  Constanten  a  und  b  positiv  an,  so  hat  das 
erste  Integral  der  rechten  Seite,  da  auch  sin  o  immer  positiv  ist^ 

den  Constanten  Werth  ~.  Dasselbe  gilt  von  dem  zweiten  Inte- 
gral,  wenn  a  >  b  ist,  weil  dann  a  —  i  sin  o  immer  positiv  ist. 
Ist  aber  a  <  6,    so  hat  das  zweite  Integral  den  Werth  -|-  — 

oder  —  — ,  je  nachdem  cj  kleiner  oder  grösser  als  aresin  -j 
ist  (§.  13).    Demnach  haben  wir 


f 


sin  ax  cos  (bx  sin  oj)  —  =  ö*  5       öj  >  6, 

X  iS 


=  ^;      a  <  6,  o  <  arcsin  ^, 
=  0 ;       tt  <  6,  w  >  arc  sin  —  • 

0 

Demnach  erhält  das  Integral  (2)  den  Werth  1,  wenn  a  >  b 

ist,  und  den  Werth  —  arcsin  7-,  wenn  a  <Zb  ist,  und  wir  er- 

n  b 
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halten  das  Resultat 


(3) 


« 


sinaxJ(bx)  —  =  tt;        «  >  6» 
"^   X        2 


a 


=  arc  sin  T- ;       a  <^  b. 

0 


a 


Die  Werthe  von  arc  sin  -  schliessen  sich  für  a  =  6  stetig 


7t 


an   die  Werthe  ^  an   und  werden   für  6  =   oo    verschwindend 

klein.    Betrachten  wir  das  Integral  als  Function  der  positiven 

Fig.  36. 


Variablen  6,  so  wird  diese  Function   durch  die  in  Fig.  36  dar- 
gestellte Curve  anschaulich  gemacht. 

Wir  wollen  endlich  noch  das  folgende  Beispiel  anführen: 

Es  ist  nach  §.  68  (9) 


(4) 


2  } 
J(x)  =  -  l  cos  (a;  sin  ö)  d  ö. 


Bedeutet  also  ß  eine  beliebige  positive  Grösse,  so  ist,  wie  sich 
durch  Umkehrung  der  Integrationsfolge  ergiebt: 

7t 

fj{ax)da        2  I    .      f  C08(aa:sinc})da 

0  0  0 

Hierin  lässt  sich  das  Integral  nach  a  mittelst  der  Formel  §.  19(3) 
ausfuhren,  und  man  erhält 


ft 

1 


(5) 


J   ««  +  f*"        ^  J 


0  0 

Da  man  a?  in  — x  verwandeln  kann,  ohne  die  linke  Seite  zu 
ändern,  so  kann  man  die  rechte  Seite  auch  in  die  Form  setzen: 
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n 


-^  I  COS  (i /3  a:  sin  aj)daj 

0 


und  erhält  dann  mit  Benutzung  von  (4): 


§.  79. 

Darstellung  willkürlicher  Functionen  durch 

Bessel'sche  Functionen. 

Wenn  wir  in  der  Formel  II.  (§.70)  n  =  0  nehmen  und  nach 
§.  69  (6)  Ji(x)  =  —  J'(x)  setzen,  so  folgt 

0 

und  die  Formel  §.  70,  IV.  ergiebt: 

(2)     2«  f xJ{axydx  =  —  J{a)J'{a)  —  aJ{a)J"{a)  +  aJ'{a)^, 

0 

wofür  man  mit  Benutzung   der  Differentialgleichung  §.  69   (13) 
auch  setzen  kann: 


1 


(3)  j  xJ{ax)^dx  =  i  [J{ay  +  e7''(a)aj. 

0 

Besonders  einfach   und  wichtig    werden   diese  Gleichungen, 
wenn  a  und  ß  zwei  Wurzeln  von  einer  der  beiden  Gleichungen 

(4)  J(x)  =  0 
oder 

(5)  J'  (x)  =  0 

sind.     Wenn  dann  a  von  ß  verschieden  ist,  so  ist 
(6;  \xJ{ax)J(ßx)dx  =  0 

0 

und 
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1 

(7)  {xJ(axydx  =  ^J'(ay    oder    ^  J{a)\ 

je  nachdem  a  eine  Wurzel  von  (4)  oder  von  (5)  ist.  Mittelst  dieser 
Resultate  können  wir  eine  willkürliche  Function  /  (x)  von  a;,  die 
in  dem  Intervall  von  0  bis  1  gegeben  ist,  durch  eine  Reihe  dar- 
stellen, die  nach  Bessel 'sehen  Functionen  fortschreitet,  und  die 
den  Fouri  er 'sehen  Reihen  analog  ist  Es  fehlt  freilich  noch 
der  Beweis,  dass  diese  Entwickelung  allgemein  möglich  ist;  aber 
die  Möglichkeit  der  Entwickelung  vorausgesetzt,  erhält  man  die 
Form  der  Entwickelung. 

Lassen   wir  a   die    der    Grösse   nach   geordneten    positiven 
Wurzeln  der  Gleichung  (4)  durchlaufen  und  setzen 

a 

(8)  f(x)  =  2  ÄaJ{axl 

so  erhält  man,  wenn  man  (8)  mit  J{ßx)xdx  multiplicirt  und 
integrirt,  worin  ß  irgend  eine  bestimmte  dieser  Wurzeln  be- 
deutet, nach  (6)  und  (7) 


(9)  A^  J' {ßy  =  2  I  f(x)  J(ßx)xd 


X 


oder,   wenn  ß  in  (8)    die    ebenso    geordneten   Wurzeln  von  (5) 
sind 

(10)  ^ßJ{ßy  =  2  {f(x)J{ßx)xdx. 

0 

Setzen  wir  in  der  Formel  (1)  /3  =  0,  so  ergiebt  sich,  wenn 
a  eine  positive  Wurzel  der  Gleichung  (5)  ist 


1 


(11)  \xJ(ax)dx  =  0. 

0 

Daraus  geht  hervor,  dass  die  Formel  (8)   für  diesen  Fall 
nur  anwendbar  ist,  wenn 

1 


{f(x)xdx  =  0 


0 

ist.     Ist  diese  Bedingung  aber  nicht  erfüllt,  so  setze  man 
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(12)  f{x)  =  Ao-}'^AaJ(ax) 

und  erhält 

1 

(13)  Ao  =   \f{x)xdx, 

0 

während  die  übrigen  Aa  nach  wie  vor  durch  die  Formel  (10) 
bestimmt  sind. 

Durch  einen  Grenzübergang  können  wir  aus  (9)  [oder  auch 
aus  (10)]  eine  Formel  ableiten,  die  dem  Fourier 'sehen  Integral 
analog  ist. 

Zu  diesem  Zweck  schreiben  wir  unter  der  Voraussetzung  (9) 
die  Formel  (8)  zunächst  so: 

0 

Um  nun  das  Intervall  von  0  bis  1  beliebig  auszudehnen, 
setzen  wir  x/h  und  k/h  an  Stelle  von  x  und  A  und  erhalten, 
wenn  mr  f(x/h)  wieder  mit/(a;)  bezeichnen: 

0 

Wir  nehmen  jetzt  an,  da8s/(a;)  =  0  ist,  wenn  x  einen  ge- 
gebenen Werth  a  überschreitet,  und  setzen  A  ^  a  voraus.  Dann 
ist  auch 

(H)    /(.)  =  ±  J^  \m  J  (f )  J  (^)  ^äi. 

u 

Es  seien  nun  a^,  aj,  «g,  ...  die  auf  einander  folgenden  Wur- 
zeln von  J{x),    Wir  setzen 

(15)  a.  =  ÄS„        (J  =  I 
und  erhalten  aus  (14) 

a 

(16)  fix)  =  ^  ^jrg^j^y,  \/WJa,x)Jii,k) kdk. 

Lassen  wir  nun  h  unbegrenzt  wachsen,  so  wird  ö  un- 
endlich klein;  es  hat  daher  eine  beliebige  endliche  Anzahl  von 
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Anfangsgliedern  der  Reihe  (16)  auf  das  Ergebniss  keinen  Ein- 
Üuss,  und  wir  begehen  keinen  merklichen  Fehler,  wenn  wir 
h^r  =  «r  unendlich  gross  werden  lassen.  Es  ist  aber  näherungs- 
weise für  grosse  x  [§.  76  (16)] 

(17)  J(.)  =  |/^  cos  (.  -  f),  J'(r)  =  _  j/Ä  sin(.  -  f), 

und  es  ist  also  für  unendlich  grosse  v 

7t        nie 


4  2    ' 

worin  n  eine  unendlich  grosse  ungerade  Zahl  ist,  die  um  2 
wächst,  wenn  v  um  1  wächst,  hiernach  ist  J»  —  |r— i  =  S  für 
ein  unendlich  grosses  v,  und  folglich  nach  (17) 


also 


nhJ^ih^rY  =  1  sin  (a,  -  Jj  =  |, 


a 


0 

und  der  Grenzwerth  dieser  Summe  ist  das  bestimmte  Integral 


OD  O 


(18)  f{x)  =  j  J^(Sx)|d|  j/(A)J(|A)ArU. 

0  0 

Wenn  die  Function  /  es  gestattet,  können  wir  a  hier  ins  Unend- 
liche wachsen  lassen  und  erhalten  die  dem  Fourier 'sehen 
Lehrsatz  ganz  analoge  Formel 

CO  'X. 

(19)  f{x)=yT{^x)^di\f(}.)J{^k)Uk. 

0  0 

Die  Begründung  dieser  Formel,  wie  wir  sie  hier  gegeben 
haben,  ist  nicht  streng.  Ein  strenger  Beweis  ist  von  P.  du  Bois- 
Reymond  gegeben^). 


*)  Mathematische  Annalen,  Bd.  IV. 
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Neunter  Abschnitt. 


Lineare  infinitesimale  Deformation. 


§.80. 
Drehungen,   Schraubungen   und   Richtungssysterae. 

Um  die  Anwendungen  von  partiellen  Differentialgleichungen 
auf  die  Physik  richtig  verstehen  zu  können,  sind  einige  Betrach- 
tungen geometrischer  Natur  über  die  Bewegung  der  den  Raum 
stetig  erfüllenden  Materie  vorauszuschicken. 

Um  eine  Drehung  eines  Körpers  um  eine  Axe  genau  zu  be- 
schreiben, denke  man  sich  selbst  in  die  Axe  gestellt  und  bezeichne 
die  nach  dem  Zenith  weisende  Richtung  der  Axe  als  die  positive. 
Die  Drehung  heisst  eine  Rechtsdrehung  oder  eine  positive 
Drehung,  wenn  sie  dann  vor  den  Augen  her  von  rechts  nach 
links  erfolgt,  im  entgegengesetzten  Falle  eine  Linksdrehung 
oder  negative  Drehung.  Dieser  Unterschied  lässt  sich  in 
keiner  Weise  begrifflich  definiren,  sondern  nur  an  Objecten  der 
Aussenwelt,  zunächst  am  menschlichen  Körper,  demonstriren.  Die 
Drehung  des  Uhrzeigers  ist  für  den  auf  dem  Zifferblatte  Stehen- 
den eine  Linksdrehung.  Vertauscht  man  die  positive  Axen- 
richtung  mit  der  negativen,  so  ändert  sich  auch  der  Sinn  der 
Drehung. 

Wenn  sich  ein  Körper  längs  einer  Axe  verschiebt  und  gleich- 
zeitig dreht,  so  vollführt  er  eine  Schraubenbewegung  oder 
Schraubung.  Unter  den  Schraubungen  giebt  es  gleichfalls 
zwei  wesentlich  verschiedene  Arten,  die  als  Rechtsschraubung 
und  Linksschraubung  unterschieden  werden.  Eine  Rechts- 
schraubung ist  die,   deren  Drehung   eine   positive  ist,   wenn   die 
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positive  Axenrichtung  in  der  Richtung  des  Fortschrittes  ge- 
nommen ist.  Man  kann  diese  Regel  der  Anschauung  und  dem 
Gedächtnisse  so  einprägen: 

Eine  Rechtsschraubung  vollführt  der  rechte  Arm, 
wenn  er  sich  ohne  Zwang  bewegt,  also  z.  6.  so,  dass  der 
rechte  Arm  vorgestossen  wird,  und  gleichzeitig  der  Rücken  der 
Hand  von  oben  nach  aussen  gedreht  wird. 

Rechtsgewunden  sind  die  meisten  im  täglichen  Leben  be- 
nutzten Schrauben,  die  Korkzieher,  die  meisten  Schneckenhäuser 
(doch  giebt  es  auch  links  gewundene). 

Wie  wir  schon  früher  (§.  37)  festgesetzt  haben,  bilden  drei 
von  einem  Punkte  auslaufende,  nicht  in  einer  Ebene  gelegene 
Richtungen,  in  einer  bestimmten  Reihenfolge  1,  2,  3  genommen, 
ein  Rechtssystem  (directes  oder  positives  System),  wenn  jede 
von  ihnen  in  die  folgende  übergeht  durch  eine  positive  Drehung 
von  weniger  als  180®  um  die  dritte.  Hierbei  ist  1  wieder  auf  3 
folgend  anzunehmen.  Es  giebt  nur  noch  einen  zweiten  Fall, 
nämlich  den,  dass  jede  in  die  folgende  durch  eine  negative 
Drehung  übergeht.  Ein  solches  System  heisst  dann  ein  Links- 
system (in  directes  oder  negatives  System).  Man  erhält  ein 
Rechtssystem,  wenn  man  die  drei  ersten  Finger  1,  2,  3 
(Daumen,  Zeigefinger,  Mittelfinger)  der  rechten  Hand  ohne 
Zwang  ausstreckt,  während  man  die  beiden  letzten 
Finger  einschlägt. 

Wenn  wir  die  Punkte  des  Raumes  zur  analytischen  Dar- 
stellung auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  beziehen,  so 
werden  wir,  wenn  nicht  das  Gegentheil  ausdrücklich  hervor- 
gehoben ist,  immer  annehmen,  dass  die  Coordinatenaxen  in  der 
Reihenfolge  a:,  y,  z  ein  Rechtssystem  bilden. 


§•  81. 
Lineare  Deformation. 

Wir  denken  uns  nun  eine  einen  Raumtheil  stetig  erfüllende 
Substanz,  deren  Theile  beweglich  sind,  aus  einer  Lage  in  eine 
andere  gebracht.  Ein  Punkt  m  dieser  Substanz,  der  vor  der 
Verschiebung  die  rechtwinkligen  Coordinaten  .r,  t/,  z  hat,  möge 
durch  die  Verschiebung  in  die  durch  die  Coordinaten  X,  F,  Z 
bestimmte  Lage   übergegangen   sein.     Wenn  dann  zwischen  den 
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ursprÜDgUcben  und  den  veränderten  Coordinaten  von  m  eine 
Beziehung  der  folgenden  Form  besteht: 

(1)  ^  =  ^  +  ft^  +  fty+A^. 

worin  die  Coefficienten  von  a;,  y,  z  unabhängig  sind,  so  wollen 
wir  die  hierdurch  ausgedrückte  Veränderung  des  Systems  eine 
lineare  Deformation  nennen.  Sie  ist  dadurch  ausgezeichnet, 
dass  Punkte,  die  ursprünglich  auf  einer  Geraden,  auf  einer  Ebene, 
auf  einer  Fläche  zweiten  Grades  etc.  liegen,  auch  nach  ein- 
getretener Deformation  auf  einem  Gebilde  derselben  Art  liegen. 
Setzen  wir  noch 

x'  =  X  —  u,      1/=  Y—ß,      z'  =  Z  —  Y, 

80  ergeben  die  Gleichungen  (1) 

x*  =  o^x  -{-  a^y  -{-  o^z^ 

(2)  y' =  ft^  +  fty  +  ^s^, 

z'  =  yix  -i-y^y  +  ys^^ 

m 

und  oi  yf  s/  sind  die  relativen  Coordinaten  des  Punktes  m  nach 
eingetretener  Verschiebung,  bezogen  auf  den  Punkt,  der  im  ur- 
sprünglichen Zustande  im  Coordinatenanfangspunkte  lag.  Wir 
betrachten  jetzt  aber  nur  unendlich  kleine  oder,  wie  wir  auch 
sagen,  infinitesimale  Deformationen,  d.  h.  wir  sehen 

oi  —  X,      y'  —  y,      z!  —  2 
and  folglich 

a,  —  1,  «2,  aj, 

Yu  ^27  n  — 1 

als  unendlich  kleine  Grössen  erster  Ordnung  an  und 
Yernachlässigen  unendlich  kleine  Grössen  höherer  Ord- 
nung gegen  die  von  niedrigerer  Ordnung. 

Denken  wir  uns  zwei  solche  Deformationen  nach  einander 
ausgeführt,  so  werden  nach  der  zweiten  die  Coordinaten  des 
Punktes  m  in   der  dritten  Lage  durch  Ausdrücke  von  der  Form 

dargestellt: 

X    z=  ociX  -f-  a2y  -f-  UsZ  ^ 

(S)  y"  =  ß[x- -\- ß;,j -\- ß^0', 

z    =  y^x  -^  y^y  -[-  y^z  , 


200  Neunter  Abschnitt.  §.  82. 

und  das  Ergebniss  kann  auch  durch  die  einzige  Deformation 
erreicht  werden,  die  den  Ausdruck  hat 

wenn 

a'i  =  «i «;  +  «i  /Ji  +  «i  yi  1 

«2  =  «1  «a  +  «2  /^a  +  ^  ya  etc. 

gesetzt  ist.  Vernachlässigt  man  aber  unendlich  kleine  Grössen 
höherer  Ordnung,  so  wird 

...  ai'  =  «1  -f  o;  —  1, 

«.y  =  «2  +  oci,    etc. 

und  man  sieht,  dass  man  zu  demselben  Ergebnisse  kommt,  wenn 
man  die  beiden  Deformationen  in  umgekehrter  Ordnung  aus- 
führt. Man  kann  dies  anwenden,  um  eine  gegebene  Deformation 
ni  mehrere  einfachere  zu  zerlegen. 


§.  82. 
Drehung. 

Unter  den  linearen  Deformationen  ist  als  Specialfall  die 
Bewegung  eines  starren  Körpers  enthalten.  Denken  wir  uns 
nämlich  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  mit  einem  starren 
Körper  in  fester  Verbindung,  so  dass  es  die  Bewegungen  des 
Körpers  mitmachen  muss,  so  hat  der  Punkt  m  in  Bezug  auf 
dieses  Coordinatensystem  immer  dieselben  Coordinaten  a:,  y,  jp. 
Um  also  die  Coordinaten  a^,  y\  z'  von  m  nach  eingetretener 
Verschiebung  in  dem  ursprünglichen  Coordinatensysteme  zu 
finden,  hat  man  die  aus  der  analytischen  Geometrie  wohl  be- 
kannten Formeln  für  die  rechtwinklige  Coordinatentransformation 
anzuwenden ,  und  es  werden  also  a/,  y\  z'  durch  die  Formeln 
§.  81  (2)  dargestellt,  zwischen  deren  Coefficienten  die  Relationen 
bestehen : 

(1)  a-^  +  ß^  +  y^  =  h  a,a,  +  ß, ß,  -^  y,Y,  =  0, 

«:f  +  Ar  +  Y^  =  1,       «1«.  +  /ii^2  +  y,y,  =  o. 
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Diese  Gleichungen  gehen  aher  mit  den  erlaubten  Vernach- 
lässigungen in  folgende  über: 

ft  =1,      n  +  «3  =  0, 
Vi  =  1,       «a  +  A  =  0, 
und  wenn  wir  also 

—  ßs  =  Y2.  =  Py 

—  yi  =  «3  =  «, 

—  u^  =  ßi  =  r 

setzen,   so   werden   die  Gleichungen,   die   eine   unendlich   kleine 
Lagenänderung  eines  starren  Körpers  ausdrücken,  nach  §.  81  (2): 

(2)  y'  =  y  -^  pz  -{-  rx, 

z'  =^  g  —  qx  -^  py. 

Man  kann  diese  Lagenänderung  nun  wieder  in  drei  partielle 
zerlegen,  von  denen  die  eine,  die  aus  (2)  erhalten  wird,  wenn 
man  q  und  r  =  0  setzt,  so  dargestellt  ist: 

x'  =  X,      y'  =  y  —  pz,      z'  =  z  -\-  py. 

Die  Bedeutung  dieser  partiellen  Verschiebung  ist  aus  der 
beistehenden  Fig.  37  zu  ersehen.  Sie  besteht  (bei  positivem  p) 
in  einer  positiven  Drehung  mit  dem 
unendlich  kleinen  Winkel  p  um  die 
x-Axe.  Ganz  entsprechende  Bedeu- 
tung haben  die  beiden  anderen  Coni- 
ponenten  der  Verschiebung,  die  in 
Drehungen  mit  den  Winkeln  q  und  r 
um  die  Axen  y  und  z  bestehen. 

Bei  der  durch  (2)  ausgedrückten 
Deformation  werden  alle  Punkte  der 
durch  die  Gleichungen 

(3)  X  :  y  :  z    =   p  -  q  :  r 

dargestellten  geraden  Linie  in  ihrer  ursprünglichen  Lage  bleiben. 
Die  Bewegung  besteht  also  in  einer  Drehung  um  diese  gerade 
Linie  als  Axe.    Wir  setzen 

(4)  (O    =     V  J}2  _|_  ^2  _|_  |.2 

mit  positivem  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  und  bestimmen  die 


Fig.  37. 
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positive  Richtung  der  Axe  so,  dass  sie  mit  den  Goordinatenaxen 
die  durch  die  Gleichungen 

(5)  p  z=z  a  cos  a,     q  =  (o  cos  /3,    r  =  o  cos  y 

bestimmten  Winkel  a,  /3,  y  einschliesst. 

Die  Verschiebung,  die  irgend  ein  Punkt  x^  y,  ^  erlitten  hat, 
ergiebt  sich  nach  (2) 

=  V  (i>*  +  q^  +  r2j  (x^-Uy2^z2^  _  (px-^qy-^r zf. 
Setzen  wir 

(6)  X  =^  Q  cos  a,    y  =  9  cos  6,    ^  =  9  cos  c, 

P=    Va-2   +   t/2  -^  ^2, 

SO  ist  nach  (5)  und  (6J 

i^^  4"  ^y  +  ^-2^  =  (»^(cosacosa  4"  cos6cos/3  -|-  cosccosy) 

=  09  cos  0, 

worin  0  den  Winkel  zwischen  dem  Radius -Vector  q  und  der 
Drehungsaxe  bedeutet,  und  es  ergiebt  sich 

(7)  D  =  GJ  9  sin  0  =r  oj  d , 

wenn  d  den  senkrechten  Abstand  des  Punktes  x,  y,  e  von  der 
Drehungsaxe  bedeutet.  Demnach  ist  co  der  unendlich  kleine 
Winkel,  um  den  sich  das  System  gedreht  hat,  und  die  Drehung 
um  die  Axe  hat  den  positiven  Sinn,  wie  man  erkennt,  wenn 
man  die  Drehungsaxe  mit  der  a;-Axe  zusammenfallen  lässt 


§.  83. 
D  e  h  n  u  n  g. 

Wir  wollen  unter  einer  Dehnung  eine  solche  Deformation 
verstehen,  bei  der  drei  auf  einander  rechtwinklige  Rich- 
tungen ungeändert  geblieben  sind.  Um  eine  solche  Deforma- 
tion analytisch  darzustellen,  nehmen  wir  zunächst  ein  specielles 
Coordinatensystem  |,  >;,  t,  dessen  drei  Axen  mit  den  als  un- 
veränderlich vorausgesetzten  Richtungen  zusammenfallen.  Dann 
geben  die  Gleichungen  §.  81,  (2) 

(1)  r  =  A,^     n'-^^n^     5'--~is% 
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worin  k  —  1,  ft  —  1,  V  —  1  die  Zunahmen  der  Längeneinheit 
in  den  drei  Axenrichtungen  und  also  unendlich  kleine  Grössen 
erster  Ordnung  sind.  Nun  kehren  wir  zu  dem  ursprünglichen 
Coordinatensysteme  x,  t/,  ^  zurück  und  drücken  den  Zusammen- 
hang zwischen  den  Coordinaten  f,  rj,  g  und  x^  y,  0  durch  die 
Formeln  aus: 

^  =  «il  +  aal?  +  (hi^       I  =  «1^  +  61^  +  ^1^» 

(2)  y  =  fti S  +  ia^  +  63 g,      ri  =  a^x-j-b^y  -{-  (h^, 

und  derselbe  Zusammenhang  besteht  zwischen  den  Coordinaten 
j/,  y\  s/  und  |',  1?',  ^.  Hierin  genügen  die  Coefficienten  a,  6,  c 
den  Bedingungen  für  die  orthogonale  Coordinatentransformation 
[§-  82,  (1)]. 

Aus  (1)  und  (2)  folgt  aber 

y'  —  hy^Xl-\-  b^firi  -f-  b-iV^, 

und  daraus  mit  Benutzung  des  zweiten  Systemes  (2) 

x"  =  ccx  +  y'y  +  ß'^, 

(3)  y^  =  y'x-]-ßy^a'z, 

/  =  ß'x  +  a'y  +   yjer, 
worin 

a  =  a(k  +  ai^-{-alv,       a'  =  b^c^X  +  b^  C2(i  +  h  c-aV, 

(4)  ß  =  b'[k-{-b^ii-^b.j[v,      ß'  =  Citti  A  +  c^aj/i  +  CsasV, 

Hierin  sind,  obwohl  die  aj,  fci,  ...  endliche  Grössen  sind, 

«— 1,  /3  —  1,   y-  1,       «',  /3',  y' 

unendlich  kleine  Grössen  erster  Ordnung,  die  für  k  =  ^  =  v  =  l 
in  Null  übergehen. 

Der  wesentliche  Unterschied  der  Formeln  (3)  gegenüber  den 
allgemeinen  Formeln  §.  81,  (2)  besteht  darin,  dass  hier  die  an 
symmetrischen  Stellen  stehenden  Coefficienten  a',  ß\  y'  paarweise 
gleich  sind,  d.  h.  der  Coefficient  von  y  in  x'  gleich  dem  von  x 
in  y'  u.  s.  f. 

Es  ist  aber  noch  nachzuweisen,  dass  diese  Form  der  Glei- 
chungen (3)  genügt,  um  eine  reine  Dehnung  auszudrücken.     Um 


204  Neunter  Abschnitt.  §.  83. 

diesen  Nachweis  ohne  zu  grosse  Rechnung  zu  führen,  benutzen 
wir  eine  Function  zweiten  Grades: 

(5)  f{x,y,z)  =  ax'^  +  ßy^  +  yz^  +  2a' i/^  +  2ß'zx  +  2/:ri/, 
durch  die  die  Formeln  (3)  so  dargestellt  werden  können: 

(6)  a^  =  \f'{x\    y'  =  i/'(y),     z'  =  \f\z\ 

^enn  f\x)y  f  (y\  f  (z)  die  Derivirten  von/(x,^,if)  bedeuten. 

Wird  nun  durch  ein  Formelsystem  (2)  irgend  ein  neues 
Coordinatensystem  g,  i^^  £  eingeführt,  so  geht  f  (x,  y,  z)  in  eine 
ganz  ähnliche  Function  über: 

(7)  /(^.y,^)  =  9  «1^,0. 

und  man  erhält  durch  Differentiation  dieser  identischen  Gleichung 
nach  S,  1?,  g : 

(8)        r  =  ^<]p'(i),  v  =  ^9'w,  s'  =  ^9'a), 

d.  h.  die  charakteristische  Form  der  Ausdrücke  (3)  geht 
durch  beliebige  rechtwinklige  Coordinatentransforma- 
tion  nicht  verloren.  Nun  kann  man,  wie  aus  der  Theorie 
der  Flächen  zweiten  Grades  bekannt  ist,  das  Coordinatensystem 
ausnahmslos  so  bestimmen,  dass  9(|,^,g)  die  Form  erhält: 

(Man  hat  nur  die  Hauptaxen  der  Fläche  zweiten  Grades  /  =  1 
als  Axen  der  |,  i^,  5  zu  wählen) ,  und  dadurch  gehen  die 
Formeln  (8)  geradezu  in  die  Formeln  (1)  über,  die  der  Ausdruck 
für  eine  Dehnung  sind. 

Die  Massenpunkte,  die  im  ursprünglichen  Zustande  in  einer 
Kugel  mit  dem  Radius  l  liegen,  also  der  Bedingung 

(9)  ^'  +  V'  +  t'  ^  l' 

genügen,  erfüllen  nach  eingetretener  Deformation  ein  EUipsoid 

t'2  fj'2  t'2 

Die  Volumina  K  und  E  dieser  beiden  Körper  sind 


K  =  —l\      E  =  —  /,iivl\ 


und  folglich  ist 
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J  =  — j^ —  =  A^v  —  1, 

oder  mit  den  erlaubten  Vernachlässigungen 

(11)  z/  =  (A  -  1)  +  (^  -  1)  +  (r  -  1)  =  A  +  ^  +  r  -  3. 

Diese  Grösse,  die  das  Verhältniss  der  Volumenzunahme  zum 
ursprünglichen  Volumen  ausdrückt,  wird  die  räumliche  Dila- 
tation genannt.  Nach  den  ersten  drei  Gleichungen  (4)  erhalten 
wir  dafür  auch  den  Ausdruck 

(12)  ^  =  u  +  ß  +  y  —  3, 
der  für  jedes  beliebige  Coordinatensystem  gilt. 


§.   84. 
Die  allgemeine  infinitesimale  lineare  Deformation. 

Die  allgemeine  infinitesimale  lineare  Deformation,  die  wir, 
wie  in  §.  81,  durch  die  Formeln  ausdrücken: 

(1)  y'  =  ßix  +  ß2y  +  ß,^. 

lässt  sich  nun  immer  darstellen  als  das  Ergebniss  der  Zusammen- 
setzung einer  Drehung  mit  einer  Dehnung.  Sind  diese  beiden 
letzten  in  der  Form  angenommen: 

x*-=x  —  ry-\-qZy 
(2)  2/' =  t/ —  j)^ -f  ro;, 

z'  =  z  —  qx  +  P2/; 

x'  =  ax  -\-  y'y  +  ß' z, 

(3)  y'  =  y'^^  ßy  +cc'z. 

/  =  ß'x-^a'y+  yz, 

so  ergiebt  sich  aus  ihnen  nach  der  durch  §.  81,  (4)  ausge- 
drückten Regel  der  Zusammensetzung  die  Deformation  (1),  wenn 
wir  setzen : 

«1  =  a,     ßi  =  a'  —  p,     ^2  =  «'  +  i>, 
(4)  ß,  =  /3,     y,=ß'  -  q,     «3  =  ^'  +  Q. 

rs  =  y,     «?  =  y'  —  r,     /^^  =  y'  -f  r. 


ili 


^'— r     -tnn^r?^ 
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§.  85. 
Felder,  Skalare  und  Vectoren. 

Die  Physik  hat  es  nicht  nur  mit  dem  absoluten  Räume  der 
Geometrie  zu  thun,  sondern  mit  dem  mit  Materie  erfüllten  Räume, 
oder,  allgemeiner  zu  reden,  mit  einem  Räume,  dem  in  jedem 
Punkte  gewisse  Eigenschaften  zukommen.  Ein  begrenzter  oder 
unbegrenzter  Raum,  der  in  jedem  seiner  Punkte  der  Träger  einer 
wohl  definirten  Eigenschaft  ist,  heisst  ein  Feld.  So  spricht  man 
von  einem  Temperaturfelde,  einem  Geschwindigkeitsfelde,  einem 
Kraftfelde  u.  s.  f.,  und  es  hat  dabei  auch  keine  Schwierigkeit, 
anzunehmen,  dass  sich  mehrere  Felder  verschiedener  oder  auch 
derselben  Qualität  überdecken,  d.  h.  gleichzeitig  denselben  geo- 
metrischen Raum  einnehmen. 

Die  Qualitäten,  die  zur  Definition  eines  Feldes  dienen,  können 
von  zweierlei  Art  sein.  Im  einfachsten  Falle  ist  es  eine  blosse 
Ortsfunction,  die  sich  von  Punkt  zu  Punkt,  stetig  oder  unstetig, 
ändert,  auch  in  einem  Raumstücke  constant  sein  kann,  wie  etwa 
die  Temperatur,  die  Dichtigkeit,  die  Concentration  einer  Lösung, 
und  vieles  Andere.  Solche  Ortstünctionen  werden  Skalare  oder 
skalare  Grössen  und  die  entsprechenden  Felder  skalare 
Felder  genannt. 

Die  Eigenschaft  des  Feldes  kann  aber  auch  eine  Ortsfunction 
sein,  mit  der  in  jedem  Punkte  eine  bestimmte  Richtung  ver- 
bunden ist.  Solche  Eigenschaften  heissen  Vectoren  oder 
Vectorgrössen.   Dahin  gehören  als  erste  Beispiele  Geschwindig- 
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keiten  und  Kräfte.  In  jeder  Vectorgrösse  ist  eine  skalare  Grösse 
enthalten,  nämlich  eben  die  Ortsfunction,  die  man  erhält,  wenn 
man  von  der  Richtung  absieht. 

Dieser  Skalar  wird  die  absolute  Grösse  oder  der  Tensor 
des  Vectors  genannt,  oder  auch,  wenn  von  der  Gesammtheit  der 
Punkte  eines  Feldes  die  Rede  ist,  die  Feldstärke. 

Die  zu  dem  Vector  gehörige  Richtung  nennen  wir  auch  die 
Vectoraxe. 

Zur  Veranschaulichung  denke  man  sich  den  in  einem  Punkte 
vorhandenen  Vector  durch  eine  Strecke  dargestellt,  die  in  der 
Richtung  des  Vectors  aufgetragen  ist  und  eine  dem  Tensor 
gleiche  (oder  proportionale)  Länge  hat.  Es  geht  dann  durch 
jeden  Punkt  eines  Vectorfeldes  eine  gerichtete  und  begrenzte 
Strecke,  die  ein  Bild  der  Vectorgrösse  ist,  aber  auch  selbständig 
als  Vectorgrösse  betrachtet  werden  kann.  Wir  bezeichnen  diese 
so  definirten  Strecken  in  der  Folge  gleiclifalls  als  Vectoren. 

Ein  unter  allen  Umständen  getreues  Bild  eines  Vectorfeldes, 
das  zugleich  eine  der  wichtigsten  Anwendungen  dieses  Begriflfes 
bietet,  erhält  man,  wenn  man  sich,  wie  im  vorigen  Abschnitte, 
einen  Raum  mit  einer  Materie  erfüllt  denkt,  deren  Theile  be- 
weglich sind,  etwa  wie  bei  einer  Flüssigkeit,  einer  zähen 
Masse  oder  einem  elastischen  Körper.  Ist  diese  Materie  in  Be- 
wegung, so  kommt  in  einem  bestimmten  Augenblicke  jedem  ihrer 
Punkte  eine  nach  Richtung  und  Grösse  bestimmte  Geschwindig- 
keit zu.  Oft  ist  es  aber  zweckmässiger,  nicht  sowohl  die  Ge- 
schwindigkeit selbst,  als  den  von  einem  Punkte  der  angenom- 
menen Materie  in  einem  unendlich  kleinen  Zeitelemente  dt 
durchlaufenen,  als  geradlinig  zu  betrachtenden,  unendlich  kleinen 
Weg  als  Bild  des  Vectors  zu  betrachten.  Wir  wollen  diesen 
Vector  kurz  die  Verrückung  nennen.  Seine  absolute  Grösse 
ist  zwar  unendlich  klein,  steht  aber  zu  der  willkürlich  angenom- 
menen unendlich  kleinen  Zeit  d^  in  einem  endlichen  Verhält- 
nisse. 

Zur  Bezeichnung  von  Vectoren  bedienen  wir  uns  vorzugs- 
weise  der  Buchstaben  des  grossen  deutschen  Alphabets. 

Ein  Vector  '21  hat  in  jedem  Punkte  eine  bestimmte  Rich- 
tung k  und  bildet  also  mit  irgend  einer  anderen  Richtung  l 
einen  bestimmten  Winkel,  der  zwischen  0^  und  180^  gelegen  ist. 
Die  rechtwinklige  Projection  von  2t  auf  l  heisst  die  Compo- 
nente    des   Vectors    nach    der   Richtung  l.      Ist  A   der 
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Tensor  von  8  und  (I,  A)  der  Winkel  der  beiden  Richtungen  i,  A, 
so  ist 

(1)  Ai  =  Äcos{l,X) 

das  Maass  für  diese  Projection,  das  also  positiv  oder  negativ  ist, 
je  nachdem  der  Winkel  (J,  A)  spitz  oder  stumpf  ist. 

Die  Punkte  eines  Feldes  werden  analytisch  durch  ihre  auf 
ein  rechtwinkliges  Axensystem  bezogenen  Goordinaten  x^  y,  js  be- 
stimmt. 

Ein  Vector  31  ist  vollständig  bestimmt,  wenn  seine  Compo- 
nenten  nach  den  drei  Coordinatenaxen  gegeben  sind.  Sind  diese 
Componenten  Äx<,  Ay^  Ag,  so  ist 

(2)  A  =  \Al  +  AI  +  AI 
der  Tensor,  und 

(3)  cos  (A,  x)  =  -j-,    cos  (A,  y)  =  -^ ,     cos  (/.,  ^)  = -^ 

sind  die  Richtungscosinusse  des  Vectors,  und  nach  (1)  ist 

(4)  Ai  =z  Ax  cos  (?,  x)  -\-  Ay  cos  ( J,  y)  -(-  Ag  cos  (i,  z). 

Bei  einer  Parallelverschiebung  des  Coordinatensystems  bleiben 
die  Yectorcomponenten  ungeändert.  Dreht  man  aber  das  Coordi- 
natensystem  mit  Festhaltung  des  Anfangspunktes,  so  hängen  die 
neuen  Yectorcomponenten  mit  den  alten  durch  dieselben  Formeln 
zusammen,  wie  die  neuen  Goordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
mit  den  alten. 

Die  Resultante  zweier  von  einem  Punkte  auslaufenden 
Vectoren  31,  8  ist  nach  Grösse  und  Richtung  die  Diagonale  6 
des  aus  31  und  S9  zu  construirenden  Parallelogramms,  und  ebenso 
kann  man  die  Resultante  von  drei  und  mehr  Vectoren  bilden. 
Jeder  Vector  ist  die  Resultante  seiner  drei  Gomponenten. 

Sind  Axt  -^y?  -4«  und  -Bx,  By^  Bg  die  Gomponenten  von  31 
und  39,  so  sind  nach  dieser  Definition 

(5)  Ax^-Bx,    Ay  +  By,    Ag-^Bg 

die  Gomponenten  der  Resultante  von  3t  und  93.  Man  nennt 
diese  Resultante  6  von  31  und  93  auch  die  Summe  der  beiden 
Vectoren  und  setzt  in  symbolischer  Bezeichnung 

(6)  6  =  3t  +  93. 

Die  Bedeutung  einer  Summe  aus  mehr  als  zwei  Vectoren  ist 

Biemann-Weber,  Partielle  Differentialgleichungen.  -y^t 
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hiernach  von  selbst  klar,  und  man  sieht,  dass  diese  Summe  von 
der  Reihenfolge  der  Summanden  unabhängig  ist. 

Wenn  die  Axe  eines  Vectors  3t  ungeändert  bleibt,  sein  Ten- 
sor A  aber  in  ^^  verwandelt  wird,  worin  q  irgend  eine  positive 
Function  des  Ortes  sein  kann,  so  entsteht  ein  neuer  Vector,  der 
mit  q%  bezeichnet  wird.  Unter  — %.  verstehen  wir  einen  Vector, 
der  denselben  Tensor,  aber  entgegengesetzte  Richtung  wie  %  hat. 

Ein  Vector,  dessen  abßolute  Grösse  gleich  Null  ist,  hat  keine 
bestimmte  Richtung.  Ein  solcher  Vector  ist  die  Resultante  zweier 
gleicher  und  entgegengesetzter  Vectoren,  91  —  91,  und  wird  mit  0 
bezeichnet 

§.  86. 

Darstellung  eines  Vectors  durch  eine  lineare 
infinitesimale  Deformation. 

Wir  veranschaulichen  nun  die  in  der  Vectortheorie  auf- 
tretenden Grössen  durch  die  schon  im  vorigen  Paragraphen  er- 
wähnten Verrückungen  einer  Materie.  Wir  setzen  dabei  aber 
jetzt  die  Vectorcomponenten  als  stetige  und  difi'erentiirbare 
Functionen  der  Coordinaten  a:,  y,  z  eines  Feldpunktes  voraus. 

Wir  verstehen  unter  der  Umgebung  eines  Feldpunktes  m 
den  InbegriiBF  aller  Punkte  m',  deren  Entfernung  von  m  eine  un- 
endlich kleine  Grösse  %  nicht  übersteigt,  wobei  jedoch  £  als  völlig 
unabhängig  von  der  unendlich  kleinen  Zeitgrösse  di  zu  betrachten 
ist.  Wir  setzen  von  beiden  Grössen  voraus,  dass  die  höheren 
Potenzen  gegen  die  niedrigeren  vernachlässigt  werden  dürfen, 
nehmen  aber  keinerlei  bestimmtes  Verhältniss  zwischen  £  und 
di   an. 

Ist  9t  ein  Geschwindigkeitsvector,  so  gehen  durch  die  Ver- 
rückung im  Zeitelemente  di  alle  Punkte  der  Umgebung  von  m  in 
eine  neue  Lage  über,  und  es  ergiebt  sich  leicht,  dass  diese  Ver- 
änderung eine  lineare  infinitesimale  Deformation  ist, 
wie  wir  sie  im  neunten  Abschnitte  betrachtet  haben. 

Sind  nämlich  x^y^  z  die  Coordinaten  des  Punktes  m  und 
X  -\-  dx,  y  -\-  dy^  z  -\-  dz  die  des  Punktes  rn!  vor  der  Ver- 
rückung, so  sind  dx^  dy^  dz  die  relativen  Coordinaten  von  m'  in 
Bezug  auf  w.  Setzen  wir  dann  zur  Abkürzung,  wenn  9  eine 
stetige  Function  der  Coordinaten  ist 
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(1)  dg.  =  I*?  dx  +  1^  dy  +  I?  dz, 

^  dx  ^     dy  dz 

und  bezeichnen  wie  früher  mit  Äx^  Ay,  Ag  die  Componeuten  von 
%  so  sind  nach  der  Verrückung  die  Coordinaten 

von  m:  von  m': 

X  -{-  Axdt,  X  -{-  dx  -\-  {Aa  4-  dAx)dt, 

y  -i-  Aydt,  V  +  dy  4-  (^y  +  dAy)dt, 

e  -^  Ag  dt,  z  -\~  dz  -{-  {Ag  +  dAg)dt. 

Wenn  also  nach  eingetretener  Verrückung  die  relativen  Coordi- 
naten von  W  in  Bezug  auf  m  mit  d'a:,  d'y,  d'z  bezeichnet  werden, 

so  ergiebt  sich 

d'x  =  dx  -\-  dAxdt, 

(2)  d'y  =  dy  -i-  dAydt, 

d'z  =  dz  +  dAgdt, 

und  diese  Formeln  stellen  also  eine  lineare  infinitesimale  De- 
formation [wie  in  §.  84,  (1)]  dar,  wenn 

gesetzt  wird.  Diese  Deformation  lässt  sich  nun  wie  oben  in  zwei 
partielle  Deformationen  zerlegen,  die  wir  jetzt  einzeln  zu  be- 
trachten haben.  Zunächst  aber  ist  noch  zu  bemerken,  dass  die 
Natur  dieser  Deformation,  von  dem  vrillkürlichen  constanten 
Factor  dt  abgesehen,  durch  den  ursprünglich  gegebenen  Vector 
vollständig  bestimmt  ist  und  in  keiner  Weise  von  der  Lage 
des  Goordinatensystems  abhängen  kann. 


§.  87. 
Curl  und   Divergenz   eines    Vectors. 

Fassen  wir,  wie  im  vorigen  Paragraphen  gezeigt  ist,  einen 
Vector  %  als  Geschwindigkeit  auf,  so  können  wir  aus  ihm  in 
völlig  eindeutiger  Weise,  und  ohne  Benutzung  des  Goordinaten- 
systems, einen  zweiten   Vector  6  ableiten,  wenn  wir  in  jedem 

14* 
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Punkte  die  Drehungsaxe  der  linearen  Deformation  als  Vectoraxe 
nehmen  und  als  Tensor  eine  Grösse,  die  dem  Drehungswinkel 
gleich  oder  proportional  ist  Wir  wollen  ihn  gleich  dem  Doppelten 
der  Drehungsgeschwindigkeit  setzen  und  den  so  deiinirten  Vec- 
tor  6  mit  Benutzung  des  englischen  Ausdruckes  den  Curl  des 
Vectors  31  nennen: 

(1)  6  =  curl  91. 

Der  Curl  ist  hiernach  unabhängig  vom  Coordinatensysteme 
erklärt.  Wenn  aber  A^^  Ay^  Ag  die  Gomponenten  von  21  sind, 
so  erhält  man  für  die  Gomponenten  von  6  nach  §.  84  (5) 

cAg         dAiy 


C'    = 


(2)  Cy    = 


C,  = 


cy  dz 

dAx  ___  cAz 

cz  ex 

cAy  dAx 

dx  cy 


Ausser  der  Drehung  ist  in  der  den  Vector  31  darstellenden 
linearen  Deformation  noch  ein  zweiter  Bestandtheil  enthalten, 
nämlich  eine  Dehnung,  die  nach  den  Formeln  (8)  des  vorigen 
Paragraphen  und  nach  §.  84  leicht  bestimmt  werden  kann.  Die 
räumliche  Dilatation  dieser  Deformation  ist  eine  durch  21  völlig 
bestimmte ,  vom  Goordinatensysteme  unabhängige  s  k  a  1  a  r  e 
Grösse,  die  wir  die  Divergenz  des  Vectors  21  nennen.  Sie 
hat  den  folgenden  Ausdruck 

(3)  div  ^  =  M-    I.  M?  _L.  14l. 

dx     ^     dy     ^     dz 

'  Die    Divergenz    des    Gurles    von    21    ist,    wie    die 
Formeln   (2)   zeigen,  immer   gleich   Null. 


§.  88. 
Der  Gradient  eines  Skalars. 

Wir  betrachten  jetzt  ein  skalares  Feld,  und  es  sei  S  die  das 
Feld  bestimmende  Ortsfunction,  die  wir  als  stetig  und  differentiir- 
bar  voraussetzen.  Wir  ziehen  von  einem  Punkte  m  des  Feldes 
aus  eine  gerade  Linie  L  in  einer  beliebigen  Richtung  und  be- 
zeichnen  mit  s  den  Abstand   eines  Punktes  m'  auf  dieser  Linie 
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von  m.  Unter  dem  Gefälle  von  S  in  der  Richtung  L  ver- 
stehen wir  dann  den  Grenzwerth  des  Verhältnisses  (S, —  S')/s, 
wenn  sich  m'  dem  Punkte  m  unendlich  annähert.  Dieser  Grenz- 
werth ist  gleich  dem  Differentialquotienten  — dS/ds^  wenn  wir 
S  als  Function  der  Variablen  s  auffassen. 

Unter  dem  Gefälle  der  Function  S  schlechtweg,  ohne 
Angabe  einer  Richtung,  verstehen  wir  den  grössten  unter  allen 
Werthen,  die  das  Gefälle  in  den  von  m  auslai^f enden  Richtungen 
bat;  und  da  dieses  grösste  Gefälle  in  einer  bestimmten  Rich- 
tung stattfinden  wird,  so  können  wir  diese  Richtung  zur  Axe 
eines  Vectors  @  machen,  dem  wir  das  grösste  Gefalle  selbst  als 
Tensor  geben. 

Diesen  Vector  ®  nennen  wir  den  Gradienten  von  S  und 
bezeichnen  ihn  mit 

(1)  ®  =  grad  S. 

Diese  Definition  des  Gradienten  ist  wiederum  von  dem  Coordi- 
natensysteme  völlig  unabhängig.  Zu  seiner  Darstellung  wenden 
wir  aber  ein  Goordinatensystem  an.  Es  seien  a,  ß,  y  die  Wiukel, 
die  die  Richtung  L  mit  den  Coordinatenaxen  bildet.    Dann  ist 

(2)  ^—  =  -—  cos  «  -f-    :^r—  cos  p    H —  COS  V. 

^  CS        dx  ^    cy  c2        ' 

Wir  nehmen  an,  dass  die  Differentialquotienten  dS/dx^ 
dS/dy^  dS/dJS  nicht  alle  drei  verschwinden,  und  setzen 

(3)     —  :r—  =  6r  cos  a,    —  - —  ^=  G  cos  b, —  =  G  cos  c, 

^  ^  dx  (^y  cz 

Dann  sind  a,  6,  c  die  Winkel,  die  eine  gewisse  Richtung  Lo  niit 
den  Axen  a:,  j/,  z  einschliesst,  und  wenn  wir  mit  0  den  Winkel 
zwischen  den  beiden  Richtungen  L  und  L^  bezeichnen,  so  ist 
nach  (2) 

(5)  -|^=  6^  cos®. 

^  CS 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  Richtungen,  in  denen  das  Ge- 
falle einen  constanten  Werth  hat,  einen  Kreiskegel  mit  der 
Axe  Xo  erfüllen,  und  das  Maximalgefälle  G  fällt  in  die  Rich- 
tung Xq.    Demnach  sind 
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(6)  ^^  ""  ~  ^' 

r     -         ^^ 

cz 

die  Componenten  des  Vectors  ®  und  die  Grösse  6f  ist  der 
Tensor  dieses  Vectors. 

Das  Quadrat  Ton  6r,  also  die  Grösse 

'"<^)=aD'+Cäf)'+(ID". 

ist  vom   Goordinatensysteme  unabhängig.     Die  Grösse  G  selbst 
heisst    nach    Lame    der    erste    Differentialparameter 

von  Si). 

Die  Gleichungen  (6)  zeigen  nach  §.  87  (2),  dass  der  Curl 
des  Vectors  ®  verschwindet. 

Es  ist  femer 

/Qx  A-   (^  ^'^       ^'^       <5'S 

(8)  div®  =  -g^,— .--g-, 

und  wenn  wir  also  das  Zeichen  gebrauchen 

SO  folgt 

(10)  divgradS  =  —  A  iS. 

Die  Grösse  A  S,  die  auch  der  zweite  Differentialpara- 
meter von  S  heisst,  spielt  in  der  mathematischen  Physik  eine 
wichtige  Rolle.  Sie  ist,  wie  aus  der  Definition  hervorgeht,  von 
dem  Goordinatensysteme  gänzlich  unabhängig,  was  sich  auch 
durch  Rechnung  leicht  bestätigen  lässt. 

Die  Punkte,  in  denen  ein  Skalar  S  einen  constanten  Werth 
hat,  erfüllen,  wenn  wir  von  einzelnen  Punkten  des  Maximums 
oder  Minimums,  in  denen  die  drei  Differentialquotienten  (6)  alle 
drei  verschwinden,  absehen,  gewisse  Flächen,  die  man  Niveau - 
flächen  nennt.  Aendert  man  den  constanten  Werth  von  S,  so 
erhält  man   eine  Schaar   von   Niveaufiächen ,   deren   orthogonale 


^)   Lame,    Le^ons   sur   Pelasticite    und   Le^ons    eur   les   ooordonnees 
curvilignes. 
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Trajectorien  die  Carven  stärksten  Gefälles  sind.  Die  Tangenten 
dieser  Curven  stärksten  Gefälles  geben  überall  die  Richtung  des 
Vectors  ®  an. 

Denn  nach  bekannten  Sätzen  der  analytischen  Geometrie 
sind  die  durch  (6)  bestimmten  Grössen  Gx^  Gy^  Gm  proportional 
mit  den  Kichtungscosinussen  der  Normale  an  die  Fläche  iS=con8t. 


•§.  89. 
Der  Gauss'sche  und  der  Stokes'sche  Integralsatz. 

Wir  haben  im  fünften  Abschnitte  zwei  Sätze  über  räumliche 
Integrale  und  Flächenintegrale  abgeleitet,  die  ihren  einfachsten 
Ausdruck  erst  in  der  Sprache  der  Vectorgeometrie  finden.  Hier- 
her gehört  zunächst  der  Gauss 'sehe  Integralsatz: 

Wenn  dt  ein  Element  des  begrenzten  Raumes  r  ist  und  do 
ein  Element  seiner  Oberfläche,  wenn  ferner  n  die  nach  innen 
gerichtete  Normale  dieser  Oberfläche  ist,  und  X,  Y,  Z  drei  im 
ganzen  Räume  stetige  Functionen  des  Ortes  sind,  so  ist  nach 
§.  39  (7) 


(^ 


=  —  I  [Xcos(n,a:)  -|-  Ycos(n,2/)  -|-  Zcos(n,i?)]  do. 

Wenn  nun  hierin  für  X,  F,  Z  die  Componenten  eines 
Vectors  21  gesetzt  werden,  dessen  nach  der  Richtung  w  ge- 
nommene Componente  A^  ist,  so  nimmt  dieser  Satz  nach  §.  85, 
(4)  und  §.  87,  (3)  die  einfache  Gestalt  an: 

L  fdiv9ldr  =  —  [Ando. 

In  dieser  Form  erscheint  der  Gauss 'sehe  Satz  in  einer 
gänzlich  vom  Coordinatensysteme  unabhängigen  Form. 

Aehnlich  verhält  es  sich  mit  dem  Satze  von  Stokes  §.40,(10) 


=  [{Xdx  +  Ydy  +  Zdz). 


Dieser  Satz   bezieht  sich    auf   ein    begrenztes   Stück    einer 
krammen  Oberfläche,  deren  Element  do  ist;  dx,  dy,  djs  sind  die 
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Projectionen  eines  Elementes  ds  der  Begrenzungscurve  des  Flächen- 
stückes. Ueber  die  dabei  in  Betracht  kommenden  Richtungen  gilt 
die  Bestimmung,  dass  das  Element  ds,  die  von  äs  in  das  Innere 
der  Fläche  gelegte  Normale  dn  und  die  auf  beiden  senkrecht« 
Richtung  dv  in  der  Reihenfolge  (ds,  dn,  dv)  ein  Rechtssystem 
bilden.  Wenn  nun  wieder  X,  F,  Z  die  Componenten  eine% 
Vectors  %  sind,  so  steht  unter  dem  Randintegrale  das  Element 

O  ^  O  TT" 

Agds^  und  die  Grössen  ^ -r— ,  -  •  •    sind    die    Componenten 

o  y       c  z  ' 

Cx,  Cy,  Cg  des  Curls  6  von  91;  also  ist  der  Factor  von  do  die 

Componente  Cr  dieses  Curls  und  wir  haben  den  Stokes'schen 

Satz  in   der  folgenden,   vom   Coordinatensysteme  unabhängigen 

Form: 

II.  icdo  =   [j.ds, 

wobei  die  positive  Richtung  von  v,  die  positive  Richtung  von  s 
und  die  Richtung  vom  Rande  nach  innen  ein  Rechtssystem  bilden. 
Man  kann  also  etwa  die  positive  Richtung  von  v  an  irgend 
einem  Punkte  der  Fläche  willkürlich  annehmen  und  dann  auf 
der  ganzen  Fläche  nach  der  Stetigkeit  ändern,  dann  ist  durch 
diese  Regel  die  positive  Richtung  von  s  an  jeder  Stelle  des 
Randes  eindeutig  bestimmt,  auch  wenn  die  Randcurve  aus 
mehreren  Stücken  besteht.  Wenn  aber  die  Fläche  selbst  aus 
mehreren  getrennten  Theilen  besteht,  so  kann  in  jedem  von 
ihnen  die  positive  Richtung  von  v  beliebig  angenommen  werden. 
Bei  einer  einfach  umrandeten  Hache  kann  man  den  Sinn 
der  Integration  auch  dadurch  angeben,  dass  eine  fortschreitende 
Bewegung  längs  v  und  gleichzeitige  Drehung  in  der  Richtung  ds 
eine   Rechtsschraubung  ist. 


§.  90. 

Ausdruck   des   Curls   in    einem   beliebigen 

Coordinatensysteme. 

Der  Stokes'sche  Satz  führt  zu  einer  einfachen  Darstellung 
der  Componenten  des  Curls  in  einem  krummlinigen  Coordinaten- 
systeme, das  wir  der  Einfachheit  halber  orthogonal  annehmen 
wollen.     Es  sei   p,  q^  r  also  ein  beliebiges  krummliniges,   aber 
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orthogonales  Goordinatensystem  und 

(1)  ds2  =  edp^  +  e'dq^  +  e^dr^ 

das  Quadrat  des  Linienelementes  (§.  37).  Wir  nehmen  an,  dass 
die  Richtung  der  wachsenden  p^  g,  r  ein  Rechtssystem  bilden; 

yedp^  Y^  dq,  Y^'  dr  sind  die  Projectionen  des  Elementes  ds  auf 
die  Richtungen  p,  g,  r. 

Es  ist  dann,  wenn  Äp^  Äq,  J^,  Ä^  die  Componenten  des 
Vectors  21  nach  den  Richtungen  p,  g,  r,  ds  bedeuten,  nach 
§.  37  (6): 

(2)  Ap  i^dp  -\-  Aq)[^  dq  +  ÄriV'  dr 

•=  Ads  cos (-4,  ds)  =  A^ds. 

Wir  nehmen  nun  dp  =  0  an,  legen  also  das  Element  ds  in  die 
Fläche  (g,r)  und  grenzen  in  dieser  Fläche  durch  eine  geschlossene 
Curve  8  irgend  ein  beliebiges  Flächenstück  ab.  Dann  ergiebt 
sich  nach  (2)  mit  Benutzung  von  §.  40  (2),  wenn  die  Integration 
über  dieses  Flächenstück  und  seine  Begrenzung  erstreckt  wird: 

=    {{AqYe'dq-^  Ar\7'dr)  =  {  A,ds, 

und  das  letzte  Randintegral  ist  nach  dem  Stok es' sehen  Satze, 
wenn  Cp  die  Componente  von  curl  9t  in  der  Richtung  p  bedeutet, 
nach  §.  89,  IL  gleich 

(4)  [Cpdo  =  {{  Cp  \77'  dqdr. 

Da  die  Flächenintegrale  (3),  (4)  für  jedes  beliebige  Flächen- 
stück gelten,  so  folgt,  wenn  man  dieselbe  Betrachtung  für  die 
(r,  p),  (p,  g)- Flächen  durchfuhrt: 

_     1     /^V^' Ar  __d ilM 

^■~   V?7^\     cq  er     y 

(5)         Cq=4==.a^-'^^^^^^ 

c  =  _i=  i^^j^-^^  _  ^yiA\ 
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§.  91. 
Stromlinien  und  Wirbellinien. 

Ist  91  ein  Vector  in  einem  Felde,  so  erhalten  wir,  wenn  wir, 
von  einem  beliebigen  Punkte  m  ausgehend,  in  der  Vectorrichtung 
zu  einem  unendlich  benachbarten  Punkte  m'  übergehen  und  von 
hier  aus  diese  Construction  fortsetzen,  eine  Gurve,  und  wenn  wir 
den  Ausgangspunkt  m  verändern,  so  ergiebt  sich  eine  doppelt 
unendliche  Curvenschaar  im  Räume,  die  analytisch  durch  die 
DiflFerentialgleichungen 

dx  \  dy  \  dz  =  Ax  '-  Äy  :  Ag 

bestimmt  ist.  Diese  Curven  wollen  wir  Stromlinien  nennen, 
weil  sie  in  jedem  ihrer  Punkte  die  Richtung  der  Strömung  an- 
geben, wenn  wir  uns  den  Vector  durch  eine  in  Bewegung  be- 
griiFene  Flüssigkeit  darstellen.  Es  beziehen  sich  in  diesem  Falle 
diese  Curven  nur  auf  einen  bestimmten  Zeitmoment.  Im  All- 
gemeinen werden  sie  mit  der  Zeit  veränderlich  sein. 

Es  sei  nun  6  eine  bestimmte  von  diesen  Stromlinien,  auf 
der  wir  die  Länge  s  von  einem  beliebigen  Punkte  aus  in  der 
jeweiligen  Richtung  der  Vectoraxe  positiv  zählen.  Wir  legen  in 
jedem  Punkte  dieser  Linie  ein  unendlich  kleines  Flächenelement 
do  senkrecht  zu  der  Tangente  an  6  in  diesem  Punkte,  also  auch 
senkrecht  zu  dem  Curvenelemente  ds. 

Legen  wir  durch  alle  Punkte  eines  dieser  Elemente  do^ 
die  zugehörigen  Stromlinien,  so  werden  sich  diese  alle  in 
ihrem  weiteren  Verlaufe  nur  unendlich  wenig  von  <J  entfernen, 
und  es  werden  sich  auch  keine  zwei  von  ihnen  durchschneiden, 
so  lange  wenigstens  Axt  ^yt  ^t  endlich  und  nicht  alle  drei 
gleich  Null  sind.  Diese  Curven  bilden  in  ihrer  Oesammtheit 
einen  Stromfaden.  Den  Querschnitt  eines  Stromfadens,  der 
dem  Stromfaden  entlang  veränderlich  sein  kann,  bezeichnen  wir 
mit  q. 

Wenden  wir  auf  ein  zwischen  Si  und  Sa  verlaufendes  und 
durch  die  beiden  Querschnitte  ^i,  q^  begrenztes  Stück  unseres 
Stromfadens  den  Gauss'schen  Integralsatz  (§.  89,  I.)  an,  so  er- 
giebt sich,  wenn  8,  <<  s.^  ist,  da  an  der  äusseren  Begrenzung  des 
Fadens  A«  =  0,  an  den  Endflächen  7^,  q^i  des  Fadens  A^  gleich 
^1  und  — A^  und  dx  =  qd%  ist: 
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«t 

(1)  qds  diva  =  ^a^a  —  ^\  Qu 

•i 

oder,  wenn  man  nur  ein  unendlich  kurzes  Stück  des  Stromfadens 
betrachtet: 

j-   cw         1  d  Aq 

(2)  div?l  = 3-". 

^  ^  qds 

In  dem  besonderen  Falle,  in  dem 

(3)  div«  =  0 

ist,  ergiebt  sich  hieraus,  dass  Äq  längs  eines  Stromfadens  con- 
stant  ist,  und  dass  sich  also  der  Querschnitt  q  umgekehrt  pro- 
portional mit  dem  Tensor  A  ändert.  In  diesem  Falle  befindet 
sich  der  Curl  6  eines  jeden  Vectors  ?l.  Einen  für  den  Vector  6 
constnürten  Stromfaden  nennen  wir  einen  Wirbelfaden  (nach 
Helmholtz).  Das  Product  Cq  heisst  das  Moment  des  Wirbel- 
fadena  Es  hat  längs  des  ganzen  Wirbelfadens  einen  un- 
Yeränderlichen  Werth. 

Kehren  wir  zu  den  Stromfaden  zurück  und  bezeichnen  mit 
Q  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit,  durch  deren  Strömung  wir 
den  Vector  91  darstellen,  die  auch  eine  Function  des  Ortes  sein 
kann,  so  ist  qgA  die  Flüssigkeitsmenge,  die  durch  den  Quer- 
schnitt q  eines  Stromfadens  hindurchgedrückt  wird,  und  das 
Integral 

«t 

(4)  1  (Zds  div  p  21  =  Aj  q^  q^  —  A^  q^  q^ 

ist  der  Zuwachs  an  Flüssigkeitsmasse,  den  das  Fadenstück 
zwischen  s^  und  s^  erfahren  hat.  Ist  das  Fadenstück  unendlich 
klein  und  Ton  der  Länge  ds,  so  ist  dieser  Zuwachs  also  gleich 

qds  div(>9l; 

bezeichnen  wir  aber  mit  8q  die  Zunahme  der  Dichtigkeit,  so  ist 
auf  der  anderen  Seite  die  Zunahme  an  Masse  =qdsdQ^  und 
daraus  ergiebt  sich 

(5)  ÖQ  =  d\yQ% 
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§.  92. 
Kraftlinien. 

Man  giebt  dem  Gauss^schen  Integralsatze  noch  eine  andere 
geometrische  Deutung,  bei  der  9t  wieder  einen  beliebigen  Vector 
bedeutet. 

Wir  nehmen  irgend  ein  zu  der  Richtung  s  der  Stromlinien 
senkrechtes  Flächenelement  q  und  legen  durch  dieses  Strom- 
linien in  einer  mit  Ä  proportionalen  Dichte,  so  dass,  wenn  m 
eine  constante  Grösse  ist,  die  Anzahl  der  durch  g  gelegten  Linien 
gleich  niAq  ist.  Während  wir  also  bei  der  Erzeugung  des 
Stromfadens  angenommen  haben,  dass  sich  eine  angefangene 
Stromlinie  unbegrenzt  fortsetze,  müssen  wir  jetzt  annehmen, 
dass  diese  Linien,  je  nach  dem  Werthe  Ton  A^  aufhören  oder 
neu  anfangen.  Diese  Linien  sollen  Kraftlinien  heissen;  sie 
fallen  ihrer  Richtung  nach  mit  den  Stromlinien  zusammen. 
Legen  wir  an  derselben  Stelle  wie  q  ein  Flächenelement  do, 
dessen  in  einem  bestimmten  Sinne  genommene  Normale  n  mit 
$  den  Winkel  (s,  n)  einschliesst,  so  ist  die  Anzahl  der  durch 
dieses  Element  im  Sinne  n  gehenden  Kraftlinien  gleich 

mÄdo  cos  (s,  m) 
oder 

mAndo', 

die  Zahl  ist  negativ  zu  rechnen,  wenn  die  Durchdringung  von 
do  in  der  dem  n  entgegengesetzen  Richtung  geschieht 

Wenn  wir  also  jetzt  den  Gauss^schen  Integralsatz  auf  einen 
beliebigen  Raumtheil  r  anwenden,  so  zeigt  sich,  dass  das  Integral 


m 


[div9tdr, 


über  einen  Raum  r  erstreckt,  gleich  der  Anzahl  der  aus  der 
Begrenzung  dieses  Raumes  austretenden  Kraftlinien  ist, 
und,  auf  ein  Raumelement  angewendet,  ist  mdiY^dt  die  Zahl 
der  aus  dem  Raumelemente  dr  austretenden,  also  im  Inneren 
von  dz  entspringenden  Kraftlinien.  Die  eintretenden  Kraft- 
linien werden  hierbei  negativ  in  Rechnung  gebracht;  diese 
erlöschen  oder  versinken  in  dem  Elemente  dr.  Wenn  div9t  ver- 
schwindet,  80   wird   keine  Kraftlinie   neu  entspringen   oder  ver- 
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sinken,   und  in  diesem  Falle  stimmen  die  Kraftlinien   mit  den 
Stromlinien  überein. 

In  einem  Raamtheilc,  in  dem  div^  einen  positiven  Werth 
hat,  werden  Kraftlinien  neu  entspringen,  während  in  solchem, 
wo  divä  negativ  ist,  Kraftlinien  verschwinden.  Die  ersteren 
heissen  Quellen,  die  anderen  Senken  (oder  negative  Quellen). 

Es  kommt  oft  vor,  dass  die  Quellen  auf  einen  unendlich 
kleinen  Raumtheil  beschränkt  sind.    Ein  solcher  Raumtheil,  den- 
man   in   endlicher  Entfernung  als  Punkt  ansehen   kann,   heisst 
Quellpunkt.   Istc  der  als  endlich  angesehene  Werth  des  über 
einen  solchen  Raumtheil  erstreckten  Integrals 


1 


divSl  dt, 
so  ist  für  jede  einen  solchen  Punkt  umschliessende  Fläche 


1 


Nehmen  wir  eine  Kugelfläche  vom  Radius  r,  die  den  Quell- 
punkt als  Mittelpunkt  hat,  und  bezeichnen  mit  dco  ein  Flächen- 
element auf  der  Einheitskugel,  so  ist  do  ^  r^dco 


1 


^^«^  =  i:r 


und  folglich  ist  der  Mittelwerth  von  An  auf  einer  solchen 

Kugel 

— c 

Der  Tensor  des  Vectors  3t  wird  also  bei  der  Annäherung  an 
den  Quellpunkt  unendlich  gross,  und  zwar  in  derselben  Ordnung 
wie  l/rK 

In  einem  Felde,  wo  div3l  verschwindet,  kann  eine  Kraftlinie 
weder  entspringen  noch  endigen.  Die  Kraftlinien  verlaufen  also 
in  einem  solchen  Felde  in  Ganälen  vom  Querschnitte  g,  so  dass 
Aq  längs  eines  solchen  Canals  constant  ist.  Man  kann  den 
Vector  dann  auch  als  Verschiebung  einer  incompressiblen 
Flüssigkeit  darstellen,  die  dann  in  eben  diesen  Ganälen,  die  mit 
den  Stromfäden  zusammenfallen,  hinströmt.  Daher  haben  die 
Vectoren,  deren  Divergenz  verschwindet,  auch  den  Namen 
solenoidale  Vectoren  erhalten  i). 

*)  Von  6  «roiA^K,  die  Röhre. 
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§.  93. 
Potentialvectoren. 

Einen  Vector,  dessen  Curl  im  ganzen  Felde  verschwindet, 
nennen  wir  einen  Potentialvector.  Ist  @  ein  solcher  Vector 
und  sind  Ex,  Ey^  Eg  seine  Componenten,  so  ist 

(1)  Exdx  -{-  Eydy  -^  Egdz  =  —  d^ 

ein  vollständiges  DiflFerential  eines  Skalars  —  ^.    Es  ist  also 

ox  öy  0  z 

und  die  Function  ^  heisst  das  Potential  des  Vectors  6. 
Diese  Function  ist  nur  bis  auf  eine  additive  Constante  bestimmt, 
und  man  kann  sie  erhalten,  wenn  man  von  einem  festen  Punkte  j)o 
zu  dem  veränderlichen  Punkte  jp  längs  einer  beliebigen  Curve 
das  Integral  nimmt: 


(3)  ^  =  -  j  £;, 


rfs, 


»0 

worin   Eg  die   Componente   von  ®   in   der  Richtung  von   s  be- 
deutet. 

Der  Stokes^sche  Satz  zeigt,  dass  das  Integral 


(4)  jj?,ds  =  0 


ist,  wenn  man  es  über  eine  geschlossene  Curve  erstreckt,  die 
man  als  Begrenzung  einer  ganz  in  dem  Vectorfelde  verlaufenden 
Fläche  betrachten  kann. 

Man  nennt  ein  Feld  einfach  zusammenhängend,  wenn 
es  so  beschaffen  ist,  dass  jede  in  sich  zurücklaufende  Curve 
die  Begrenzung  eines  ganz  in  dem  Felde  gelegenen  Flächen- 
stückes ist.  Ein  solches  einfach  zusammenhängendes  Feld  ist 
z.  B.  der  ganze  unendliche  Raum,  oder  der  Raum  ausserhalb 
einer  Kugel,  oder  auch  ausserhalb  mehrerer,  einander  nicht 
schneidender  Kugeln,  und  hierin  wird  auch  nichts  geändert, 
wenn  an  Stelle  der  Kugeln  andere  Flächen  treten,  die  ans 
Kugeln  durch  stetige  Formänderung  abgeleitet  sind.  Ebenso  ist 
der  Raum  innerhalb  einer  Kugel  oder  einer  aus  der  Kugel   ab- 
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geleiteten  Fläche,  oder  der  vod  eiDer  solchen  Fläche  nach  aussen 
und  Ton  einer  oder  mehreren  von  ihnen  nach  innen  begrenzte 
Raum  einfach  zusammenhängend. 

Um  auch  ein  Beispiel  von  einem  mehrfach  zusammen- 
hängenden Felde  zu  haben,  denke  man  etwa  an  den  Raum 
innerhalb  oder  ausserhalb  einer  Kingdäche,  die  durch  Rotation 
eines  Kreises  um  eine  in  seiner  Ebene  liegenden,  aber  die 
Peripherie  nicht  schneidenden  Axe  entsteht.  Die  mehrfach  zu- 
sammenhängenden Felder  werden  durch  gewisse  Trennungs- 
flächeu,  die  man  Querschnitte  oder  auch  Sperrflächen 
nennt,  deren  beide  Seiten  zur  Begrenzug  hinzugenommen 
werden,  in  einfach  zusammenhängende  Felder  verwandelt,  so 
z.  B.  das  Feld  ausserhalb  des  oben  beschriebenen  Ringes  durch 
einen  ebenen  Schnitt,  der  durch  den  inneren  Aequatorkreis  be- 
grenzt ist 

In  einem  einfach  zusammenhängenden  Felde  ist  das  Inte- 
gral (4)  über  jede  geschlossene  Curve  gleich  Null,  und  die  Func- 
tion i>  ist  dann  in  diesem  Felde  überall  eindeutig  und  stetig. 

In  einem  mehrfach  zusammenhängenden  Felde  kann  es  ge- 
schlossene Linien  geben,  über  die  das  Integral  (4)  nicht  ver- 
schwindet, und  es  giebt  dann  Flächen,  auf  deren  beiden  Seiten  ^ 
verschiedene  Werthe  hat.  So  stellen  in  der  beistehenden  Fig  38  die 
beiden  schrafürten  Kreise  den  Meridianschnitt  des  oben  erwähnten 
Ringes  dar.  In  den  zwei  Punkten  (L,a',  die  emander  unendlich  nahe 
liegen,  hat  ^  zwei  verschiedene  Werthe,  deren  Unterschied  das 
über  die  Curve  (aca')   ge-  p,^  33 

nommene  Integral 

ist.     Dagegen  ist  das  Inte-    k 

gral    über    die    ganze   Be-     x 

grenzong  (aca'b'&ba)  wie-         ~ 

der  gleich  Null,  und  hierin 

heben  sich  die  beiden  Be- 

standtheile  über  (a'b')  und  über  (ba)  gegenseitig  auf.     Folglich 

haben   die  Integrale   über  {aea')   und  (b&b')  denselben  Werth, 

und  der  Werthunterschied  der  Function  ifr  zu  beiden  Seiten   der 

Sperrääcbe    ist    längs   dieser    ganzen    Fläche    constant.      Wenn 

man   also   den  Integrationsweg  von   einem   beliebigen  Punkte  a' 

zum    Ausgangspunkte    zurückfährt,    so  erhält  unter   Umständen 
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die  Function  t^  in  diesem  Punkte  einen  von  dem  Ausgangswerthe 
verschiedenen  Werth.    Die  Function  ist  dann  mehrwertbig. 

Wir  müssen  also  einwerthige  und  mehrwerthige 
Vectorpotentiale   unterscheiden: 

In   einem    einfach    zusammenhängenden   Felde 
ist  jedes   Vectorpotential   einwertbig. 

In  einem  mehrfach  zusammenhängenden  Felde- 
giebt  es  mehrwerthige  Vectorpotentiale,  die  erst 
durch  Anlegung  von  Querschnitten  zu  ein- 
wertbigen  Functionen  werden.  An  diesen  Schnit- 
ten sind  diese  Potentiale  unstetig  und  erleiden 
beim  Durchgange  durch  eine  solche  Fläche 
sprungweise  Aenderungen,  die  aber  längs  einer 
und  derselben  Querscbnittfläche  constant  sind. 

Es  kann  aber  auch  in  mehrfach  zusammenhängenden  Feldern 
einwerthige  Vectorpotentiale  geben.  Dies  findet  z.  B.  dann  statt, 
wenn  die  Gomponente  E,  in  jeder  in  einer  Grenzfläche 
liegenden  Richtung  gleich  Null  ist  Dann  hat  ^  an  jeder  Grenz- 
fläche einen  constanten  Werth,  und  wenn  man  den  Uebergang 
von  einer  Seite  eines  Querschnittes  zur  anderen  durch  eine  auf 
der  Grenze  liegende  Curve  vermittelt,  so  ist  das  über  diese 
Gurve  genommene  Integral 


1 


E^ds  =  0. 


Wir  wollen  noch  auf  die  Analogie  dieser  Sätze  mit  den  im 
sechsten  Abschnitte  besprochenen  Sätzen  über  die  Integration 
von  Functionen  eines  complexen  Argumentes  aufmerksam  machen. 


§.  94. 
Vectoren  mit  verschwindender  Divergenz. 

Den  Potentialvectoren  stehen  als  ein  nicht  minder  wichtiger 
Specialfall  die  Vectoren  zur  Seite,  deren  Divergenz  verschwindet. 
Wir  haben  schon  oben  gesehen,  dass  der  Curl  eines  jeden  Vectors 
diese  Eigenschaft  hat.    Es  gilt  aber  auch  der  umgekehrte  Satz, 

1.  dass  jeder  Vector  mit  verschwindender  Diver- 
genz als  Curl  eines  anderen  Vectors  dargestellt 
werden   kann. 
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Es  sei  S  ein  gegebener  Vector,  der  der  Bedingung 

(1)  divg  =  0 

genügt,  und  wir  suchen  einen  Vector  %  zu  bestimmen,  so  dass 

(2)  6  =  curl  a 

wird.  Dieser  Vector  %  kann  selbstverständlich  nur  bis  auf  einen 
additiv  hinzutretenden  willkürlichen  Potentialvector  bestimmt  sein. 
Um  (2)  zu  befriedigen,  setzen  wir  2t  als  Curl  eines  dritten  Vec- 
\oTB  9  voraus,  also 

(3)  9t  =  curl  9, 

(4)  6  =  curl  curl  33. 

Wenn  man  aber  die  Componenten  des  Vectors  curl  curl  S9 
bildet,  80  giebt  eine  einfache  Rechnung  aus  (4) 

(5)  a  =  '-1^  -  ^«., 

worin  z/  wie  früher  die  Bedeutung  hat: 

8*  d^  8« 


Hiemach  wird  also  die  Gleichung  (2)  durch  (3)  befriedigt, 
wenü  wir  99  den  Bedingungen  unterwerfen: 

(6)  dB,  =  —C,,      dBy=—Cy,      dB,=  ^C,, 

(7)  divS  =  0. 

Wir  haben  hier  vier  Differentialgleichungen  für  die  drei 
Functionen  fx,  By^  B,^  die  aber  nicht  von  einander  unabhängig 
sind,  da  aus  den  drei  ersten 

^  div  33  =  0 

folgt.  Wir  werden  im  folgenden  Abschnitte  sehen,  dass  die 
Differentialgleichungen  (6)  z.  B.  immer  dann  eine  Lösung  haben, 
wenn  C^,  Cy,  Cg  in  einem  endlichen  Raumstücke  beliebig  gegeben 
sind  und  ausserhalb  dieses  Raumstückes  verschwinden,  und  dass 
dann,  wenn  div  ß  verschwindet,  auch  die  Gleichung  (7)  befriedigt 
ist.  Hier  wollen  wir  über  die  Integration  dieser  Gleichungen 
noch  Folgendes  bemerken: 

Angenommen,  es  sei  Bx^  By  irgendwie  bestimmt,  so  dass  sie 
den  beiden  ersten  Gleichungen  (6)  genügen.  Dann  giebt  die 
Gleichung  (7)  dBg/da,  also  jB,,  bis  auf  eine  willkürliche  Func- 
tion von  X  und  y.    Wir  setzen  daher 

(8)  Bs  =  B: -\- x(x,y\ 

Bi«mann-W«b«r  ,    Partiell«  DifferentUdgleichangen.  |5 
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worin  B[  irgend  einer  bestimmten  Annahme  über  diese  willkür- 
liche Function  entspricht.     Aus  den  Gleichungen  (6)  folgt  aber 

d^B,  ^  d^B',_       dCs 

cz  de  3ir  ' 

und  folglich 

(9)  JB',  =  -  C,  +  <r>(a;,y), 

worin  ^{x^y)  eine  (durch  B'g  bestimmte)  Function  von  x^  y  allein 
ist.  Aus  (8)  ersieht  man,  dass  die  letzte  Bedingung  (6)  be<- 
friedigt  wird,  wenn 

gesetzt  wird.  Hiemach  ist  also  die  Bestimmung  des  Vectors  9 
auf  die  Integration  der  drei  Gleichungen 

(11)  dB^r=-C^         JBy    =    ^Cy,         ^X    =    -0 

zurückgeführt,  und  unser  Satz  ist  bewiesen,  wenn  wir  voraus- 
setzen, dass  die  Differentialgleichung 

(12)  z/y  =  ~  p 

für  jede  gegebene  Function  q  eine  Lösung  hat. 

Für  diese  Betrachtungen  ist  nicht  erforderlich,  dass  q  im 
ganzen  Räume  gegeben  sei;  wir  können  uns  auf  die  Betrachtung 
eines  beliebig  kleinen  Kaumtheiles  beschränken,  und  auch  für 
die  Function  q>  nur  nach  den  Werthen  in  diesem  Raumtheile 
fragen.  Dann  hat  aber  die  Differentialgleichung  q>  unendlich 
viele  Lösungen. 

Ein  CoroUar  aus  diesen  Sätzen  ist  noch  der  Satz: 

2.  Jeder  Vector  lässt  sich  in  einen  Potentialvector 
und  in  einen  Curl  zerlegen. 

Ist  nämlich  31  ein  gegebener  Vector,  so  setzen  wir 

(13)  31  =  33  4-  6 

und  bestimmen  eine  Function  <p  aus  der  Differentialgleichung 

^  q)  =  —  div9l; 
wenn  wir  dann  S3  gleich  dem  Gradienten  von  g),  also  [§.88(10)] 

S  =  grad  <p,       div  35  =  div  31 
setzen,  so  ist  div  6  =  0  und  6  ist  also  nach  1.  ein  Curl. 


Elfter  Abschnitt. 

Potentiale. 


§.  95. 

Vorbereitung  zum  Green'scben  Satze. 

Es  seien  17,  V  zwei  skalare  Functionen.  Aus  ihnen  lässt 
sich  ein  Vector  a  =  9l(f7,  F)  ableiten,  dessen  Componenten  die 
folgenden  sind: 


(1)  Ay=Uy^-V 


dx  ox 

dy  8j/' 


Dieser  Vector  ist  unabhängig  vom  Coordinatensysteme.  Denn 
nehmen  wir  eine  beliebige  gerade  Linie,  auf  der  wir  von  einem 
willkürlichen  Anfangspunkte  die  Abscissen  £  zählen,  so  können 
wir  jede  Function  von  x,  t/,  ^  längs  dieser  Linie  als  Function 
von  I  ansehen.  Insbesondere  sind  also  auch  x^  t/,  ir  selbst  Func- 
tionen Ton  I,  imd  es  ist 

(2)  g|  =  cos  (S,  x),     ^  =  cos  (I,  y),     ^  =  cos  (g,  z). 

Hiemach  ergiebt  sich  aus  (1) 

(3)  A^  =  A^  cos  (S,  x)  4-  Ay  cos  (S,  y) -\-  A,  cos  (|,  z) 

15* 


i 
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Wenn  wir  also  ein  neues  rechtwinkliges  Goordinatensystem 
I,  ij,  f  einführen,  so  erhalten  die  Ausdrücke  für  die  Compo- 
nenten  von  %  nach  diesen  neuen  Axen  genau  dieselbe  Form  wie 
für  die  Axen  x,  y,  z. 

Aus  (1)  ergiebt  sich  zunächst  nach  §.  87  (3) 

(4)  div9l  =  UJV  —  V^U, 

wenn  unter  ^  27,  wie  in  der  Folge  stets,  der  zweite  Differential- 
parameter 

verstanden  wird. 

Wir  grenzen  einen  ßaumtheil  r  durch  eine  geschlossene 
Fläche  0  ab,  in  dem  die  Functionen  U,  V  stetig  sind  und 
stetige  Derivirte  haben.  In  jedem  Punkte  der  Oberfläche  0 
denken  wir  uns  eine  Normale  n  in  das  Innere  von  x  ge- 
zogen.    Dann  ist  nach  (3): 

dn  dn 

und  die  Anwendung  des  Gauss* sehen  Satzes  auf  den  Raum  r 
ergiebt 

(5)  j(£rz/F-F^tOdr  =  -j(l7|I-F|^do, 

worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  Elemente  dt  und  do  von 
r   und    0  erstrecken. 


§.  96. 
Specialisirung  der  Function   ü. 

Wenn  wir  in  der  zuletzt  abgeleiteten  Formel  U=  l  an- 
nehmen, so  ergiebt  sich  für  jede  in  dem  Gebiete  t  mit  ihren 
ersten  Ableitungen  stetige  Function  V 

Es  sei  ferner  q  ein  variabler  Punkt  des  Gebietes  r  mit  den 
Coordinaten  a,  6,  c  und  p  ein  Punkt  mit  den  Goordinaten  x^  y,  z. 


§•  96. 


Speoialiiirang  der  Function  17. 


339 


Die  Entfernung  der  beiden  Punkte  sei  r,  so  dass 

r  =  V(a;  —  o)»  +  (y  -  6)«  +  (ä  -  c)». 


(2) 


Durch  Dififerentiation  ergiebt  sich: 


8i 
r 

da 


r3 


r  _  y  —  b 
db  r» 

r         t  —  c 


8c 


r» 


8»i 

ij:  ^  _  j.  .  o  (« -  «)j 

—^  =  —  ^4-3 
86»  r'  ~ 

8»! 

— ^-  =  -  i-  +  3 

8  c»  r3  ~  fs 


r» 

(y 

-6)« 

r» 

(-^ 

-c)» 

and  daraus  folgt  durch  Addition  die  Identität: 


(3) 


^  -  =  0, 
r 


wenn  bei  der  Differentiation   die   Coordinaten   a,  6,  c  als  ver- 
änderlich, x^  y,  e  als  fest  gelten. 

Wenn  nun  der  Punkt  p  ausserhalb  des  Gebietes  r  liegt,  so 
können  wir  ohne  Weiteres  f7=  1/r  setzen,  und  erhalten  aus  der 
Formel  §.  95  (5) 


(4) 


do  =  0. 


Liegt  aber  der  Punkt  p  innerhalb  r,  so  wird  1/r  als 
Function  des  Punktes  q  in  p  unendlich,  und  wenn  wir  daher 
die    Formel     auch    jetzt     noch    auf  Fig.  39. 

U=  1/r  anwenden  wollen,  müssen 
wir  den  Punkt  p  durch  eine  Hülle  t, 
die  wir  als  eine  mit  dem  willkür- 
lichen Radius  q  um  den  Punkt  p  als 
Mittelpunkt  beschriebene  Kugelfläche 
annehmen,  von  dem  Gebiete  r  aus- 
schliessen.  Das  so  veränderte  Gebiet 
bezeichnen  wir  mit  r*. 

Machen  wir  also  diese  Annahme,  so  ergiebt  die  Formel 
§.  95  (5)  für  das  Gebiet  t* 


S 
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(5) 


do*  =  0. 


Das  Oberüächenintegral  enthält  hier  als  Bestandtheil  das  Inte- 
gral über  die  Oberfläche  der  Engel  A;. 

Bezeichnen  wir  nun  mit  dco  ein  Element  der  Kugel  mit 
dem  Radius  1  (Einheitskugel),  so  ist  ein  Element  einer  Kugel- 
fläche mit  dem  Radius  r 

(6)  do  =  r^da}, 

und  ein  Volumenelement,  das  von  zwei  concentrischen  Elementen 
do  in  der  Entfernung  dr  und  dem  zugehörigen  Stücke  eines 
Kegelmantels  mit  der  Spitze  in  p  begrenzt  ist,  hat  den  Ausdruck 

(7)  dt  =  r^dr[d(x). 

An  der  Oberfläche  von  k  fällt  die  Normale  n  mit  der  Rich- 
tung r  zusammen  und  es  ist  also  dort 

Hiernach  ist  der  auf  &  ^  bezügliche  Bestandtheil  des  Flächen- 
integrals in  (5) 

(9)  g^^^Ida>+^rda,, 

worin  sich  die  Integration  nach  [dco  auf  die  ganze  Kugelfläche 
mit  dem  Radius  1  erstreckt  und  unter  dem  Integralzeichen  r=p 
zu  setzen  ist 

Wenn  im  Punkte  p  die  Function  V  und  ihre  Differential- 
quotienten endlich  sind,  so  ist«  auch 

TV  =  "da  '*''^*"'^)  +  db  ^^'('''^>  +  ^  '•?' (*■'*') 

in  p  endlich,  wenn  auch  sein  Werth  von  der  Richtung  abhängt, 
in  der  man  in  den  Punkt  p  hineingeht. 

Wenn  wir  daher  jetzt  die  Hülle  Je  unendlich  klein  werden, 
also  Q  gegen  Null  convergiren  lassen,  so  nähert  sich 

der  Grenze  Null,  und  wenn  die  Function  V  im  Punkte  p  den 


Vp- 
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Werth  Vp  hat,  so  hat  der  andere  Bestandtheil  des  Ausdrucks  (9), 
weil  die  Fläche  der  Einheitskugel  =  4tx  ist,  den  Grenzwerth 

(10)  lim  f  Vdco  =  In 

In  dem  Raumintegrale  der  Formel  (5)  fehlt  nun  an  dem 
über  das  ganze  Gebiet  r  genommenen  Integrale  der  über  den 
Raum  von  ft  genommene  Bestandtheil,  der  nach  \1)  den  Aus- 
druck hat: 

JVrdrdci}^ 


1 


und  der  also,  wenn  ¥dr  noch  voraussetzen,  dass  ^  F  im  Punkte  p 
endlich  bleibt,  mit  q  zugleich  unendlich  klein  wird.  Nach  alle- 
dem nimmt  (5)  die  Form  an : 

(11)        43rFp  =  — 

worin  sich  jetzt  die  Integration  in  Bezug  auf  dt  auf  das  ganze 
ursprüngliche  Gebiet  r  und  die  Integration  nach  do  auf  dessen 
Begrenzung  erstreckt.  Von  der  den  Punkt  p  umgebenden  Hülle  Ä 
ist  in  der  Gleichung  (11)  jede  Spur  verschwunden. 

Aus  (4)  und  (11)  ergiebt  sich  ein  specieller  Fall,  den  man 
erhält,  wenn  man  F=  1  annimmt.  Es  wird  dann  ^F=  0, 
aF/8n  =  0,  und  folglich 


(12) 


T 

— —  do  =  0     oder    =^  4  3r, 

dn 


je  nachdem  der  Punkt  p  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Fläche  0 
liegt.  Ist  ^  eine  der  Differentialgleichung  ^^  =  0  genügende 
Function,  und  ist  ^  -|-  1/r  in  dem  Gebiete  r  stetig,  so  ergiebt 
sich  hieraus  mit  Benutzung  von  (1),  wenn  p  ein  innerer  Punkt  ist: 

(13)  j|^do=-4;r. 


§.  97. 
Der  Green'sche  Satz. 

Wir  setzen  nun  die  Formeln  §.  95  (5)  und  die  daraus  ab- 
geleitete Formel  §.  96  (11)  unter  einander: 
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0  =  \irJÜ-UJV)dr-\(u^-V^)do, 


4:JCVj,    = 


dn 


-  V 


do. 


Sie  gelten  gleichzeitig,  wenn  U  und  V  mit  ihren  ersten  Deri- 
virten  im  Gebiete  t  stetig  sind,  und  wenn  wir  also  die  erste  von 
der  zweiten  subtrahiren,  so  folgt 


(1) 


4äF„ 


=  ^-^) 


^Vdz 


-1 


VJÜdx 


+ 


\  r/  dn  ön 


do. 


Wir  verstehen  nun  unter  der  Green'schen  Function  des 
Raumes  z  eine  Function  G  eines  Punktes  q  dieses  Gebietes,  die 
den  folgenden  Bedingungen  genügt: 

1.  Im  Räume  r  ist  G  überall,  mit  Ausnahme  eines 
Punktes  jp,  endlich  und  stetig  und  hat  stetige 
Derivirte. 

2.  Ist  r  die  Entfernung  der  beiden  Punkte  p  und  g, 
so  ist  die  Function  G-f-l/r  auch  in  dem  Punkte  p 
stetig. 

3.  Im  ganzen  Gebiete  t  ist  ^'G  =  0. 

4.  An  der  Grenze  des  Gebietes  r  ist  Cr  =  0. 

G  ist  hiernach  eine  Function  der  beiden  Punkte  p  und  q. 
Bei  der  Definition  gilt  q  als  variabel,  p  als  fest. 

Den  Bedingungen  1.,  2.,  3.  genügt  die  Function  —  1/r  selbst, 
nicht  aber  der  Bedingung  4. 

Ist  eine  solche  Function  G  bekannt,  so  können  wir  in  der 
Formel  (1)  U=  G  -|-  1/r  setzen.  Dann  ist  ^  TJ=  0  und  wir  erhalten : 


(2) 


43rF„ 


-1 


GJVdx 


-\ 


dn 


und  diese  Formel  ist  es,  die  unter  dem  Namen  des  Green'schen 
Satzes  bekannt  ist. 

Wir  schliessen  aus  diesem  Satze  zunächst: 
1.  Es  giebt  für  einen  gegebenen  Raum  r,  für  einen 
gegebenen  Punkt  2)  nicht  mehr  als  eineGreen'sche 
Function. 
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Denn  angenommen,  es  gebe  zwei  solche  Functionen,  G  und 
(x',  so  ist  die  Differenz  G  —  G'  eine  Function,  die  in  dem  ganzen 
Gebiete  t  mit  ihren  Derivirten  stetig  ist.  Es  ist  aber  ausserdem 
im  Inneren  von  t  überall  ^  (G  —  G')  =  0,  und  an  der  Grenz- 
fläche 0  überall  G  —  G'  =  0;  setzen  wir  also  in  der  Formel  (2) 

V  =  G  —  G',  so  ergiebt  sich  Vp  =  0,  d.  h.  es  ist  G  =  G'  im 
ganzen  Räume  r. 

Die  Formel  (2)  löst  uns  femer,  wenn  die  Green' sehe 
Function  bekannt  ist,  die  Aufgabe: 

2.  Es  soll  eine  Function  V  gefunden  werden,  die  im 
ganzen  Räume  r  mit  ihren  Derivirten  stetig  ist, 
wenn  die  Werthe  von  ^V  im  Inneren  von  r  und 
die  Werthe  von  V  an  der  Oberfläche  0  von  r  ge- 
geben sind. 

Die  Formel  (2)  giebt  nämlich  unmittelbar  aus  diesen  Daten 
die  Function  V  in  einem  beliebigen  Punkte  p  und  zeigt  ausser- 
dem, dass  es  nur  eine  Lösung  der  Aufgabe  giebt. 

Die  Bestimmung  der  Function  G  selbst  ist  ein  specieller 
Fall  dieser  Aufgabe  und  gelingt  nur  in  besonderen  Fällen.  Ihre 
Bestimmung  ist  eine  Fundamentalaufgabe  in  der  Theorie  der 
partiellen  Differentialgleichungen  und  ihren  Anwendungen  auf  die 
mathematische  Physik. 

Wir  beweisen  noch  den  folgenden  Satz  über  die  Green 'sehe 
Function. 

3.  Bezeichnet  man  die  Green'sche  Function,  um  ihre 
Abhängigkeit  von  den  beiden  Punkten  j),  g  anzu- 
deuten, mit  G>,g,  so  ist 

(3)  Gp^q    =     Gq^p, 

Der  Beweis  ergiebt  sich  so:  Wir  nehmen  die  beiden  Green'- 
schen  Functionen  Gpi,^  Gp,,,  für  dasselbe  Gebiet  r  und  schliessen 
von  diesem  Gebiete  die  beiden  Punkte  p^^  pa  durch  kleine  Kugeln 
i, ,  ig  mit  den  Radien  ^j,  q^  ^^s-  ^^f  ^^^  so  geschaffene  Ge- 
biet r*  wenden  wir  die  Formel  (5)  §.95  an,  indem  wir  ü=Gp^^q^ 

V  :^  Gp^q  setzen,  und  verfahren  dann  ebenso  wie  in  §.  96.    Wir 
erhalten  dann 

(4)    4«  (Gp,p.  -  öp.,^)  =  -  j(öp.,,  ^^  -  G^,  ^|j^)  do, 
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und  daraus,  da  Gp^.q^  Gp^q  an  der  Grenze  verschwinden, 

wie  bewiesen  werden   sollte. 


§.  98. 
Unstetigkeiten. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  in  dem  P'elde  r  eine  Fläche  ö 
liege,  in  der  V  und  seine  DiiFerentialquotienten  unstetig  sind. 
Wir  nehmen  an,  dass  die  Functionen 

dV      dV      dV 


F, 


dx'     dy  '     dz 


im   ganzen   Gebiete  r  mit  Ausnahme   der   Fläche  6   bestimmte, 

stetig  veränderliche  Werthe  haben,  dass  diese  Werthe  aber  in 

„.  zwei  unendlich  benachbarten  Punkten  auf 

beiden    Seiten    von    6    um    eine    endliche 

Grösse  verschieden  sind. 

Wir  ziehen,  wie  die  Fig.  40  zeigt, 
durch  jeden  Punkt  der  Fläche  6  eine  Nor- 
male 1/,  die  wir  in  einer  beliebigen,  aber 
über  die  ganze  Fläche  festzuhaltenden 
Richtung  positiv  nehmen,  imd  nennen  die 
Seite  der  Fläche  <J,  die  auf  der  Seite  der 
wachsenden  v  liegt,  die  positive  Seite  dieser  Fläche.  Die  Werthe 
von    V  in   benachbarten  Punkten  auf  den  beiden  Seiten  von  6 

unterscheiden  wir  als  F"*"  und   F",  und  bezeichnen  analog  auch 
die  Diflferentialquotienten. 

Es  lässt  sich  dann  die  Formel  §.  96,  (11)  anwenden,  wenn 
wir  beide  Seiten  der  Fläche  6  mit  zu  der  Begrenzung  von  r 
rechnen.  Auf  der  positiven  Seite  von  <s  ist  dann  dn  =  dv,  auf 
der  negativen  dn  =  —  dv  anzunehmen.  Der  Punkt  i?  soll  nicht 
auf  der  Fläche  <s  liegen. 

Bezeichnen  wir  also  mit  d(J  ein  Element  der  Fläche  6  und 
beziehen  die  Integration  nach  dö  auf  diese  ganze  Fläche,  wäh- 
rend do  die  ursprüngliche  Grenze  des  Gebietes  r  (ohne  <y)  durch- 
läuft, so  ergiebt  die  Formel  §.  96,  (11) 


§.  99. 


Unendliche  Felder. 
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(1) 


4«F,  =  — 


r 


8  V\-i  d  a 


r    dn 


dn 


do 


mr  -  Qi 


+ 


(F+  _  jr-) 


dv 


dö. 


Hierin  ist,  um  daran  zu  erinnern,  r  die  Entfernung  des 
Punktes  p  von  einem  Punkte  des  Integrationselementes  dr,  do, 
d6^  und  es  sind  demnach  die  Integrale  noch  Functionen  der 
Coordinaten  des  Punktes  p. 

Die  Formel  (1)  gilt  selbstverständlich  auch,  wenn  ö  aus 
mehreren  getrennten  Stücken  besteht,  oder,  was  dasselbe  ist, 
wenn  im  Gebiete  r  mehrere  verschiedene  Unstetigkeitsflächen 
liegen. 

§.  99. 
Unendliche   Felder. 

Wir  nehmen  jetzt  wieder  das  in  der  Formel  §.  95  (5)  vor- 
kommende Flächenintegral 

um  die  Veränderung  zu  untersuchen,  die  eintritt,  wenn  sich  das 

Feld  X  ins  Unendliche  erstreckt. 

Wir  nehmen   einen  festen  Punkt  P  und  bezeichnen  mit  R 

die  Entfernung  des  Punktes  P  von 
dem  Elemente  do.  Ist  wieder  dco 
ein  Element  der  mit  dem  Radius  I 
um  P  beschriebenen  Kugel,  so  ist, 
wenn  der  Winkel  (n,  R)  spitz  ge- 
nommen wird  (siehe  Fig.  41) 
do  =  R^dco  cos(n,  JZ), 

und  das  Integral  (1)   lässt  sich  also 
auch  so  darstellen: 


Fig.  41. 


(2) 


[(ü^-—  V  -^^^  cos (n,R)R^d(D. 
J  \      dn  on/        ^ 


Der  Einfachheit   halber   nehmen   wir   an,    dass   die   Grenz- 
flache 0   so  beschaffen  und   der  Punkt  P  so   gewählt  sei,   dass 
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jeder  Strahl  R  die  Fläche  0  in  einem  und  nur  in  einem  Punkte 
trifft.    Dann  erstreckt  sich  die  Integration  in  Bezug  auf  da)  in 

(2)  einfach  über  die  ganze  Einheitskugel,  also  über  ein  end- 
liches Gebiet.  Es  ist  leicht  zu  sehen,  welche  Modificationen  in 
dieser  Beziehung  eintreten,  wenn  diese  Voraussetzung  nicht  ge- 
macht ¥drd.    Für  unseren  Zweck  ist  dies  nicht  erforderlich. 

Nehmen  wir  nun  an ,  die  Functionen  JJ,  V  seien  im   ganzen 
unendlichen  Räume  gegeben.    Es  soll  aber  vorausgesetzt  sein: 

(3)  für    R=  00     ist     U=  0,     F=  0, 

^'il'    ^'^    ^''^^'''^' 

wenn  l  eine  beliebige  Richtung  ist;  das  heisst,  die  letzten 
Producte  sollen,  wie  gross  auch  R  angenommen  wird,  be- 
stimmte endliche  Grenzen  nicht  überschreiten.  Es  ist  nicht 
erforderlich,  anzunehmen,  dass  diese  Producte  für  jR  =  oo  be- 
stimmte endliche  Grenzwerthe  haben.  Um  sich  in  einem  ge- 
gebenen Falle  davon  zu  überzeugen,  ob  diese  Bedingungen 
erfüllt  sind,  genügt  es,  die  Richtung  l  nach  einander  mit  den 
drei  Goordinatennchtungen  o;,  t/,  z  zusammenfallen  zu  lassen. 
Unter  diesen  Annahmen  werden  die  Producte 

dn  dn 

im  Unendlichen  verschwinden,  während  das  Integrationsgebiet 
für  do,  wie  auch  die  Fläche  0  ßich  verändern  mag,  immer  das- 
selbe bleibt.  Wenn  wir  daher  die  Grenzfläche  0  allerseits  ins 
Unendliche  hinausrücken  lassen,  etwa  wie  eine  Kugel,  deren 
Radius  ohne  Grenzen  wächst  (oder  auch  sonst  beliebig),  so  wird 
sich  das  Integral  (2)  der  Grenze  Null  nähern. 

Ist    wieder   r    die    Entfernung    des    Punktes   p    von    dem 
Punkte  q  mit  den  Coordinaten  x,  y,  z^  so  ist 

^  r  JR2 

iJa  — =  -  _cos(r,a:),  ..., 

und  die  Forderung  (3)  ist  für  die  Function  V  erfüllt,  wenn  wir 
ü  z=z\jr  annehmen.  Denn  R  und  r  sind  die  Entfernungen  des- 
selben Punktes  q  von  den  beiden  festen  Punkten  P,  p  und  Rlr^ 
hat  also  den  Grenzwerth  1,  wenn  q  ins  Unendliche  rückt   Wenn 
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nun  für   die  Function   V  beliebige  Unstetigkeitsflächen  0    vor- 
handen sind,  so  ergiebt  die  Formel  §.  98  (1) 


4  «  Fp  = 


m-  (m  T + 


Hierin  erstreckt  sich  das  Integral  nach  dv  über  den  ganzen  un- 
endlichen Kaum,  und  unsere  Ableitung  zeigt  zugleich,  dass  die 
über  V  gemachten  Voraussetzungen  genügen,  um  die  Convergenz 
dieses  Integrals  sicher  zu  stellen. 

Setzt  man,  vorläufig  nur  zur  Abkürzung. 

(5)  Jr=  —  ^xQ, 

(«)       (l-:r-(^D-=— . 

(7)  V*  —  V~  =  4jtij, 

80  erhält  die  Formel  (4)  die  einfachere  Form: 


(8) 


F,= 


(fdr 


+ 


£d6 


+ 


1 


dv 


dö, 


und  diese  Formel  zeigt,  dass  eine  Function  F,  die  im  Unend- 
lichen den  Bedingungen  (3)  genügt,  und  abgesehen  von  einzelnen 
Flächen  6  mit  ihren  ersten  Ableitungen  stetig  ist,  eindeutig 
bestimmt  ist,  wenn  im  ganzen  unendlichen  Räume  z^F  ge- 
geben und  an  den  Flächen  ö  die  Unstetigkeiten  von  F  und 
seines  nach  der  Normalen  genommenen  Differentialquotienten 
g^^ben  sind. 

Die  Stetigkeit  von  q  ist  hierbei  keineswegs  vorausgesetzt, 
und  es  ist  z.  B.  die  Annahme  zulässig,  dass  q  nur  in  einem  end- 
lichen Raumtheile  von  Null  verschieden,  sonst  überall  =0  sei. 

Durch  diese  Betrachtungen  lässt  sich  auch  der  Green' sehe 
Satz  [§.  97  (2)]  auf  den  Fall  eines  ins  Unendliche  ausgedehnten 
Gebietes  r  übertragen,  wenn  wir  für  diesen  Fall  zu  den  die 
Green'sche  Function  G  definirenden  Eigenschaften  §.  97,  1.,  2^  3.,  4. 
noch  die  weitere  hinzufügen. 

5.  Im  Unendlichen  soll  G  =  0  und  R^dG/dl  end- 
lich sein. 
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§.  100. 
Das  Newton'sche  Potential. 

Die  zuletzt  abgeleitete  Formel  (8)  ist  mit  Rücksicht  auf  die 
Definitionen  von  (»,  £,  ij  eine  blosse  Identität.  Sie  enthält  eine 
Darstellung  einer  gewissen,  sehr  allgemeinen  Stetigkeitsbedin- 
gungen  unterworfenen  Function  V  durch  bestimmte  Integrale. 

Wenn  wir  uns  aber  auf  einen  anderen  Standpunkt  stellen 
und  ausser  den  Flächen  6  die  Functionen  q^  s,  rj  als  beliebig 
gegebene  annehmen,  so  dient  die  Formel  (8)  zur  Definition  einer 
Function  F,  und  es  entsteht  die  Frage,  ob  diese  Function  V 
dann  auch  wirklich  den  Bedingungen  (5),  (6),  (7)  des  vorigen 
Paragraphen  genügt. 

Die  drei  Bestandtheile,  aus  denen  der  angegebene  Ausdruck 
von  V  besteht: 


(1)     p  = 


0dt      „  _ 


J 


,    *  = 


'•        1 
d- 


J  J 

heissen  Potentiale,  zum  Unterschiede  von  anderen  Bedeutungen, 
in  denen  dies  Wort  wohl  sonst  noch  gebraucht  wird,  Newton'sche 
Potentiale  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  dieser  Functionen 
in  der  Theorie  der  Kräfte,  die  nach  dem  Newton'schen  Gravi- 
tationsgesetze wirken.  Wir  wollen  zunächst  die  Function  P 
allein  betrachten,  in  der  wir  aber  ein  für  allemal  voraussetzen 
wollen,  dass  ^  nur  in  einem  endlichen  Theile  des  Raumes  von 
Null  verschieden  sei;  ausserdem  wollen  wir  die  Function  ^ 
überall  endlich  annehmen  und  beliebige  Unstetigkeiten  in 
Flächen  zulassen.  Die  Function  (>  möge  die  Massendichtig- 
keit und 

(>dr  =  dm 

das  Massenelement  heissen.  Wir  denken  dabei  zunächst  gar 
nicht  an  die  mechanische  und  physikalische  Bedeutung  dieser 
Ausdrücke  und  schli essen  z.  B.  keineswegs  den  Fall  aus,  dass  ^ 
auch  negativ  sei. 

Die  Function  F  kann  als  Specialfall,  oder  genauer  gesagt,  als 
Grenzfall  der  Function  P  aufgefasst  werden.  Denken  wir  uns 
nämlich  die   Fläche  <5  als   einen  unendlich  dünnen  Körper  von 
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der  Dicke  dv  und  bilden  das  Potential  P  für  diesen  Körper  mit 
der  Massendichtigkeit  (>,  so  wird  dm  =  gdvdö 

(2)  -         ^^"^ 


=  i 


und  wir  brauchen  nur  gdv  z=  s  zu  setzen ,  so  geht  P  in  2^ 
über.  Da  s  endlich  sein  soll,  so  muss  hierbei  q  mit  unendlich  ab- 
nehmenden dv  unendlich  gross  werden. 

B  heisst  die  Flächendichtigkeit  und  F  ein  Flächen- 
potential. 

Ebenso  lässt  sich  O  als  Grenzfall  von  F  betrachten.     Wir 
denken  uns  zu  diesem  Zwecke  über  der  Fläche  6  eine  parallele 


Fig.  42. 


Fläche  6'  in  der  unendlich  kleinen  Ent- 
fernung dv^  so  dass  jedem  Punkte  von  6 
der  Puqkt  von  <y'  gegenüber  steht,  der 
durch  die  Normale  dv  getroffen  wird. 
Das  Flächenelement  d  6  sei  mit  der 
Flächendichte  — b  belegt,  das  gegenüber- 
stehende Element  d6*  mit  -\- b*.  Es  ist 
dann  das  Potential  dieser  Doppelfläcbe, 
wenn  r'  die  Entfernung  des  Punktes  p 
von   d6*  ist: 

Wir  nehmen  dann  die  Dichtigkeit  «'  so  an,  dass 

(4)  B*d&  =  edö, 

d.  h.,   dass  auf  gleichen  Flächenstücken   von  ö  und  ö'  gleiche^ 

aber  entgegengesetzte  Massen  liegen.    Wenn  wir  dann  noch  nach 

dem  Taylor' sehen  Lehrsatze 

1 


(5) 


1  1         ^ 

-  =  -  +  — 

r'        r  ~  dv 


dv 


setzen,   so  ergiebt  sich  aus  (3),  (4)  und  (5) 

^  1 


F  = 


■m 

6   -      dv  dö , 
dv 


und  dies  geht  in  O  über,  wenn  rj  =  sdv  gesetzt  wird,  so  dass 
auch  hier  b  für  ein  unendlich  kleines  dv  unendlich  gross  wird. 


J 
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Die   Function  O  heisst  daher  das  Potential   einer  Doppel« 
Schicht  und  17  die  Dichtigkeit  der  Doppelbelegung. 


§.  101. 
Die  Eraftcomponenten. 

Das  räumliche  Potential 

in  dem  sich,  wie  wir  festgesetzt  haben,  das  Integral  nach  dt 
auf  ein  endliches  Gebiet  r  erstreckt,  ist  eine  Function  der 
Goordination  x,  y,  a  des  Punktes  p.  Wir  sagen,  das  Potential 
beziehe  sich  auf  den  Punkt  p.  Es  ist  dann  r  die  Entfernung 
dieses  Punktes  von  dem  Integrationselemente  dt.  Liegt  der 
Punkt  p  ausserhalb  des  Raumes  r,  so  nennen  wir  ihn  einen 
äusseren  Punkt.  Ueber  die  Gonvergenz  des  Integrals  ist  dann 
kein  Zweifel,  weil  r  nicht  unter  einen  gewissen  positiven  Werth 
heruntersinkt.  Dass  aber  auch  die  Gonvergenz  nicht  aufhört, 
wenn  der  Punkt  p  ein  innerer  Punkt  ist,  worunter  wir  einen 
Punkt  verstehen,  der  dem  Gebiete  r  angehört,  ergiebt  die  Ein- 
führung von  Polarcoordinaten  um  den  Punkt  j).  Denn  bezeichnet 
wie  früher  do  das  Flächenelement  auf  der  Einheitskugel,  so 
können  wir  nach  §.  96  (7) 

(2)  dt  =  r^drdo 
setzen  und  erhalten 

P  =  I  grdrdo^ 

wo  nun  die  Function  unter  dem  Integralzeichen  im  Integrations- 
gebiete nicht  unendlich  wird. 

Wir  bilden  nun  noch  eine  zweite  Function,  die  durch  Diffe- 
rentiation des  Ausdruckes  von  P  unter  dem  Integralzeichen  ent- 
steht    Es  ist  nämlich 

(3)  r^  =  {a-  xy  +  (6  -  y^  +  {c  -  ^)^ 

.  V  r  (a  —  X)  cos« 

^  ^  'dx  ~        rä        ~  Hrä"' 

wenn  a  den  Winkel  bedeutet,  den  die  von  p  nach  dt  hin  ge- 
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zogene  Richtung  r  mit  der  positiven  a:-Axe  bildet.     Es  ergiebt 
sich  dann  eine  Function 


dm  cos  oc 


(5)  X  =.__...  ^, 

und  diese  Function  geht  durch  die  Substitution  (2)  in 

(6)  X  =  I  Qcosocdrdo 

über,  woraus  man  schliesst,  dass  auch  dieses  Integral  conver- 
gent  ist. 

Wenn  wir  nun  die  Function  X  in  Bezug  auf  x  zwischen 
den  Grenzen  Xo  und  x  integriren,  während  wir  y  und  g  constant 
lassen,  so  ergiebt  sich,  wenn  wir  die  Integration  unter  den 
Integralzeichen  ausfuhren: 

X 
Xq 

wenn  P©  den  Werth  von  P  für  x  =  Xq  bedeutet,  und  daraus 
folgt  wieder  durch  Differentiation 

(7)  X  =  ^. 

'  ox 

Die  Grösse  X  hat  folgende  Bedeutung: 

Wenn  auf  den  Punkt  p  eine  Kraft  wirkt  von  der  Intensität 
dm/r^^  die,  wenn  dm  positiv  ist,  von  p  nach  dem  Elemente  dm 
gerichtet  ist,  und  wenn  dm  negativ  ist,  die  entgegengesetzte 
Richtung  hat,  so  kann  diese  Kraft  angesehen  werden  als  eine 
Anziehung  oder  Abstossung,  die  das  Element  dm  auf  den 
Punkt  p  ausübt,  und  das  durch  dm/r^  ausgedrückte  Wirkungs- 
gesetz dieser  Kraft  ist  das  Newton'sche  Gravitationsgesetz. 

Die  in  der  Richtung  der  positiven  x-kxe  genommene  Com- 
ponente  dieser  Kraft  ist 

dX  =  ^2    cos a, 

und  wenn  nun  eine  ebensolche  Kraft  von  sämmtlichen  Elementen 
dm  ausgeht,  so  ist  der  durch  (3)  gegebene  Ausdruck  von  X  die 
Gesammtcomponente  der  Wirkung  des  Körpers  t  auf 
den  Punkt  p. 

Biemann-Weber,   Partielle  Differentialgleichungen.  2ß 
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Dieselbe  Betrachtung  lässt  sich  aber  in  Bezug  auf  die  y-kxe 
und  die  z-Axe  anstellen,  und  es  ergeben  sich  so  die  drei  Com- 
ponenten  X,  IT,  Z  der  Wirkung  des  Körpers  r  auf  den  Punkt  p 
als  die  partiellen  Ableitungen  des  Potentiales  nach  den  drei 
Coordinaten  a:,  y,  ^ : 

Der  Ausdruck 
(9)  dP  =  Xdx  4-  Ydy  +  Zdz 

ist  ein  vollständiges  Differential. 

Wenn  auch  noch  Flächen  6  vorkommen,  die  mit  Massen 
oder  mit  einer  Doppelschicht  belegt  sind,  so  wird  in  diesen  Be- 
trachtungen gar  nichts  geändert,  wenn  der  Punkt  p  nicht  gerade 
auf  einer  dieser  Flächen  liegt  und  wir  erhalten  die  Componenten 
der  Gesammtwirkung  auf  den  Punkt  p  in  der  Form 

(11)  dV=  Xdx-\-  Ydy  +  Zdz, 

worin  V  die  Bedeutung  §.  99  (8)  hat. 


§.  102. 
Stetigkeit  der  Functionen  F,  X,  Y,  Z. 

1.  Die  Functionen  F,  X,  Y,  Z  sind  stetige  Func- 
tionen des  Punktes  p  auch  beim  Durchgange 
durch  eine  Fläche,  in  der  q  unstetig  ist  (aber 
nicht  beim  Durchgange  durch  die  Fläche  ö). 

Wir  beweisen  die  Stetigkeit  der  Function  F,  indem  wir  be- 
merken, dass  die  Schlüsse  unverändert  auf  die  Functionen  X,  r,Z 
anzuwenden  sind. 

Die  Eigenschaft  der  Stetigkeit  einer  Function  F  besteht 
darin,  dass  die  Schwankungen  der  Function  F  kleiner  bleiben 
als  eine  beliebig  kleine  gegebene  Grösse  zi,  wenn  die  Ver- 
schiebungen des  Punktes  p  kleiner  sind  als  eine  hinlänglich 
kleine  Grösse  S,  Dass  F  stetig  ist,  so  lange  der  Punkt  p  ausser- 
halb des  Integrationsgebietes  %  liegt,  folgt  aus  den  allgemeinen 
Sätzen  über  Stetigkeit  von  Integralen  als  Functionen  eines  Para- 
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roeters.  Denn  in  diesem  Falle  ist  die  zu  integrirende  Function 
im  ganzen  Integrationsgebiete  eine  endliche  und  stetige  Function 
der  Lage  von  jp. 

Wenn  aber  p  ein  innerer  Punkt  ist,  so  nehmen  wir  ihn 
in  endlicher  Entfernung  von  der  Fläche  ö  an  und  umgeben 
ihn  mit  einer  Hülle,  die  etwa  die  Gestalt  einer  Kugel  haben 
mag  und  die  das  Gebiet  r  in  zwei  Theile  r®  und  r*  theilt,  wenn 
r«  der  von  der  Kugelhülle  umschlossene  Raum,  r*  der  übrig- 
bleibende Theil  von  r  ist. 

Liegt  p  in  der  Nähe  der  Oberfläche  von  r,  so  wird  die 
Hülle  über  das  Gebiet  hinausreichen  können.  Die  hierdurch 
entstehenden  Weitläufigkeiten  können  wir  aber  einfach  durch 
die  Bemerkung  umgehen,  dass  wir  den  Raum  r  beliebig  aus- 
dehnen können,  wenn  wir  in  den  hinzugekommenen  Theilen  ^  =  0 
annehmen. 

Die  Function  V  zerfallt  also  jetzt  in  die  beiden  Bestand- 
theile  V^  und  F*,  von  denen  der  erste  aus  der  Integration  über 
r^,  der  zweite  aus  der  über  t*  herrührt. 

Wir  nehmen  nun  die  Hülle  zunächst  so  klein  an,  dass  V^ 
in  jedem  Punkte  in  ihrem  Inneren  kleiner  als  ^/^^  wird,  was 
wegen  der  Convergenz  des  Integrals  V  immer  möglich  ist.  Die 
Punkte  im  Inneren  dieser  Hülle  sind  aber  für  den  Raum  r* 
äussere  Punkte  und  folglich  ist  V*  eine  stetige  Function  von  p, 
so  lange  p  in  der  Hülle  bleibt,  man  kann  also  die  Grenze  d  für 
die  Verschiebung  von  p  so  klein  machen,  dass  die  Schwankung 
von  F*  kleiner  als  Va^  wird,  und  dann  ist  also  die  Schwan- 
kung von  F  kleiner  als  ^J. 

Da  wir  angenommen  haben,  dass  der  Körper  r  und  die 
Flächen  ö  ganz  im  Endlichen  liegen,  so  sind  F,  X,  Y,  Z  im 
Unendlichen  gleich  Null.  Das  Verschwinden  lässt  sich  noch  ge- 
nauer so  bestimmen: 

2.  Bedeutet  JB  die  Entfernung  des  Punktes  p  von 
einem  festen  Punkte,  z.  B.  dem  Coordinaten- 
anfangspunkte,  so  sind  die  Producte 

EF,    Ü^X,    ü^r,    M^Z 

im   Unendlichen   endlich. 

Dies  ist  aus  den  Ausdrücken  für  F,  X,  Y,  Z  durch  Inte- 
grale ohne  Weiteres  zu  ersehen. 

16* 
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§.   103. 

Die  Differentialquotienten  von  X,  F,  Z. 

Die  auf  einen  äusseren  Punkt  p  bezogenen  Functionen 
X,  Y,  Z  können  nach  den  Coordinaten  dieses  Punktes  beliebig 
oft  dift'erentiirt  werden,  indem  man  die  Differentiation  unter  dem 
Integralzeichen  ausführt.  Für  einen  äusseren  Punkt  haben  diese 
Functionen  also  Differentialquotienten  jeder  Ordnung,  die  stetige 
Functionen  des  Ortes  sind. 

Für  einen  inneren  Punkt  kann  aber  schon  die  erste  Diffe- 
rentiation von  X,  y,  Z  nicht  mehr  durch  Differentiation  unter 
dem  Integralzeichen  ausgeführt  werden,  weil  man  auf  diese  Weise 
auf  divergente  Integrale  geführt  wird. 

Zur  Untersuchung  des  Differentialquotienten    der  Function 

[  Q{a  —  x)dx 


(1)  X  =  I  ^-(A-_ 


müssen  wir  also  einen  anderen  Weg  einschlagen,  auf  den  uns 
Gauss  gewiesen  hat\). 

Die  Dichtigkeit  p  soll  zunächst  als  eine  stetige  differentiir- 
bare  Function  des  Ortes  in  dem  Räume  x  angenommen  werden. 

Fig.  43.  Fig.  44. 


1 


1 


Wir  geben  dem  Punkte  j),  der  jetzt  ein  innerer  sei,  eine 
Verschiebung  in   einer  beliebigen   Richtung  l  von  der  Grösse  e, 

^)  lu  der  Abhandlung :  „Allf^^emeine  Lehröätze  in  Beziehung  auf  die  im 
verkehrten  Verhältnisse  des  Quadrats  der  Entfernung  wirkenden  anriehen- 
den und  abstossenden  Kräfte."  (Gauss'  Werke,  Bd.  V.  Auch  in  Ost- 
wald's  Classikern.) 
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die  nicht  so  gross  ist,  dass  sie  ihn  aus  diesem  Baumtheile  heraus- 
fuhrt, und  bezeichnen  den  Werth  von  X  für  die  neue  Lage  p* 
von  jp  mit  X'. 

Denken  wir  uns  aber  den  ganzen  Raum  r  mit  seiner  Masse 
in  der  Richtung  l  um  e  rückwärts  geschoben,  so  kommt  p* 
wieder  mit  p  zur  Deckung,  und  wenn  wir  den  neuen  Raum 
mit  t'  bezeichnen,  so  kann  X'  auch  dadurch  gefunden  werden, 
dass  wir  das  Integral  (1)  fiir  den  Punkt  j>,  aber  über  den  Raum 
z'  nehmen. 

Die  Räume  r  und  t'  haben  einen  Theil  %q  gemein;  r^  sei 
der  Theil  des  Raumes  r,  der  durch  die  Rückwärtsverschiebung 
frei  wird,  der  also  dem  Räume  r  allein  angehört.  Ebenso  sei 
Ts  der  Theil  des  Raumes  -d,  der  nicht  in  r  enthalten  ist. 

Wir  deuten  die  Integrationsgebiete  to,  ri^r,  dadurch  an, 
dass  wir  für  das  Element  dt  setzen  äro,  dr^,  dx^* 

Bezeichnet  q  die  Dichtigkeit  in  einem  Punkte  q  und 
q'  die  Dichtigkeit  in  dem  Punkte  ^',  der  aus  q  durch  Ver- 
schiebung um  e  in  der  Richtung  l  entsteht,  beides  in  der  ur- 
sprünglichen Lage  des  Körpers,  so  ist  q*  in  r^  und  q  in  t^  gleich 
Null  zu  setzen. 

Hieraus  ergiebt  sich  nach  (1) 

Y  [  Q  (<^  —  x)  dxQ    .     C  Q  (a  —  x)  dti 

(2)  -^ 

^  -  ]  — i:» +  J  r. ' 

und  folglich 

^  ^  e  J  er^ 


Wenn  nun  e  unendlich  klein  wird,  so   gehen   die  Räume  r, 

und  Tg  in  Schichten  über,  die  der  Oberfläche  0  aufgelagert  sind. 

Das  Volumen  des  über  dem  Element  do  stehenden  Theiles  der 

Schicht  T2  von  der  Dicke  dv  ist,  wenn   dv  positiv  nach   innen 

gerechnet  ist: 

dt2  =  dodv  =  edo  cos (Z,  v), 

und  weil  an  der  Grenze  von  r^  der  Winkel  (Z,  v)  stumpf  ist : 

dxy  =  —  edo  cos(Z,  v). 
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Es  ist  femer 

,.     X'  — X       8X 

wobei  so  zu  differentiiren  ist,  dass  o?,  y,  e  als  Functionen  von  { 
aufgefasst  werden.  Unter  dem  Integralzeichen  in  Bezug  auf  dt^ 
ist  aber  ebenso 

lim-?.'— ^   =|f, 
e  dl 

wobei  die  Differentiation  so  zu  verstehen  ist,  dass  o,  6,  c  als 
Functionen  von  l  anzusehen  sind. 

Der  Raum  Tq  fällt  in  der  Grenze  mit  t  zusammen;  tti  und 
T2  bedecken  zusammen  die  ganze  Oberfläche  0  und  in  r^  geht 
q'  in  Q  über.     Wir  erhalten  also 

..        dX  _  {dg  a  —  x  ^^    ,    f  p(a  —  a:)  cos(?,i/)  do 
^  ^       "är  ""  J  dl  "7^ ^"^  "^  J  7^ 

Das  nach  dt  genommene  Integral  ist  die  a;-Gomponente  der 
Wirkung  einer  Massen vertheilung  mit  der  Dichte  dQ/dl^  und 
das  Integral  nach  do  ist  die  :r-Gomponente  einer  Oberflächen- 
belegung von  der  Flächendichte  q  cos  (i,  v) ,  und  folglich  ist 
dX/dl  eine  stetige  Function  der  Lage  von  p. 

Dasselbe  gilt  aber  auch  noch,  wenn  g  nicht  im  ganzen 
Räume  stetig  ist,  so  lange  sich  nur  p  in  einem  Raumtheil  ver- 
schiebt, in  dem  keine  Unstetigkeit  von  q  liegt  Denn  theilt  man 
den  Raum  r  in  zwei  Theile  r*  und  r",  so  dass  p  in  r'  liegt  und 
Q  in  r'  stetig  ist,  so  zerfällt  X  in  zwei  Theile  X'  -|-  ^"1  ^^^ 
da  p  in  Bezug  auf  r"  ein  äusserer  Punkt  ist,  so  hat  X"  stetige 
DiflFerentialquotienten  jeder  Ordnung. 

Da  nun  die  nämliche  Betrachtung  auf  die  Functionen  F,  Z 
anwendbar  ist,  so  haben  wir  den  Satz: 

3.  Die  Componenten  X,  Y,  Z  haben  in  einem  Raum- 
theile,  in  dem  die  Dichtigkeit  g  stetig  und  diffe- 
rentiirbar  ist,  in  jeder  Richtung  l  stetige  Derivirte. 


§.  104. 
Bestimmung  von  ^  V  und  der  Unstetigkeiten  von   F. 

Von   Wichtigkeit  ist   nun,    wenn   V  ein   Potential   ist,    die 
Kenntniss   von   J  V  und   der  Unstetigkeiten   von  V  und   seiner 


§.  104. 


Bestinimnng  von  J  V. 
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Derivirten   an  den   Flächen  6.     Wenn  die  Function  V  in  dem 
Punkte  p  mit  den  Goordinaten  x^  y,  g  durch  das  Integral 


(1) 


Vp  = 


gdt 


+ 


sdö 


'•        1 

8 


+ 


ov 


dö 


definirt  wird,  so  können  wir,   wenn  p  ein  äusserer  Punkt  ist, 
unter  den  Integralzeichen  differentiiren,  und  wir  erhalten 


^Fp  = 


1 


Q^  —  r/r  + 
r  ' 


6z^       d<5  4- 
r 


d^ 


1 


ÖV 


d<y. 


und  da  -^  —  =  0  ist,  so  folgt  für  einen  äusseren  Punkt 


JVp  =  0. 


(2) 

Ist  aber  p  ein  innerer  Punkt,  so  schneiden  wir  durch  eine 
beliebige  geschlossene  Fläche  aus  dem  Räume  r  einen  Tb  eil  r^ 
heraus,  der  den  Punkt  p  und,  möglicher  Weise,  auch  einen  Theil 
ö»  der  Fläche  ö  enthält.  Den  übrigen  Theil  des  Raumes  r  be- 
zeichnen wir  mit  r*.  Entsprechend  den  beiden  Räumen  r^  und  r* 
zerfallt  Vp  in  zwei  Theile 

(3)  F,  =  F»  +  F* 

und  wenn  wir  durch  die  Bezeichnung  dro,  dö^  andeuten,  dass 
sich  die  Integration  auf  t^  und  6^  erstrecken  soll,  so  ist 


w 


r  p    — 


pdro 


/» 


adö^ 
r 


c 


V 


cv 


d6\ 


Hierin  kann  p  jeden  beliebigen  Punkt  des  unendlichen  Raumes 
bedeuten.  Entsprechend  wird  der  zweite  Bestandtheil  von  Yp 
definirt: 

tm  .&  ^ 

sd(S*     . 


(5 


r  p    — 


pdr* 


c 


dv 


dö*. 


Da  der  Punkt  p  im  Inneren  von  r^  liegt,  so  ist  er  für  den 
Raum  r*  ein  äusserer  Punkt,  und  die  Function  V^  genügt  daher 
im  Baume  t^  der  Differentialgleichung 

(6) 


j  r*,  =  0. 
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Aus  demselben  Grande  ist  V*  im  Inneren  von  t"  stetig,  und 
wir  haben  daher  an  der  Fläche  tfo 


(7 


\dv)  ""  \dv)  -  "' 
(F*)+  —  (V*)-  =  0. 


Wenn  wir  nun  auf  die  Function  F*  die  Formel  §.  99  (4) 
anwenden,  so  ergiebt  sich 

dt»        fr/gF»\+      /8Fo\-1  dö« 


«F»  =  -| 


JV" 


\m-m] 


/• 


+ 


1 
[(ro)+_(Fo)-]-^-^^-d<j», 


wofür  man  mit  Rücksicht  auf  (6)  und  (7)  auch  setzen  kann 

(8,     ,.r.  =  -|.r^^--|[(|ry-0Z)-]^r 


+ 


d 


1 


(F+—  V-)  -.-  -  dö«, 


und  wenn  man  aus  (8)  und  (4)   V^  eliminirt,  so  folgt 

")  f'-'+-')^+([(sy-(i-:)"+-'] 


r 


1 


'+ 


(K-^  —   K~  —  43riy) 


c 


C  V 


dö^  =  0, 


und  diese  f'ormel  gilt  für  jeden  Punkt  p  im  Inneren  von  t<^, 
und  sie  gilt  andererseits  für  jeden  beliebigen,  aus  r  heraus- 
geschnittenen Raumtheil  t^.  Nehmen  wir  zunächst  den  Raum- 
theil  t^  so,  dass  er  die  Fläche  ö  ausschliesst,  so  fallen  in  (9) 
die  Integrale  in  Bezug  auf  dö^  weg,  und  es  folgt,  dass  in 
jedem  Rauratheile  ausserhalb  dieser  Flächen  die  Differential- 
gleichung 

(10)  ^V=    —    ^7tQ 

befriedigt  sein  muss,  da,  wenn  ^  V -{-  ^n q  in  irgend  einem 
Raumtheile  nur  positiv  oder  nur  negativ  wäre,  die  Bedingung  (9) 
für  diesen  Raumtheil  nicht  befriedigt  sein  könnte. 
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Ebenso  scbliesst  man,  dass  in  jedem  Tbeile  6^  der 
Fläche  6 

('■'  [(i-:;-(iir+-]7-<''*-'---')^= » 

sein  muss.  Es  ist  nun  daran  zu  erinnern,  dass  r  die  Ent- 
fernung zweier  Punkte  p,  q  (mit  den  Coordinaten  Xy  y^  e  und 
a,  6,  c)  ist,  dass  in  (11)  q  ein  Punkt  „.     .^ 

der  Fläcbe  6^  und  p    ein    beliebiger 
Punkt  in  dem  die  Fläche  6^  umgeben- 
den Räume  r®  ist. 
Es  ist  aber 

gl 

r 1  8  r cos  (r,  v) 

und  folglich  nach  (11): 

_|-  (F+  __  7-  —  4;riy)  cos(r,  v)  =  0. 

Lässt  man  p  auf  der  VerbindUiUgslinie  (p,  g)  fortrücken,  so 
ändert  sich  r,  nicht  aber  cos(r,  v).  Es  ist  also  (12)  nur  be- 
friedigt, wenn  in  jedem  Flächentheile  <Jo 

(14)  F^  -  F"  =  4;ri?, 

und  hierin  können  9,  6,  ly  beliebig  gegebene  Functionen  sein. 

Die  Gleichung  (10)  wird  die  Differentialgleichung  von 
Laplace  genannt. 


Zwölfter  Abschnitt. 

Beispiele  zum  Potential. 


§  105. 
Das  Problem  des  Potentials  gegebener  Massen. 

Wir  haben  in  §.  97,  2.  nachgewiesen,  dass  eine  Function  V 
im  ganzen  unendlichen  Raum  eindeutig  bestimmt  Ist  durch  fol- 
gende Bedingungen: 

1.  Es  ist  überall  ^F=  —  43r(>,  wenn  q  eine  gegebene 
stetige  oder  unstetige  Function  des  Ortes  ist 

2.  An  gewissen  gegebenen  Flächen  6  ist  V  in  der  Weise 
unstetig,  dass 

wenn  s  und  ij  an  den  Flächen  ö  gegebene  Functionen 
sind  und  v  die  Normale  der  Fläche  6  in  einem  beliebig 
angenommenen  Sinne  positiv  gerechnet,  bedeutet. 

3.  Abgesehen  von  den  Flächen  ö  ist  V  überall  stetig  und 
hat  stetige  Derivirte. 

4.  Ist  li  die  Entfernung  des  variablen  Punktes,  auf  den 
sich  V  bezieht,  von  einem  festen  Punkte  (dem  Coordi- 
natenanfangspunkte  z.  B.),  so  ist  für  JB  =  oo 

F  =  0,      R^^     endlich, 

öl 

wenn  dV/dJ  die  Derivirte  von  V  in  einer  beliebigen 
Richtung  /  bedeutet. 
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£8  handelt  sich  also  bei  der  Bestimmung  von  V  um  die 
Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung,  für 
deren  Lösung  gewisse  Stetigkeitsbedingungen  vorgeschrieben  sind. 

Die  Integration  dieser  Differentialgleichung  ist  aber  durch 
die  Formel  §.  99  (8)  allgemein  und  vollständig  geleistet  und  es 
kann  sich  daher  bei  der  Behandlung  von  besonderen  Fällen  nur 
noch  darum  handeln,  die  in  jener  Formel  vorkommenden  drei- 
und  zweifachen  Integrale  zu  vereinfachen.  Dazu  führt  bisweilen, 
einfacher  als  die  Umformung  der  Integrale,  eine  directe  Inte- 
gration der  Differentialgleichung  auf  einem  anderen  Wege. 

Wir  geben  hierfür  einige  Beispiele. 


§.  106. 
Potential  einer  homogenen  Kugel. 

Wir  nehmen  an,  dass  keine  Unstetigkeitsflächen  6  im  Felde 
enthalten  seien,  und  dass  die  räumliche  Dichtigkeit,  q  nur  eine 
Function  der  Entfernung  r  vom  Coordinatenanfangspunkt  sei, 
dass  also  die  Masse  in  concentrischen  homogenen  Kugelschichten 
vertheilt  seL 

Es  folgt  dann  aus  den  Symmetrieverhältnissen,  dass  auch 
F  nur  eine  Function  von  r  sein  kann. 

Wenn  wir  daher  den  Ausdruck  JV  nach  §.  42  (11)  auf 
Polarcoordinaten  transformiren ,  so  ergiebt  sich  für  V  die  Diffe- 
rentialgleichung 

Hieraus  folgt  durch  einmalige  Integration,  wobei  die  Inte- 
grationsconstante  dadurch  bestimmt  wird,  dass  d(rV)/dr  nach  4. 
für  ein  unendliches  r  verschwinden  muss 

d^^       A    T       ^ 
— - —  =  4ä     rgdr 

dr  J     ^ 

r 

und  durch  nochmalige  Integration,  da  r  F  für  r  ==  0  verschwinden 
muss 

(2)  r=^jdr|rprfr 

0  r 
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Dieser  Ausdruck  lässt  sich  durch  partielle  Integration  um- 
formen.   Es  ist  nämlich 

d  (r  I  rgdrj  =  dr  I  rgdr  —  r^gdr 

r  r 

und  daraus  ergiebt  sich  durch  Integration  von  0  bis  r 


**  00  00 


I  dr  I  VQdr  =  r  1  rQdr  -|-  I  r^gdr^ 


also 


00  r 

(3)  V=  4n  frpdr  +  —  ir^gdr. 

r  0 

Nun  ist  ^nr^gdr  die  Masse  dm  einer  unendlich  dünnen 
Kugelschale  vom  Radius  r,  von  der  Dicke  dr  und  der  Dichtigkeit 
g  und  wenn  wir  also  mit  m  die  Masse  der  ganzen  Kugel  mit 
dem  Radius  r  bezeichnen,  so  ist 


r 

n  I  r^gd 


r  =  m. 


Es  wird  also 


(4)  ^=7  +  j 


dfn 
r 


Dieser  Formel  können  wir  folgenden  Ausdruck  geben.  Nennen 
wir  kurz  innere  Massen  die,  die  dem  Mittelpunkte  näher  sind 
als  p,  äussere  die,  die  weiter  entfernt  sind,  so  können  wir  sagen: 

Das  Potential  einer  concentrischen  Massen- 
vertheilung,  bezogen  auf  einen  Punkt  |),  ist 
gleich  dem  Potential  der  im  Mittelpunkte  ver- 
einigten inneren  Massen,  vermehrt  um  'das 
Potential  der  äusseren  Massen  im  Mittel- 
punkte. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  g  constant  im  Inneren  ^iner  Kugel 
vom  Radius  c,  und  p  =  0  ausserhalb  dieser  Kugel,  so  ergiebt 
uns  die  Formel  (3)  für  einen  inneren  Punkt,  weil  darin  die  erste 
Integration  jetzt  nur  bis  c  auszudehnen  ist 
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(5)  Vi  =  23rp  (c2  —  r2)  4-  -^  gr^  =  2nc^Q  —  -^  pr^. 

Für  einen  äusseren  Punkt  fällt  das  erste  Integral  in  (3) 
ganz  weg  und  das  zweite  erhält  die  constante  obere  Grenze  c. 
Folglich  ergiebt  sich  für  einen  äusseren  Punkt 

(6)  ^•'  =  T^T 

Man  sieht,  dass  für  r  =  c  beide  Ausdrücke  denselben  Werth 
-^  Qrn^  erhalten.  « 

Die  Ableitungen  nach  r  sind 

dVj  _  _  43r  dVa  _       ^n      c^ 

dr  ~        3    ^^'         dV  ~       T^  r^' 

und  geben  für  r  =  c  den  übereinstimmenden  Werth  —  -^Q^c. 

Die  zweiten  Ableitungen  aber  geben  für  r  =  c  verschiedene 
Werthe.  Wenn  man  V  als  Ordinate  zu  der  Abscisse  r  aufträgt, 
80  erhält  man  als  Bild  dieser  Function  V  eine  Curve,  die  sich 
aus  einem  Parabelbogen  von  r  =  0  bis  r  =  c  und  einem 
hyperbelartigen  Curvenstück  dritter  Ordnung  von  r  =  c  bis 
f  =  OD  zusammensetzt,  und  beide  Curvenstücke  haben  in  dem 
Punkte  r  =  c  dieselbe  Tangente  (Fig.  46). 

Wenn  der  massenerfüllte  Raum  eine  von  zwei  concentrischen 
Kugeln  begrenzte  homogene  Schale  ist,  so  haben  wir  dreierlei  Räume 
zu  unterscheiden,  1.  den  Hohlraum  ^ia,  46. 

im  Inneren  der  Schale,  2.  den 
schalenförmigen  Raum,  3.  den 
äusseren  Raum.  Wir  wollen  das 
Potential  für  diese  drei  Räume 
mit  F„  Fj,  Fj  bezeichnen,  und 
mit  Ci,  c,  die  Radien  der  inneren  und  der  äusseren  Kugel. 

Man  erhält  die  gesuchten  Potentiale,  wenn  man  die  nach 
(5)  und  (6)  für  die  beiden  Kugeln  gebildeten  Ausdrücke  von 
einander  subtrahirt,  und  dabei  beachtet,  dass  der  Hohlraum  für 
beide  Kugeln  ein  innerer,  die  Schale  für  die  eine  Kugel  ein 
innerer,  für  die  andere  ein  äusserer,  und  endlich  der  Raum 
ausserhalb  der  Schale  für  beide  Kugeln  ein  äusserer  ist.  So 
findet  man 
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(7)  r,  =  2.,.,^-^r^_i|^^\ 

_^JtQ   Cl  —  Cl 

^3  -  "3  ^—  • 

Wenn  wir  hierin  c^  —  c^  unendlich  klein  werden  lassen  und 
p  (ca  —  Cj)  =  £  setzen,  so  ergeben  uns  Fj,  F,  die  Potentiale 
einer  Flächenbelegung  auf  der  Kugel.  F^  bezieht  sich  auf  den 
Innenraum  und  F,  auf  den  Aussenraum.  Man  erhält,  wenn 
man  dann  Ci  ==  C2  =  c  setzt 

Vi  =  4jrc£, 

•^  r 

Für  r  =  c  stimmen  beide  Ausdrücke  überein,  dagegen  haben 
die  DifiPerentialquotienten 

^  ^  dr  '        dr  r^ 

die  Differenz  —  43r£. 

Hieraus  können  wir  endlich  noch  das  Potential  einer  kugel- 
förmigen Doppelschicht  ableiten. 

Wir  denken  uns  also  wieder  zwei  Kugelflächen  mit  den 
Radien  Ci,  Cs,  auf  denen  gleiche  und  entgegengesetzte  Massen 
flächenartig  ausgebreitet  sind.  Die  Dichtigkeiten  müssen  also 
im  umgekehrten  Verhältniss  der  Flächen,  oder  was  dasselbe  ist, 
der  Quadrate  der  Radien  stehen.  Ist  also  die  Dichtigkeit  auf 
der  ersten  Kugel  —  £,  so  ist  sie  auf  der  zweiten  ec^/e^.  Wir 
erhalten  also  das  Potential  nach  (8) 

V  _        4^£Ci(ca  —  Cl)       Y  —  c\ 
r  1  — ,      r  3  —  u 

und  wenn  also  nun  Ci  =  c^  =  c  und  6{c^  —  cj  =  iy  wird: 

Fl  =  —  4t7tri,         Fs  =  0. 

Es  ist  also  der  Unterschied  V^  —  Fj  =  4äi^,  wie  es  sein 
muss.  Fl  und  Fs  sind  hier  constant  und  folglich  ihre  Ableitungen 
überall  =  0. 
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;s 


§.  107. 
Potential  eines  Ellipsoids. 

Das  dreifache  Integral,  durch  welches  das  Potential  eines 
mit  homogener  Masse  erfüllten  Ellipsoids  ausgedrückt  ist,  lässt 
sich  auf  ein  einfaches  elliptisches  Integral  zurückführen.  Es 
giebt  eine  grosse  Zahl  von  Lösungen  dieses  sowohl  durch  seine 
mathematischen  Schwierigkeiten,  als  durch  seine  mannigfachen 
Anwendungen  berühmten  Problems i).  Diriohlet  hat  zuerst 
darauf  hingewiesen,  dass  man  auf  sehr  einfache  Weise  zwar 
nicht  zu  einer  Ableitung,  wohl  aber  zu  einem  vollständigen  Be- 
weis des  Resultates  gelangen  kann,  wenn  man  an  dem  bekannten 
Ausdruck  die  charakteristischen  Eigenschaften  des  Potentials 
(§.  105)  nachweist.  Diesen  Weg  wollen  wir  hier,  als  den  kür- 
zesten, einschlagen. 

Es  seien  a,  i,  c  die  Halbaxen  des  Ellipsoids,  und 

seine  auf  die  Hauptazen  bezogene  Gleichung.     Wir  betrachten 
daneben  noch  die  durch  die  Gleichung 

(2\  -^i-  4-  -1—  4-  _?'—  -  1 

dargestellte  Flächenschaar,  die,  wenn  k  durch  positive  Werthe  von 
0  bis  00  geht,  eine  Schaar  die  gegebene  Fläche  umschliessender 
confocaler  Ellipsoide  darstellt.    Ist  X  negativ,  so  stellt  (2)  ent- 
weder ein  inneres  EUipsoid  oder  ein  Hyperboloid  dar.  Betrachten 
wir  den  Punkt  p  mit  den  Coordinaten  a:,  t/,  ^  als  gegeben,  so  ist 
(2)  eine  cubische  Gleichung  für  A,  und  diese  hat  dann  und  nur 
dann  eine  positive  Wurzel,  wenn  x^  y,  js  ein  äusserer  Punkt 
zu  der  Fläche  (1)  ist.    Diese    positive  Wurzel,  die  wir  hinfort 
unter  k  verstehen  wollen,  ist  dann  vermöge   (2)  eine  Function 
▼on  rc,  y,  e.    Wenn  der  Punkt  p  auf  die  gegebene  Fläche  rückt, 
80  geht  k  in  Null  über. 


^)  Die  wichtigsten  Abhandlungen  über  diesen  Gegenstand  sind  in 
Ostwald's  „Classikem  der  exacten  Wissenschaften",  Nr.  19,  zusammen- 
gestellt. 
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Wir  beweisen  nun,  dass,  wenn  q  die  constante  Dichtigkeit 
im  Inneren  des  Ellipsoids  bedeutet,  die  Function 


(3) 


^  ^/  x^ y^ js^ \ds 


für  einen  inneren  Punkt, 


/^x       ir  f/i  ^*  y^  ^^    \  ^s 

(4)       F„=«,j(l-^^-p-^-g^^-^^.-)^ 

für  einen  äusseren  Punkt,  wenn  D  die  Bedeutung  hat 


(5) 


^=|/('  +  ^)('  +  f)('  +  f) 


den  charakteristischen  Bedingungen  §.  105,  1^  2.,  3.,  4.  genügt 
Um  dies  nachzuweisen,  bilden  wir  zunächst  die  Ableitung  nach  x: 


dVi 


00 


c.       (     X      ds 
(6) 

dx 


^        f     X       ds 


wobei  zu  bemerken  ist,  dass  Va  auch  in  Bezug  auf  die  untere 
Grenze  k  differentiirt  werden  muss,  dass  aber  das  hiervon  her- 
rührende Glied  wegen  der  Gleichung  (2)  wegfallt.  Wenn  der 
Punkt  p  an  die  Oberfläche  rückt,  so  wird  A  =  0  und  es  wird 
Va  =  Vi  und  8  Va/cx  =  d  Vi/dx.  Ebenso  sind  an  allen  anderen 
Stellen  V  und  dV/dx  stetige  Functionen  von  p.  Demnach  genügt 
unsere  Annahme  den  Bedingungen  3. 

Ist  a  die   kleinste,  b  die  grösste  unter  den  Halbaxen  des 
Ellipsoids,  und 

r»  =  ^2  -f-  2/3  +  ^2, 

so  ist  nach  (2) 

(7)  a2  +  A  <  r2  <  Ja  4-  A, 

und  folglicii  wird  A  mit  r  zugleich  unendlich;  ausserdem  ist 


abc 


und  wenn  s  :>  A  ist 
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X^                t/2  z^ 

0  <  1 A T^^ Ar—  <  1- 

Daraus  folgt 

Tr    ^  r    f        ds  2 nahe 

und  da  .er  dem  absoluten  Werthe  nach  kleiner  als  r  ist,  so  ist 
dem  absoluten  Werthe  nach 

dx  ^  1^9'^  +  ^f*        3    V(aa  +  iL)» 

und  mit  Rücksicht  auf  (7) 

was  für  ;i  =  00  endlich  bleibt    Da  man  hierin  x  mit  y  und  mit 
z  vertauschen  kann,  so  ist  auch  die  Bedingung  4  befriedigt,  und 
weil  hier  keine  Flächen  6  vorhanden  sind,  so  bleibt  nur  noch 
die  Differentialgleichung  in  1.,  §.  105,  nachzuweisen. 
Zu  diesem  Zwecke  bilden  wir  aus  (6) 

woraus 

0 

Eis  ist  aber 

diog^_i,/^_    ^_       i_Y 

also 

(10)  ^r<  =  -4;r9[-^  =-4«p. 

1 

Für  einen  äusseren  Punkt  erhalten  wir,  wenn  wir  den  Werth 
von  D  für  s  =  A  mit  Di  bezeichnen: 

/m        ?iZ2  — _Q        r_    Jil__    j 2:^9^     aA 

^^^  öa:2   —        ^^9  I  (^a_|_5)/>-r(a2^A)A  e^ 

und   daraus,  wenn  man  die  entsprechenden   Ausdrücke  für  die 
Differentiation  nach  y  und  z  bildet: 

Biemftnn-Weber,  PftrÜelle  Differentialgleichungen.  27 


V 
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^  F„  =  -  2^9  I  ^*  (^  +  jV^i  +  c4-l) 

darin  lässt  sich  das  Integral  mit  Hülfe  der  Formel  (9)  ausführen, 
und  man  erhält: 

Andererseits  ergiebt  sich  durch  Differentiation  der  die  Func- 
tion X  definirenden  Gleichung  (2): 

2a;     _  r       x^ y^        .         z^      Ijk        x 

(u\   2 »_  _  r_  ^.^ u  _  ^"^ 1  _  -^i.  1  ^ 

^     ^   62  +  A  ~  L(a^ H-'L)^       (^'  +  ^)^  "^  (c2  +  Xy\  dy    6»  +  A 

ca  -f  A  ""  L(a^  +  A)a  +  (624-^)2    '    (c2  + A)2j  i)^  |  c«  -(-  A' 

woraus,   wenn  man  mit  den  rechts  stehenden  Factoren   multi- 
plicirt,  addirt,  und  einen  gemeinschaftlichen  Factor  abwirft: 

n±\  _  ^      ^  _L       y_  ^  _J ^^_  ^  —  2 

^  ^  a2_^i  '()x~^  b^  +  Xdy~^  c^^kcz  ~ 

und  hiernach  erhält  man  aus  (12) 

(15)  J  Va  =  0. 

Damit  ist  nachgewiesen,  dass  die  durch  (3)  und  (4)  gegebene 
Function  Fi  und  F«  die  charakteristischen  Eigenschaften  des 
Potentials  hat,  und  dass  sie  also  das  Potential  eines  homogenen 
dreiaxigen  EUipsoides  wirklich  darstellt. 

§.  108. 
EUipsoidische  Schale. 

Nachdem  das  Potential  eines  homogenen  EUipsoides  gefunden 
ist,  können  wir  leicht  das  Potential  einer  von  zwei  EUipsoiden 
begrenzten  Schale  berechnen.  Mau  hat  nur  das  Potential  des 
inneren  EUipsoides  von  dem  des  äusseren  abzuziehen. 

Wir  betrachten  hier  den  besonderen  Fall,  dass  die  beiden 
Ellipsoide  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  sind,  und  es  mögen^ 
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wenn  a^,  6^  c>  die  Quadrate  der  Halbaxen  des  inneren  Ellipsoides 
sind,  die  des  äusseren  mit 

a^  =  a^(l^S),  6,3  =  62(1  +  5),  e/ =  c^l  +  «) 
bezeichnet  sein.  Lassen  wir  dann  d  unendlich  klein  werden,  so 
erhalten  wir  eine  Flächenbelegung,  die  aber  nicht  über  die 
ganze  Oberfläche  constant,  sondern  mit  dem  unendlich  kleinen 
Normalabstand  der  beiden  Flächen  proportional  ist.  Wir  be- 
zeichnen, wie  bei  der  Kugelschale,  mit  Vi  das  Potential  für 
einen  Punkt  im  Hohlraum,  mit  V^  für  einen  Punkt  zwischen 
beiden  Flächen,  und  mit  Fj  für  einen  äusseren  Punkt.  Wir 
wollen  nur  V^  und  F3  genauer  betrachten,  da  die  Punkte  der 
Schale  selbst  für  den  Grenzfall  ohne  Interesse  sind.  Wird  das 
Potential  für  das  innere  EUipsoid  mit  F,  für  das  äussere  mit 
V  bezeichnet,  so  ist 

(4)  ri  =  ri-  n      r,=  r:-  f«. 

Wir  haben  nun  nach  §.  107  (3) 

r,= 

s^ y^ z^  \ds 

aa(l  +  d)  +  s       6^^r+'ö)+s       c2(l+*)  +  s/-D" 
0 

wenn  ly  aus  D  hervorgeht  durch  die  Vertauschung  von  a,  6,  c 

mit  Ol,  61,  Ci.    Wenn  man  darin  s  =  (1  -j-  d)  s'  setzt,  und  dann 

den  Accent  bei  s'  wieder  weglässt,  so  kommt 

0 
und  folglich 

(6)  r,  =  nQs{^, 

woraus  das  merkwürdige  Resultat  folgt,  dass  das  Potential 
Fj  von  ar,  y,  ß  unabhängig  ist. 

Um  Fg  zu  bilden,  haben  wir  die  Formel  §.  107  (4)  anzu- 
wenden. In  dem  Ausdruck  für  F„'  ist  die  untere  Grenze  A'  die 
positive  Wurzel  der  Gleichung 

aa(l  -f  tf)  +  A'  "^  62(1  4.  S)  +  A'  "^  c^(l  +  Ö)  +  A' 
und  wenn  wir  also  hier  auch  s  =  (1  -(-  ^)  s'  setzen,   so  wird 
für  s'  die  untere  Grenze  A"  =  A7(l  +  *)>  ^^^  ^"  i»^  ^^^  posi- 

17* 
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tive  Wurzel  der  Gleichung 

a;a    _    ,         y»         ,         z^       _  i    i    a 


a2  -f  A"    '    fca  _^  A"    '    c»  4-  A 
Es  ist  dann 


in  f/.    I  jt         ^^  y^  '^    \  ^^ 

X" 


und  folglich 
(7)         ^'.  = 


i 


f  /  a;»  y«  «« \  ds 


+ 


Wir  lassen  jetzt,  um  zur  Fläcbenbelegung  überzugehen,  i 
unendlich  klein  und  q  unendlich  gross  werden,  jedoch  so,  dass 
q8  einen  endlichen  Werth  behält.    Dann  wird  in  dem  Ausdruck 

(7)  der  erste  Theil  unendlich  klein,  weil  nicht  nur  die  beiden 
Grenzen  zusammenfallen,  sondern  auch  noch  der  Differential- 
quotient nach  A"  für  Ä  =  0  verschwindet  [wegen  der  Gleichung 
§.  107  (2)]  und  es  ergiebt  sich 

(8)  V,  =  nQ6\^, 

während  der  Ausdruck  (6)  für  Vi  auch  für  den  Fall  eines  ver- 
schwindenden 8  noch  gilt.  Man  sieht,  dass  die  Functionen  F^ 
und   F3  an  der  Oberfläche  stetig  in  einander  übergehen. 

Die  Flächen dichtigkeit  £  können  wir  entweder  in  der  oben 
angedeuteten  Weise  geometrisch  bestimmen,  oder  auch  nach  der 
Formel  §.  104  (13) 

Ziehen  wir  durch  die  Fläche  des  Ellipsoides  im  Punkte 
x^  t/,  z  eine  Normale  v,  nach  aussen  positiv,  so  ist  F~  =  Fj, 
also  constant  und  {cVjdvY^z  0.     Ferner  F"^=  Fj    und  daher 


«r, 


=  —  ^ne. 


dv 

Bilden   wir  diesen   Ausdruck  nach   der  Formel  (8),  in   der 
nach  der  Differentiation  A  =  0,  also  D  =  l  zu  setzen  ist,  weil 


§.  loa  Ellipsoidische  Schale.  261 

der  Differentialquotient  für  einen  Punkt  der  Oberfläche  zu  nehmen 
ist,  so  folgt: 

(9)      «  =  ^  [^  cos  (v,  ^)  +  g^  cos (v,  »)  +  ^  cos  (t/,  z)^. 

Es  ist  aber  nach  bekannten  Formeln  der  analytischen  Geo- 
metrie 

cos(t/,x)  =  ^.     cos(t/,y)  =  J^,     cos(i;,ir)  =  ^, 
worin  zur  Abkürzung  

gesetzt  ist,  und  es  ist  daher  nach  §.  107  (14) 

^  C08(V,  ^)  +  g^  COS  (V,  y)  +  —  C08(l.,  z)  =  -, 

und  die  Flächendichtigkeit  nach  (9) 

<")  ' = '4- 

In  den  Scheiteln  des  EUipsoides  wird  z.  B.  die  Dichtigkeit 

od  od  od 

Der  Werth  von  gö  lässt  sich  einfach  durch  die  gesammte 
in  der  ellipsoidischen  Schale  enthaltene  Masse  m  darstellen.  Es 
ist  nämlich  die  Masse  des  inneren  EUipsoides 

43r     , 
-y  aocQ 

und  die  des  äusseren 

^  abcQ  VIT*'  =  ^  «ftce  (i  +  I  0 

für  ein  unendlich  kleines  ö.    Folglich  ist  die  Masse  der  Schale 

m  =  27cabcQd 
und  daraus 

m 
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Kugelfunotionen. 


§.  109. 
Die  Green'sche  Function  für  eine  Kugel. 

Wir  haben  in  §.  97  eine  Green'sche  Function  G  als  eine 
Function  von  zwei  Punkten  j?,  g  im  Inneren  eines  begrenzten 
Raumes  r  definirt,  die,  als  Function  von  q  betrachtet,  innerhalb 
r  der  Differentialgleichung 

(1)  z/G  =  0 

genügt,  und  an  der  Oberfläche  0  des  Raumes  r  verschwindet; 
ausserdem  sollte  die  Function  G  -f-  l/(pg),  wenn  (pg)  die  Ent- 


Fig.  47. 


fernung  der  beiden  Punkte  jp 
und  q  ist,  nebst  ihren  Ablei- 
tungen in  r  stetig  sein. 

Wenn  die  Green'sche  Func- 
tion bekannt  war,  so  konnten 
wir,  wie  wir  gesehen  haben,  die 
Diöerentialgleichung  z/F  =  0 
für  den  Raum  r  unter  der  Vor- 
aussetzung lösen,  dass  die  Func- 
tion V  an  der  Oberfläche  0  von 
r  beliebig  gegeben  war.  Wir 
wollen  nun  die  Function  G  für  den  Fall  bestimmen,  dass  der 
Raum  r  durch  eine  Kugelfläche  mit  dem  Radius  c  begrenzt  ist. 
Dazu  führt  eine  sehr  einfache  elementar -geometrische  Be- 
trachtung, wenn  wir  uns  daran  erinnern,  dass  nach  §.  96  der 
reciproke  Werth  irgend  zweier  Punkte  als  Function  des  einen 
von  ihnen  immer  der  Differentialgleichung  zi  F  =  0  genügt. 


§•  110.  Bestimmung  eines  Potentials  in  einer  Kugel.  263 

Es  sei  p  ein  Punkt  innerhalb  der  Kugel,  im  Abstand  r  vom 
Kugelmittelpunkt.  Zu  jedem  Punkte  p  kann  man  einen  be- 
stimmten zugehörigen  äusseren  Punkt  p*  finden,  der  auf  dem- 
selben Radius  in  der  Entfernung  r'  vom  Mittelpunkte  liegt,  und  so, 
dass  c  die  mittlere  Proportionale  zwischen  r  und  r'  ist,  dass  also 
(2)  rr'  z=  c». 

Dieser  Punkt  j?'  heisst  der  harmonische  Pol  von  p.  Man 
kann  ihn  leicht  aus  dem  Satze  construiren,  dass  p  in  der  Ebene 
des  Kreises  liegt,  in  dem  der  von  p*  auslaufende  Tangenten- 
kegel die  Kugel  berührt.  Der  Punkt  q  möge  auf  einem  Radius, 
der  mit  r  den  Winkel  y  bildet,  in  der  Entfernung  q  vom  Mittel- 
punkte liegen.  Rückt  der  Punkt  q  auf  demselben  Radius  fort- 
schreitend auf  die  Kugelfläche  nach  goi  so  werden  die  beiden 
Dreiecke  {oq^p)  und  ipp' q^)]  einander  ähnlich;  denn  sie  haben 
denselben  Winkel  7,  und^es  ist  wegen  (2) 

{op):  (oqo)  =  {oqo):  {pp'). 
Hieraus  folgt  also  auch 

(p'So)  :  (pgo)  =  (ögo)  •  {op)  =  c:r, 
also 

Wenn  q  variabel  ist,  und  p  und  folglich  auch  p'  fest,  so  bleibt 
r  angeändert,  und  wenn  wir  daher 

(4)  G  =  ^      '  ' 


r  (p'q)      (pq) 

setzen,  so  bleibt  diese  Function,  da  p'  ein  äusserer,  q  ein  innerer 
Punkt  ist,  im  Inneren  der  Kugel  mit  Ausnahme  des  Punktes  p 
endlich  und  stetig,  und  sie  hat  wegen  (3)  alle  charakteristischen 
Eigenschaften  der  Green'schen  Function. 

Derselbe  Ausdruck  giebt  uns  auch  die  Green'sche  Function 
für  den  Aussenraum  der  Kugel,  wenn  p  und  q  äussere  Punkte 
sind  und  p^  im  Inneren  liegt. 

§.  110. 

Bestimmung  eines  Potentials  in  einer  Kugel  bei 
gegebenen  Oberflächenwerthen. 

Die  jetzt  bestimmte  Green'sche  Function  wenden  wir  nun 
zur  Lösung  der  Aufgabe  an,  eine  Function   V  zu  bestimmen,  die 
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im  Innern  der  Kugel  mit  ihren  Derivirten  stetig  ist  und  der 
Differentialgleichung  jd  V  =  0  genügt,  und  die  an  der  Oberfläche 
in  eine  dort  gegebene  Ortsfunction  O  übergeht.  Diese  Aufgabe 
\yird  jetzt  gelöst  durch  die  Formel  §.  97  (2),  in  der  wir  für  G 
die  Function  (4)  des  vorigen  Paragraphen  und  für  r  die  Ent- 
fernung der  Punkte  j>,  q  zu  setzen  haben.  Bezeichnen  wir  mit 
Q  den  Abstand  des  Punktes  q  vom  Kugelmittelpunkte,  so  fällt 
die  nach  innen  gerichtete  Normale  n  mit  der  Richtung  der  ab- 
nehmenden Q  zusammen,  und  die  angeführte  Formel  giebt 

(1)  43r  Fp  =  1  0  ::^  1"-  ^4-T  -  7-^1  do. 

^  ^  ^        }       CQ  Ir  {p'q)        {pq)j 

Darin  ist  do  ein  Oberflächen elemcnt  der  Kugel,  und  O  ist 
der  Werth  dieser  Function  in  einem  Punkte  dieses  Elementes. 
In  dem  nach  g  differentiirten  Ausdruck  ist  nach  der  Differen- 
tiation p  =  c  zu  setzen. 

Es  ist  aber,  wenn  der  Winkel  zwischen  r  und  q  mit  y  be- 
zeichnet wird, 

(i>  q)  =  Vr»  —  2rpcosy  +  p^ 

(!>' Q)  =  yV^— 2r'9Cosy  -f-  q^, 
und  folglich 


^  ^      dQlr  (p'q)         ipq)]        r 


cos  y  —  Q        r  cos  y  —  q 


(!>'  qY  (p  ay 

Gehen  wir  mit  diesem  Ausdruck  an  die  Oberfläche,  so  wird 
Q  =  c  und  (p'  q)  =  —  (p  q)  [§.  109  (3)],  so  dass  sich  für  den 

T 

Ausdruck  (3)  wegen  rr'  =  c^  ergiebt 

1       lya  -|        ^2 |>s 

-7 — ^  H:  (^'  <^os  y  —  c)  —  r  cos  y  +  c    ==  — ; -• 

(pqy  Ic^^  ^         ^  '^^    J        c{pq)^ 

Demnach  folgt  aus  (1) 
/.N  .17         f^  (c^  —  r^)do 

J        yc'i  —  2crco8y  +  r^' 

oder,  wenn  wir  zur  Vereinfachung  c  =  l  setzen: 

4.r.=  ia.  n-r^do_ 


(5)  4;rFp=      a>    , 

J        V  ^  ~  2rcosy  -\-  r^ 

Man  sieht  es  diesem  Ausdruck   nicht  auf  den  ersten  Blick 
an,  dass,  wenn  p  auf  seinem  Radius  in  den  Oberflächenpunkt  p^ 
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rückt^  Vp  den  Werth  ^o  annimmt,  den  O  in  dem  Punkte  Pq  hat 
Denn  es  hat  der  Ausdruck  den  für  r  =  1  verschwindenden  Fac- 
tor 1  —  r*,  während  andererseits  das  Integral  für  r  =  1  un- 
endlich wird. 

Um  diesen  Punkt  aufzuklären,  legen  wir  die  Axe  eines 
Polarcoordinatensystems  auf  der  Kugelfläche  durch  den  Punkt 
p,  so  dass  Po  der  Nordpol  wird.  Es  ist  dann  y  das  Gomplement 
der  geographischen  Breite,  und  wenn  t  die  geographische  Länge 

ist,  so  wird 

do  =  sinydyd^'. 


Der  Ausdruck  (5)  ergiebt  dann 

(6)  4« F,  =  (1  - r«)  {"dt  f  0   ,        ""y'^y         „ 
^^  '       ^  11       yi  — 2rco8y  +  r»' 

wir  setzen 

(7)  -LJ0d*  =  0, 

0 

80  dass  0  eine  Function  von  y  allein  ist,  die  das  arithmetische 
Mittel  der  Werthe  von  O  auf  einem  Parallelkreis  ist.-  Dann 
wird  (6) 

sinydy 


(8)  F,  _  _^-  J  -^=^== 


yi  —  2r  cos  y  -f-  r2 


3 


Um  den  Grenzwerth  dieses  Ausdrucks  für  r  =  1  zu  er- 
mitteln, nehmen  wir  einen  beliebigen  Winkel  rj  zwischen  0  und  n 
und  setzen 

(9)  V^^L^l  esiuydy 

^      J  V  1  —  2r  cosy  -}-  r«^ 


_,    1  —  r2  r  0 sinydy 

+  ~"2~~Jyr:z: 


2r  cosy  -(-  r* 


8» 


und  hier  verschwindet  nun  der  zweite  Theil  für  r  =  1 ,  weil  die 
Function  1  —  2  r  cos  y  -\-  r^  für  r  =  1  und  V  ^  V  ^  ^  nicht 
▼erschwindet.  Es  handelt  sich  daher  nur  noch  um  die  Bestim- 
mung des  Grenzwerthes  des  ersten  Theiles.  Ist  aber  0q  ein 
Mittelwerth  der  Function  0  in  dem  Intervall  0  ^  y  ^  iy,  so  ist 
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nach  dem  Mittelwerthsatz 

»j 

sinydy 


(10) 


J  Vi  —  2r  cosy  4-  r^*  J  Vi  — 


r  cosy  +  r2*  J  y  i  _  2r  cosy  +  r» 


und  es  ist  das  unbestimmte  Integral 

sinydy  1 


I 


yi  —  2rco8y  +  r«^  ^    V^~—  2  r  cos y  +  r2 ' 

setzen  wir  also  die  Grenzen  ein,  so  wird  das  Integral  (10) 

1  @   (     ^       __  1  \ 

r   "^  Vi  —  r        yi  — 2rcosi2  +  r2/ 

Wenn  wir  also  die  Glieder,  die  für  r  =  1  verschwinden,  weg- 
lassen, so  ergiebt  sich  aus  (9) 

was  für  r  =  1  in  ®o  übergeht.  Da  nun  aber  ly  beliebig  klein 
angenommen  werden  kann,  so  ist,  wenigstens  wenn  0  für  y  =  0 
als  stetig  vorausgesetzt  wird,  0^  nichts  anderes  als  der  Werth 
von  &  itti  Punkte  j)o»  und  aus  (7)  geht  hervor,  dass,  wenn  9 
im  Punkte  po  stetig  in  einen  bestimmten  Werth  ^o  übergeht, 
Oq  =  0Q  ist.  Das  war  die  Forderung,  der  die  Function  Vp  ge- 
nügen sollte.  Unsere  Analyse  giebt  uns  aber  noch  etwas  Weiteres: 
sie  zeigt,  dass,  wenn  die  Function  O  im  Punkte  p^  nicht  stetig 
in  einen  bestimmten  Werth  übergeht,  wenn  also  ihr  Grenzwerth 
abhängig  ist  von  der  Richtung,  in  der  man  in  den  Punkt  p^  hin- 
eingeht, dann  die  Function  Vp  auf  dem  nach  Pq  führenden  Radius 
in  den  Mittelwerth  aller  um  Pq  herum  stattfindenden 
Functionswerthe  O  übergeht. 


§.  111. 
Potential   im   Aussenraum   einer  Kugel. 

Man  kann  auf  demselben  Wege  die  Lösung  der  Gleichung 
z/F=0  finden  für  den  Aussenraum  einer  Kugel,  wenn  die 
Werthe  von  V  auf  der  Oberfläche  gegeben  sind,  und  noch  die 
Bedingung  hinzukommt,  dass  T  im  l.^nendlichen  verschwinden 
soll.    Man   gelangt   zur   Lösung   dieser  Aufgabe   aber  noch  ein- 
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facher  durch  Benutzung  eines  allgemeinen  Satzes,  der  auch  für 
manche  andere  Anwendungen  nützlich  ist,  und  der  sich  unmittel- 
bar aus  einer  besonderen  Form  der  Differentialgleichung 

z/F  =  0 

ableiten  lässt.  Wenn  wir  nämlich  den  Ausdruck  ^  V  nach  §.  42 
(11)  auf  Polarcoordinaten  r,  d-^  (p  transformiren  und 

(1)  frr=  ü,       logr  =  A 
setzen,  so  erhält  die  Gleichung  ^V  =  0  die  Form 

(2)  8^^        1    r^   I       1      ^'^°^^^      ,       1        d^ü_^ 
^^       8Aa         4         •    sinO«        d»  "^  sin^d-  8^»  "~    ' 

und  diese  Gleichung  bleibt  ungeändert,  wenn  A  in  —  A  oder, 
was  dasselbe  ist,  r  in  1/r  verwandelt  wird. 

Statt  1/r  kann  man  auch  c^/r  setzen,  wenn  c  eine  beliebige 
Gonstante  ist. 

Wenn   also 

(3)  r  =  F{r,  ^,  ^) 

eine  Lösung  der  Gleichung  z/ F  =  0  ist,  so  er- 
hält man  daraus   eine  zweite 

(4)  ^'  =  7  ^(7'*.  4 

und  wenn  die  erste  die serFunctionen  fürr  =  0 
endlich  bleibt,  so  wird  die  zweite  für  r  =  00 
verschwindend  klein. 

Wir  haben  oben  zwei  Punkte,  die  auf  demselben  Radius 
vector  liegen  und  vom  Nullpunkt  die  Abstände  r  und  c^lr  haben, 
harmonische  Pole  in  Bezug  auf  die  Kugel  mit  dem  Radius  c  ge- 
nannt Lässt  man  jeden  Punkt  seinem  harmonischen  Pole  ent- 
sprechen, so  erhält  man  eine  Abbildung  des  Raumes  auf  sich 
selbst,  bei  der  dem  Inneren  der  Kugel  das  Aeussere  entspricht 
und  umgekehrt.  Man  nennt  dies  die  Abbildung  durch  reci- 
proke  Radien.  Wendet  man  dies  Verfahren  auf  die  Formel  (4) 
des  vorigen  Paragraphen  an,  so  erhält  man  eine  Function 


(5)  4ÄcFp=f 


^  (r2  -  c2)  do 


IV2  _  2r6'Cosy  -f  c2^ 
worin    do    ein    Element    der    Kugelfläche    mit    dem    Radius    c. 
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r  der  Abstand  des  Punktes  vom  Eugelmittelpunkt,  y  der  Winkel 
zwischen  den  Radien vectoren  nach  p  und  nach  do  und  0  eine 
an  der  Eugelfläche  willkürlich  gegebene  Function  ist.  Diese  Func- 
tion r,  als  Function  von  p  betrachtet,  genügt  der  Differential- 
gleichung z/F=  0,  ist  im  ganzen  Aussenraum  der  Kugel  end- 
lich und  stetig  und  im  Unendlichen  verschwindend  klein  und 
nimmt  an  der  Oberfläche  der  Kugel  den  Werth  0  an,  wobei 
in  ünstetigkeitsstellen  der  Function  O  der  Grenzwerth  für  r  =  c 
nach  der  Vorschrift  des  letzten  Paragraphen  zu  definiren  ist 


§.  112. 
Die  einfachen  Kugelfunctionen. 

Wenn  man  die  Function  V  für  einen  inneren  Punkt,  die  in 
§.  HO  (5)  durch  ein  Integral  über  die  Kugeloberfläche  dar- 
gestellt ist,  in  eine  Reihe  nach  steigenden  Potenzen  von  r  ent- 
wickeln will,  ist  es  zunächst  erforderlich,  die  Grösse 

(1)  E  =  -,  ^ 

yi  —  2rco8y  +  r« 

nach  steigenden  Potenzen  von  r  zu  entwickeln,  was  gestattet  ist^ 
so  lange  r  <  1  ist  Wir  setzen  diese  Entwickelung  mit  un- 
bestimmten Coefficienten  in  der  Form  an: 

(2)  B  =P,-\-rP,+r^P,  +  ^.^ 


00 


Hierin  sind  die  Coefficienten  Pn  oder  P„(cosy)  ganze  ratio- 
nale Functionen  von  cosy,  auf  deren  Bildungsgesetz  wir  zurück- 
kommen. Sie  werden  Kugelfunctionen  und  zwar  Pw(cosy) 
die  Kugelfunction  n^^  Ordnung  genannt. 

Zum  Unterschiede  von  den  gleich  zu  erwähnenden  all- 
gemeinen Kugelfunctionen  heissen  sie  auch  einfache  Kugel- 
functionen. 

Um  hieraus  die  Entwickelung  von  V  selbst  zu  erhalten, 
bilden  wir  zunächst  aus  (1)  und  (2)  durch  Differentiation  nach  r: 

2  r  cos  y  —  2  r^  ^   ^         .,  ,         . 
'-                   3  =  ^  2>?r»Pn(cosy), 


y  1  —  2r  cos  y  -{-  r'^ 


n 
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und  daraus  durch  Addition  Yon  B 

^  ""  ""'  =  V  (2n  +  l)r-P„(co8y). 


3 

n  =  0 


y  1  —  2r  cosy  -f-  r» 
Hiernach  ergiebt  sich  nach  §.110  (5) 

(3)  4ä  Fp  =  ]^  (2n  +  l)r«  [  a>,Pn(co8y)do. 

n  =  0  •' 

Hierin  bedeutet,  um  daran  zu  erinnern,  r  den  Abstand  des 
Punktes  p  vom  Kugelmittelpunkte  o,  g  einen  Punkt  des  Ele- 
mentes do  der  Kugelfläche,  y  den  Winkel  (p  o  9)  und  Og  den 
Werth  der  Function  O  im  Punkte  g. 

Zur  Vereinfachung  des  Ausdrucks  wollen  Mrir  festsetzen,  dass 
in  einem  Punkte  g,  in  dem  O  unstetig  ist,  unter  O^  der  im 
§.  110  definirte  Mittelwerth  aller  um  q  stattfindenden  Werthe 
von  O  zu  verstehen  sei. 

Wenn  wir  den  Punkt  p  auf  dem  Radius  r  in  die  Kugel- 
fläche hineinrücken  lassen,  so  geht,  wie  wir  gesehen  haben,  die 
durch  §.110  (5)  definirte  Function  Vp  in  Op  über.  Machen  wir 
denselben  Grenzübergang  auf  der  rechten  Seite  von  (3),  so  folgt 

(4)  47C0p  =  ]S  (2n  +  1)  [  0,PnicosY)do. 

Die  Richtigkeit  dieser  Formel  würde  aus  dem  Abel' sehen 
Satze  (§.  25)  folgen,  wenn  die  Gonvergenz  der  Reihe  feststände. 
Diese  ist  unter  gewissen,  sehr  allgemeinen  Voraussetzungen  über 
die  Function  0  von  Dirichlet  bewiesen  *).  Für  die  Anwendung 
auf  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen  der 
mathematischen  Physik  genügt  aber  die  durch  die  Betrachtungen 
des  §.  110  bewiesene  Formel 

(5)  A7t0p  =  lim  V  (2n+  Ijr»»  { OqPn{cosy)do, 

wobei  es  auf  die  Gonvergenz   der  Reihe  an   der  Grenze  r  =  l 
nicht  weiter  ankommt. 


')  Diricblet's  Werke,  Bd.  L,  S.  283. 
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§.  113. 
Die  allgemeinen  Eugelfunctionen. 

Die  Coefficienten    der   Entwickelung  (4)    der  Function    V^ 
also  die  Functionen 

(1)  Y(n)  =  —^  j  O,  Pn  (COS  y)  do, 

heissen  die  allgemeinen  Kugelfunctionen.  Es  sind  Func- 
tionen der  Goordinaten  eines  Punktes  auf  der  Einheitskugel, 
nämlich  des  Punktes,  in  dem  der  Radius  r  diese  Eugelflächen 
triflft. 

Wenn  wir  der  Einfachheit  wegen  jetzt  den  Index  p  weg- 
lassen, so  ergiebt  sich  aus  §.  112  (3) 


(2)  F  =  ^  r"  i». 

» 

um  die  Bildung  von   F<">  deutlicher  zu  übersehen,  führen 

wir  Polarcoordinaten  mit  beliebigem  Fol  und  Anfangsmeridian 

Fig.  48.       ein.   Ist  d  der  Polabstand  und  q>  die  geographische 

Länge,  so  seien  r^q>^%'  die  Polarcoordinaten  des 

Punktes  p  und   1,  9',  -ö^  die  von  q.     Nach  einer 

Formel  der  sphärischen  Trigonometrie  ist 

(3)  cosy  =  cos -O"  cos  ^'  -|-  sin  ^  sin -d*' cos  o 

(4)  fi}  =  9  —  q>\ 
Ferner 

do  =  sind-'  dd^  d(p* 
und  folglich 

0  0 

Da  Pnt  wie  schon  erwähnt,  eine  ganze  rationale  Function 
von  cos  y  ist,  so  wird  Y^")  nach  (3)  eine  ganze  rationale  Function 
von  cos  -O",  sin  '9'  cos  g?,  sin  %"  sin  9.  Von  der  willkürlichen  Function 
O  hängen  in  Y<^»*>  nur  die  Coefficienten  dieser  Function,  also  eine 
gewisse  Anzahl  willkürlicher  Constanten  ab. 

Die  durch  die  Formel  (2)  ausgedrückte  Function  V  genügt 
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der  Differentialgleichung  ^F=  0,  und  wenn  wir  dV  nach 
§.  42  (11)  auf  Polarcoordinaten  transformiren,  so  erhalten  wir 
für  V  die  Differentialgleichung: 

W  ^    gya    "t- sin-Ö-         8^         ^"  sin-^a   3^2  —  "• 

Setzen  wir  hierin  den  Ausdruck  (2)  und  setzen  in  der  so 
entstehenden  Entwickelung  die  Goefficienten  der  einzelnen  Po- 
tenzen von  r  gleich  Null,  so  ergiebt  sich  für  ?<»»>  die  partielle 
Differentialgleichung : 

oder,  wenn  man  für  ^  die  Variable  a;  =  cos  %'  einführt : 

8(1  —  a;2)    g  ,       ^2 1» 

(8)     ö -^  +  1— '— li  VV  +  w(n  +  1)  F«)  =  0. 


1 
2 


Da  die  Function  i?  =  (1  —  2rcosy  -f"  ^^)  ^^^  Function 
von  r,  d",  9  gleichfalls  der  Differentialgleichung  J  R  =  0  genügt, 
80  erhält  man  für  die  Entwickelungscoefficienten  dieser  Function, 
iL  für  die  Functionen  Pn(cosy),  dieselbe  Differentialgleichung: 

Cd        X)         g^  1        c^Pn(cosy) 

^  dx  ^  i  —  x^      dif^ 

4-  n(n  -\-  l)Pn(cosy)  =  0. 

Setzt  man  darin  -9^  =  0,  so  wird  cosy  =  cos-O*  =  x  und 
^11  (cos  y)  geht  in  die  Function  Pn(^)  über,  die  von  tp  unab- 
hängig ist.  Die  Differentialgleichung  (9)  bleibt  aber  auch  dann 
noch  richtig  und  giebt  eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  für  P«(a;) 

dP 
d(l  -  x2)  ^/-^ 

(10)  . cFx         -  +  ''  (^  +  1)  ^n  =  ^' 

oder  auch 
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§.  114. 
Darstellung  der  einfachen  Kugelfunctionen. 

Am  einfachsten  erhält  man  den  Ausdruck   für  die  Kugel- 
functionen P„,  wenn  man  in 

(1)  R  =  -,  ^ 

\1  —  2rco8y  +  r» 

den  binomischen   Lehrsatz   anwendet.     Nach    diesem   Satze   ist 
nämlich 

(2)  (l_„P=l4.^„  +  [l|««  +  l--ll|«s  +  .., 
wofür  auch  gesetzt  werden  kann 


1 


OD 


nC2h) 


(3)  (i_„)«  =  ;22^^if^«*- 

Wir  setzen  jetzt  in  (1)  cosy  =  x  und  in  (3) 
a  =  2rx  —  r^ 

dann  wird 


n{2h) 


W   ^—  2j^^     ^^^  ^ihV}^n(k\n(k\n(h  —  k\^^^^  *' 


und  um  die  Functionen  Fn  zu  finden,  hat  man  diesen  Ausdruck 
nach  steigenden  Potenzen  von  r  zu  ordnen.     Wir  setzen 

Ä-|-Ä;  =  n,        h  —  A;  =  n  —  2ä, 

und  haben  für  ein  festgehaltenes  n  für  A;  alle  der  Bedingung 


o^ft^l 


genügenden  ganzen  Zahlen  zu  setzen.   Dann  ergiebt  sich  aus  (4) 


00  '' 


^—  ^J    2j^      ^^    "2«/I(n  —  k)~n{n  -  2fc)7J(Ä)  ^       ' 


n  —  o 

und  aus  §.  112  (2)  erhält  man 

k 


(K\      p    _>.-/_  lu         __       fU2n  —^k) ^jj^ 

W      ^n—^{       ^^    2-77(n  — fc)/7(n  -  2Ä)7I(Jk)^       " 
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ein  Aüddruck,  der,  ausführlicher  geschrieben,  so  lautet: 

/^      »("—1)^   ,   I   «(«  — l)fM  — 2)(n  — 3)_    ,         \ 
I  2.(2n— 1)  ^    2.4.(2n— l)(2n— 3)  I 

Es  ist  also  Pn  eine  ganze  rationale  Function  n*^  Grades  von 
X,  die  entweder  nur  gerade  oder  nur  ungerade  Potenzen  von  x 
enthält    Es  ist  beispielsweise 

^0=1, 

2  2 

5     ,        3 

—  a;3 

2  2 


Pj  =  -  a:9  —  -, 


Pj  =  -  a:3  —  -  a:, 


ü         35  ^        15    ,    ,    3 
T.         63     ,       35     ,    ,    15 


§.  115. 
Darstellung  der  allgemeinen  Kugelfunctionen. 

Um  die  Entwickelungscoefficienten  Y^*»>  in  der  Function  V 
[§.  113  (2)]  in  definitiver  Form  zu  erhalten,  haben  vrir  in  der 
Function  Pn  (cos  y),  die  in  §.  113  (5)  vorkommt,  die  Variablen 
^1  ^t  %  <p'  von  einander  zu  trennen.     Es  ist  darin  zu  setzen 

(1)     co8y  =  cos^  cosO^  -\-  siu'O'  sinO*'  cosa>,     o  =  q)  —  q)\ 

Da  Pn  (cos  y)  eine  ganze  Function  n*®^  Grades  ist,  so  können 
wir  sie  nach  den  Potenzen 

(sinO"  sin^'  coso)*,    v  =  0,  1,  ...  n 

ordnen,    und    die    Coefficienten    dieser  Darstellung   sind   ganze 
Functionen  von  cos^,  cos-O*'. 

Wenn  wir  uns  femer  der  Formeln  §.66  erinnern,  nach  denen 
cos"©  dargestellt  wird  durch 

cosvo,     cos(i/  —  2)a>,     cos(v  —  4)0,  ... 

Biemann-Weber  ,    Partielle  DiffercntialgleichuDgen.  jg 
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SO  sehen  wir,   dass  sich  Fn  (cos  y)  auch  ordnen  lässt  nach  den 
Functionen 

sin^-O"  sin^-O"'  cost/co,    v  =  0,  1,  2,  ...  n 

und  also  in  der  Form  darstellbar  ist: 

(2)  Pn  (cos  y)  =  ^  üll^  sin''  d'  sin"  d''  cos  v  o, 

0,  n 

worin  die  Coefficienten  ü^^  ganze  rationale  Functionen  von  cosO-, 

cosO-'  sind,  die  sich  überdies  nicht  ändern,  wenn  coS'd'  mit  cos'^' 
vertauscht  wird. 

Zur  Bestimmung  dieser  Coefficienten  führt  uns  nun  die 
Differentialgleichung  §.  113  (9).  Setzt  man  nämlich  in  diese 
Differentialgleichung  den  Ausdruck  (2)  ein,  so  erhalt  man  eine 
Summe,  die  nach  cos  i/o  geordnet  erscheint,  und  in  der  jeder 
einzelne  Goefficient  verschwinden  muss.  Es  kommt  dies  darauf 
hinaus,  dass  man  in  dieser  Differentialgleichung  Pn  (cos  y)  durch 
einen  Ausdruck  von  der  Form 

(1   —  X^y  ül^^  cos  VCD 

ersetzt,  worin  [7,  da  0*'  als  constant  gilt,  nur  von  x  =  cos  d"  ab- 
hängig ist.    Führt  man  die  einfache  Rechnung  durch,  so  ergiebt 

sich  für  ül''^  als  Function  der  Variablen  x  die  lineare  Differential- 

gleichung  zweiter  Ordnung 

(3)  (l-^^)-d^-2(-  +  ^)^^ 

+  [n{n  4-  1)  —  v(v  +  1)]  f^r  =  ö 

und  ü^*^  ist  eine  solche  particulare  Lösung  dieser  Gleichung,  die 
zugleich  eine  ganze  rationale  Function  von  x  ist 

Die  Gleichung  (3)  kann  aber  nur  eine  solche 
Lösung  haben. 

Denn  bezeichnen  wir  für  den  Augenblick  mit  Vi,  v^  die  beiden 
particularen  Lösungen  dieser  Gleichung,  so  lässt  sich  die  all- 
gemeine Formel  §.  62  (13)  anwenden,  in  der  wir 

—  zL_2  (^_+  ^)f  —  diQg(i  —x^y-^^ 

^  ~         r  —  x^'      "~  dx 
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ZU  setzen  haben,  so  dass  sich 

dvm  dvi  C 

^1  ^  —  ^9 


dx         ^  dx        (1  —  a?2)''  +  i 

ergiebt  Es  können  also  nicht  Vi  und  v^  ganze  Functionen  von 
X  sein.  Bezeichnen  wir  daher  die  ganze  rationale  Lösung  von 
(3),    nachdem  ^wir    einen    constanten   Factor    einstweilen    noch 

willkürlich  bestimmen,  mit  P^*Ux\  so  unterscheidet  sich  U^*^  von 

P^*^  nur  durch  einen  von  x  unabhängigen  Factor.   Da  aber  Z7^*^ 

ungeändert  bleiben  muss,  wenn  coS'O'  mit  cosO''  vertauscht  wird, 
so  ist,  wenn  cosO^  =  y  gesetzt  wird: 

und  <h  ist  ein  numerischer  Factor. 

Für  V  =  0  geht  (3)  in  die  Differentialgleichung  §.  113  (11) 
über,  deren  ganze  rationale  Lösung  Pn(x)  ist.    Wir  setzen  also 

Wenn  wir  femer  die  Gleichung  (3)  nach   x  differentiiren, 
so  folgt 

+  [»(„  +  1)  _  (X,  +  1)  (v  +  2)]  -^^-  =  0 

und  dieselbe  Gleichung  erhält  man,  wenn  man  in  (3)  v  durch 
V  4-  1  und  D^''^  durch  dU^*^/dx  ersetzt.  Hiernach  können  wir 
setzen 

dP<'-" 

w  f  :> = -TT- 

und  nach  (4)  also  allgemein 
Danach  ergiebt  sich,  wenn 


cosy  =  xy  -\-  \l  —  x^  yi  —  y^coso 
gesetzt  ist,  nach  (3): 


18* 


276  Dreizehnter  Abschnitt.  §.  115. 


(7)    P„ (cos  y)  =  2  «' -Pl" W -P» *  (y)  Vi  -^'   Vi  —  y*  cos  r  «, 

worin  noch  die  numerischen  Coefiicienten  Oy  zu  bestimmen  sind. 
Um  diese  Bestimmung  auszuführen ,  setzen  wir  zunächst  ^  =  y, 
also 

cosy  =  x^  -\-  {l  —  x^)  cos  CO  =  coso  +  2a:*sin2  - 


n 
r  =  0 


(8)  Pn  (cos  y)  =  V  o, P^'^  (a;)2  (1  —  x^Y  cos v« 


und  vergleichen  in  dieser,  in  Bezug  auf  x  identischen  Gleichung 
die  Coefficienten  der  höchsten,  nämlich  der  2n^^  Potenz  von  x. 
Diese  ist  nach  §.  114  (6)  auf  der  linken  Seite 

1.3.5...2n-l       /       »Y«  _  /7(2n)  /       ^y- 

uud  auf  der  rechten  Seite  [darch  v-malige  Differentiation  von 
§.114  (6)] 


(10)         ±  (-  lya,  [,,nin)nll-v)]  -«-- 


v=:0 

Ferner  ist 


i-r-  —  f  — \  2  n 


(2sin|f=(-l)n(;^_r7"  = 

/I(n)2  +  ^/      ^^   7I(n  +  i/)77(w  —  v)  ''^^''''^ 

und  die  Vergleichung  von  (9)  mit  (10)  ergiebt 

_  2n{n  —  v) 2 

(11)   ^'  ~~  ~n(n~^vj  ""  (n  —  V  +  1)  (n  —  V  +  2)  . ..  (n  -f-  !/)• 

tto  =  1. 

Hiernach  lässt  sich  der  vollständig  entwickelte  Ausdruck 
für  die  allgemeine  Kugelf unction  P*^)  [§.  113  (1)]  bilden.  Setzt 
man  noch  in  (7) 

cos  V  CO  =  cosv(q)  —  q)')  =  cosvq)  cosvq)'  -|-  siuvq)  smvq>\ 

80  erhält  man  nach  §.  113  (5) 


n 


(12)         r<")  =  2  ( ^L"  cos  v  9  4-  B^;>  sin  v  <p)  P<;>  (cos  d)  sin  *' 


»  =  0 
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und  dieser  Ausdruck  enthält,  da  B^^^  wegfällt.  2n  -\-  l  willkür- 
liche Constanten  A^^\  JS^'\  Durch  die  auf  der  KugelHäche  ge- 
gebene Function  O  werden  diese  Gonstanten  als  bestimmte  In- 
tegrale über  die  Kugeloberfläche  ausgedrückt  und  erhalten,  da 
man  jetzt  bei  den  Integrationsvariablen  die  Accente  weglassen 
kann,  den  Ausdruck 

fn  —  t/  +  1)  (w  —  V  +  2)  ...  (w  +  v)  ^l;^ 

2ä  TT 

=  ^^\^  ^  f  cosvydy  {0(d',(p)P^^\cos^)sm'  +  ^»dd^ 
(13)  0  0 


(n  —  V  -f-  1)  (n  —  i;  +  2)  ...  (n  +  v)  B^^ 


n 


=  ^^  "^  ^  [sini/ydy  f  0('^,9)P|;^  (cos^)sin»'  +  ia-d'^, 


0  0 

1(0) 


worin  jedoch  der  Ausdruck  für  A^   noch  durch  2  zu  dividiren  ist. 
Durch  die  unendliche  Reihe 


OD 


(14)  F  ==  ]g  r"  r<»),    r  <  1 

ist  dann  die  partielle  Differentialgleichung  z/  F  =  0  für  das 
Innere  der  Einheitskugel  vollständig  integrirt,  und  zwar  so,  dass 
F  an  der  Oberfläche  in  den  Werth  0{d-^q))  übergeht.  Mit  den- 
selben Mitteln  und  unter  denselben  Voraussetzungen  kann  man 
aber  auch  die  Difl*erentialgleichung  für  das  äussere  der  Kugel 
integriren,  und  erhält  den  Ausdruck 

(15)  V=^^r— 1>\        r  >  1, 

der  für  r  =  1  gleichfalls  in  die  Function  O  übergeht,   und  der 
ausserdem  noch  im  unendlichen  der  Bedingung  §.  102  (2)  genügt. 


§•  116. 
Die  Differentialgleichung  der  Kugelfunctionen. 

Wenn   wir  in   der  Differentialgleichung   §.  113  (7),   der  die 
Kugelfunctionen  Y  genügen, 

(1)  n  (n  +  1)  =  a 
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setzen,  so  erhalten  wir  eine  partielle  Differentialgleichung 

O  TT 

1    ^^^^^  ,     1    g^r  ,     ^_^ 

und  wir  wollen  nun  diese  Differentialgleichung,  unabhängig  von 
ihrer  Entstehung,  für  einen  beliebigen  reellen  Werth  der  Con- 
stanten a  betrachten.  Ist  a  gegeben,  so  erhält  man  n  aus  der 
quadratischen  Gleichung  (1),  natürlich  im  Allgemeinen  nicht  als 
ganze  Zahl,  und  es  wird  n  imaginär,  wenn  a  <  —  V*  ist,  da- 
gegen reell,  wenn  a  >  —  V41  ^^so  sicher,  wenn  a  positiv  ist,  und 
dann  ist  die  eine  Wurzel  n  von  (1)  positiv,  die  andere  — n  —  1 
negativ.  Die  Variablen  -Ö*  und  9  betrachten  wir  als  Polar- 
coordinaten  auf  der  Einheitskugel  und  weisen  nun  den  folgenden 
allgemeinen  Satz  nach: 

Die  Differentialgleichung  (2)  hat  nur  dann 
eine  von  Null  verschiedene  Lösung,  die  auf  der 
ganzen  Kugelfläche  mit  ihren  ersten  Ableitungen 
endlich  und  stetig  ist,  wenn  die  Gleichung  (1) 
durch  ein  gauzzahliges  n  befriedigt  wird. 

Zum  Beweise  nehmen  wir  an,  die  Differentialgleichung  (2) 
habe  eine  Lösung  F,  die  auf  den  Kugelflächen  mit  ihren  Deri- 
virten  endlich  und  stetig  ist. 

Diese  Function  muss  in  Bezug  auf  tp  die  Periode  2«  haben, 
und  da  sie  für  'O'  =  0  und  d-  =  n  von  9  unabhängig  sein  muss, 
so  ist 

1^  =  0     für     a-  =  0,    »  =  n. 
d(p 

Um  zunächst  negative  Wert  he  von  a,  und  damit  imagi- 
näre n,  auszuschliessen ,  multipliciren  wir  die  Gleichung  (2)  nodt 
Ysind"  dd-  d(p  und  integriren  über  die  ganze  Kugelfläche.  Mit 
Benutzung  der  identischen  Formeln: 


gsin^ll^      asin^r|^ 


dY 


Y^^y _  ^'^dcp        fcYy 


d(p''  d(p 

erhält  man  dann: 


\C(pJ 
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n[Cäiy+»45(if)'-«^'^»^*^'=<'. 

—  Ä  0 

und  diese   Gleichung  ist  bei   negativem  a    und   von  Null    ver- 
schiedenem Y  offenbar  unmöglich. 

Ist  a  positiv  und  folglich  n  reell,  so  setzen  wir 

(3)  Q  =  JYd,p. 


—  7t 


Es  ist  dann  Q  nur  noch  eine  Function  von  ^,  und  aus  (2) 
erbalten  wir  die  Differentialgleichung 

1      ^«^^^^ 


oder,  wenn  man  cos^  =  x  setzt  und  für  a  den  Werth  (1)  ein- 
fuhrt, 

(*>  che --\-n(n+l)Q  =  0, 

also  die  Differentialgleichung  der  einfachen  Kugelfunotionen 
[§.  113  (10)],  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  n,  was  wir  immer 
positiv  annehmen  können,  jetzt  nicht  nothwendig  eine  ganze 
Zahl  ist 

Wir  erhalteji  leicht  durch,  die  Methode  der  unbestimmten 
Coefficienten  zwei  particulare  Integrale  von  (4)  in  Gestalt  zweier 
Potenzreihen  nach  rc,  von  denen  die  eine  nur  gerade,  die  andere 
nur  ungerade  Potenzen  enthält: 


00 


(5)  Öi  =  2^'*'''         «2  =  ^2^^»*''' 

und  für  A^  und  Bv  erhält  man,  wenn  man  diese  Ausdrücke  in 
(4)  einsetzt,  die  Recursionsformeln: 

(2v  —  n—  2)(2v  +  n  —  1) 


^t    jAv — 1 


2v(2v  —  1) 


R  _  W       (2v  -  n)  (2  V  +  «  +  1) 
JJ,  _JJ,_,  2v(2r  +  iy 

also,  wenn  man  Är=Bf  =  l  annimmt, 


4 
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^  .(-i)(-^')-(-"^-^-)m(^^')-(^+-' 

i.ü,...«4(i+i)...(^+.-i) 

^  .(l--)(^')-(H(-^)(-'y+')-(-^+-0 

'■^  ■-•1(1+ 0(2 +')■■■(§+''-') 

Hiernach  lassen  sich  die  Functionen  ^1,  Q^  durch  hyper- 
geometrische Reihen  darstellen. 

Gauss  hat  nämlich  in  der  Abhandlung  ^Disquisitiones 
generales  circa  seriem  infinitam  ..."  0  ®^"^®  unendliche  Reihe 
untersucht: 

cvf  <:>  ^:y ') = ■ + f^' + ":XVy+V^+- 

die  für  alle  positiven  Werthe  von  x^  die  kleiner  als  1  sind  (ab- 
gesehen von  dem  Falle  eines  negativen  ganzzahligen  y),  con- 
vergent  ist,  i^nd  die  man  die  hypergeometrische  Reihe 
nennt. ^  In  detii  besondeifen  Falle,  wo  a  oder  ß  eine  negative 
ganze  Zahl  ist,  bricht  die  Reihe  ab,  und  F  geht  in  eine  ganze 
rationale  Function  von  x  über. 

V  Jlach  (5)  und  (6)  lassen  sich  die  Functionen  Qi^  Q^  durch 
dieöe  Function  F  in  folgender  Weise  ausdrücken : 

so  dass  also,  wenn  n  eine  gerade  ganze  Zahl  ist,  Q],  wenn  n 
eine  ungerade  ganze  Zahl  ist,  Q^  eine  ganze  rationale  Function 
ist,  die  bis  auf  einen  numerischen  Factor  mit  der  Kugelfunction 
P„  übereinstimmt.  Ist  aber  n  keine  ganze  Zahl,  so  laufen  beide 
Reihen  ins  Unendliche.  Nun  hat  Gauss  in  der  erwähnten  Ab- 
handlung nachgewiesen,  dass  die  Function  JF(a,/J,y,a:)  für  x  =  \ 
unendlich  wird,  wenn  «  +  /*  —  7  positiv  oder  Null  ist,  ausser 
in  dem  Falle,  wo  a  oder  ß  eine  negative  ganze  Zahl  ist*),  und 

»)  Werke,  Bd.  8,  S.  125. 

•)  Die  Wiedergabe  dieses  Beweises,  der  keine  grossen  Schwierigkeiten 
hat,  würde  uns  hier  zu  weit  führen.  Wir  verweisen  auf  die  dritte  Section 
der  angeführten  Abhandlung  (Werke,  Bd.  8,  S.  138). 
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dies  tritt,  wie  man  sieht,  in  den  beiden  Reihen  Qi,  Q^,  wie  sie 
durch  (8)  dargestellt  sind,  ein,  wo 

,    ^                         n    ,    n+1        1        A     •     ^ 
a  +  /3  —  y=     ^2+  "^ 2  ^        ^  ^'' 

n    ,    .        n  — 1        3        n     '     n 
=  2  +  ^  -  ^2-  ""  2  =  ^     '^  ^^- 

Hieraus  also  geht  hervor,  dass  Q  und  folglich  auch  Y  für 
X*  =  1 ,  d,  h.  in  den  Polen  der  Kugel  nur  dann  endlich  sein 
kann,  wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist,  und  damit  ist  das  Theorem 
bewiesen. 

/  Wir  haben  hier  ein  Beispiel  eines  Verhaltens,  das  uns  in 
Anwendungen,  besonders  auf  Schwingungsprobleme,  noch  mehr- 
fach begegnen  wird,    dass  die  Möglichkeit,    einer  Differential- 
gleichung   mit  gewissen  Grenz-  und  Stetigkeitsbedingungen  zu 
genügen,    von    dem  Werthe   eines  Parameters  der  Differential- 
gleichung (wie  hier  a)  abhängt. 

Ein  noch  einfacheres,  ganz  elementares  Beispiel  bietet  die 
Differentialgleichung : 

die  nur  dann  eine  von  Null  verschiedene ,  in  dem  ganzen  Inter- 
valle (0,1)  stetige  Lösung  hat,  die  an_den  Grenzen  dieses  Inter- 
valles  verschwindet,  nämlich  y  =  sm^ax^  wenn  a/n^  das  Quadrat 
«iner  ganzen  Zahl  ist. 

In  diesen  Fällen  sind  wir  in  der  Lage,  die  geeigneten  Werthe 
Parameters,  die  in  unendlicher  Zahl  vorhanden  sind,  von 
vornherein  zu  bestimmen.  Im  Allgemeinen  aber  werden  diese 
Werthe  durch  transcendente  Gleichungen  bestimmt,  die  man  erst 
aufstellen  kann,  wenn  das  allgemeine  Integral  seiner  Form  nach 
'^bnnt  ist. 
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üeberblick  über  die  Grundsätze  der  Meohanik. 


§.  117. 
Die  Grundlagen  der  Mechanik. 

Es  unterliegt  keinem  Zweifel,  dass  die  Vorstellung  einer 
Kraft  abgeleitet  ist  aus  dem  Gefühle  der  Anstrengung,  das  wir 
beim  Heben  einer  Last  oder  der  üeberwindung  irgend  eines 
Widerstandes  empfinden,  und  dass  die  grössere  oder  kleinere 
Anstrengung,  die  wir  dabei  empfinden,  das  erste  und  natürliche 
Maass  der  Kraft  ist.  Es  ist  auch  nicht  anders  mit  anderen  in 
unseren  physikalischen  Theorien  auftretenden  Begrifiien,  z.  B.  der 
Temperatur,  der  Lichtintensität  etc.  Indem  man  nun  an  Stelle 
dieses  unbestimmten  Maasses,  was  uns  unser  Muskelgefühl  giebt, 
das  stets  gleich  bleibende  Gewicht  bestimmter  Körper  setzte, 
erhielt  man  die  Grundlage  für  eine  mathematische  Mechanik, 
wie  sie  schon  im  Alterthum  begründet  wurde  (Archimedes)» 
und  der  man  dieselbe  Evidenz  und  Sicherheit  zuschreiben  dar^ 
wie  etwa  der  Euklidischen  Geometrie.  Dies  ist  die  geo- 
metrische Statik,  als  deren  erstes  und  letztes  Beispiel  der  Beweift 
des  Hebelgesetzes  von  Archimedes  und  der  Beweis  de» 
Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  von  La— 
grange  angeführt  werden  kann. 

Hierbei  muss  die  Aufgabe  rein  statisch  gefasst,  d.  L  es  darf 
nur  nach  den  Bedingungen    gefragt    werden,    unter  denen   eia 
gegebenes  System  von   Gewichten   die  Ruhelage  nicht  ver- 
lässt.    Was  eintritt,  wenn  diese  Bedingungen  nicht  erfüllt  sind, 
darüber  giebt  diese  Theorie  keinen  Aufschluss.    Um  auch  diesen 
zu  gewinnen,  wird  es  nicht  ohne  eine  neue  Annahme  abgehen, 
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und  diese  gründet  sich  auf  die  Erfahrung,  dass  die  Anstrengung, 
die  zur  Veränderung  einer  vorhandenen  Geschwindigkeit  auf- 
gewandt werden  muss,  vergleichbar  ist  mit  der,  durch  die  eine 
Last  in  der  Schwebe  gehalten  wird.  Am  Ende  einer  längeren 
historischen  Entwickelung,  die  sich  auf  besondere  Fälle  bezog, 
ist  endlich  in  dem  d'Alembert'schen  Princip  dieser  Zu- 
sammenhang durch  ein  allgemeines  Gesetz  hergestellt  worden. 

Indem  nun  diese  Gesetze,  die  aus  den  einfachen  Vorgängen, 
die  uns  die  Schwere  an  der  Erdoberfläche  täglich  bietet,  ab- 
geleitet sind,  hypothetisch  auf  alle  Vorgänge  der  Natur  über- 
tragen werden,  gelangt  man  zu  dem  Gebäude  der  analytischen 
Mechanik,  die  unserer  ganzen  theoretischen  Naturwissenschaft  zu 
Grunde  liegt,  und  die  sich  bisher  in  allen  Anwendungen  aufs 
Beste  bewährt  hat 

Wir  stellen  im  Folgenden  die  Hauptsätze,  die  in  der  mathe- 
matischen Physik  von  Bedeutung  sind,  zusammen,  müssen  aber 
dabei  die  analytischen  Entwickelungen  gänzlich  übergehen,  die 
der  Leser  in  den  Lehrbüchern  der  Mechanik  findet. 


§.  118. 
Das  Princip  der  virtuellen  Verrückungen. 

Es  handelt  sich  zunächst  um  das  Gleichgewicht  eines  Systems 
^on  materiellen  Punkten  (in  endlicher  Anzahl),  die  in  ihrer 
Bewegüchkeit  irgend  wie  beschränkt  sein  können.  Unter 
diesen  Beschränkungen  haben  wir  Folgendes  zu  verstehen.  Es 
seien  m^ ,  m^ ,  fit)  . . .  die  Punkte  des  Systems.  Jedem  dieser 
Punkte  geben  wir  eine  unendlich  kleine  Verschiebung 
'Pi,  Jp,,  dpi  . . .  von  irgend  einer  Grösse  und  Richtung.  Wenn 
das  System  nicht  vollkommen  frei  ist,  so  sind  nicht  alle  Ver- 
Bchiebungssysteme  möglich,  sondern  es  bestehen  zwischen  diesen 
'ä,  Jp,,  dj?3,  ...  nach  Richtung  und  Grösse  gewisse  Abhängig- 
l^eiten.  Ein  Verschiebungssystera ,  was  eben  diesen  System- 
Bedingungen  genügt,  heisst  ein  System  virtueller  Verschie- 
»^nngen  oder  Verrückungen i). 

*)  Wenn  man  das  System  aus  der  ursprünglichen  Lage  in  einer  nn- 
«BdKch  kleinen  Zeit  in  die  verschobene  übergehen  lässt,  so  erhält  jeder 
ninkt  eine  gewisse  Geschwindigkeit,  die  nach  Richtung  und  Grösse  durch 
dw  Verrückung  dargestellt  wird.  Die  älteren  Autoren  sprechen  daher  von 
^m Principe  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  (Lagrange,  mec.  analytique). 
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Um  die  Bedingungen  des  Systems  analytisch  darzustellen^ 
muss  man  es  auf  ein  Coordinatensystem  beziehen.  Es  seien  also 
Xü  llu  ^i  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punktes  m<  und 
Ä^t,  öj/,-,  8zi  die  Projectionen  von  8pi,  Die  Bedingungen  des 
Systems  sind  dann  linear  in  Bezug  auf  8xi^  dyi^  8zi  und  haben 
die  Form 


(1)  y;  {AiSxi  +  BiSyi  +  CiSz,)  =  0  0- 


Solcher  Bedingungen  können  wir  mehrere  haben.  Ihre  An- 
zahl muss  aber,  soweit  sie  von  einander  unabhängig  sind,  kleiner 
als  die  dreifache  Zahl  der  Massenpunkte  m,-  sein,  damit  über- 
haupt noch  eine  Beweglichkeit  übrig  bleibt. 

Wenn  die  ursprüngliche  Lage  des  Systems  gegeben  ist,  so 
sind  die  Coefficienten  Äi,  Bi^  0%  gegebene  Constanten.  In  allen 
Anwendungen  aber  sind  die  Bedingungen  durch  das  gegebene 
System  bestimmt,  d.  h.  es  sind  die  Coefficienten  Ai^  Bi^  Ci 
Functionen  der  Coordinaten  der  Punkte  mj,  »»2,  »»s».-» 
Es  ist  darum  aber  noch  nicht  nothwendig,  dass  sich  diese  Be- 
dingungen selbst  durch  Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten 
ausdrücken  lassen,  mit  anderen  Worten,  es  ist  nicht  nothwendig^ 
dciss  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (1)  vollständige  Differen- 
tiale seien,  oder  sich  auch  nur  durch  Combination  auf  voll- 
ständige Differentiale  reduciren  lassen. 

Der  gewöhnliche  Fall  ist  allerdings  der,  dass  die  Systera- 
bedingungen  durch  Gleichungen  9  =  0,  ^  =  0,  . . .  zwischen  den 
Coordinaten  der  Punkte  ausgedrückt  sind,  und  dass  sich  die  Be- 
dingungen (1)  durch  Differentiation  dieser  Gleichungen,  also  in 
der  Form 

darstellen  lassen  2). 


^)  Wir  lassen  hier  den  Fall  bei  Seite,  dass  diese  Bedingungen  in  ün- 
gleichunp^en  bestehen,  dass  also  Bewegungen,  die  in  einem  Sinne  möglich 
sind,  im  entgegengesetzten  Sinne  nicht  möglich  sind,  ebenso  solche  Fälle, 
in  denen  die  Bedingungen  für  die  Verrückungen  nicht  durch  lineare 
Gleichungen  ausdrückbar  sind,  z.  B.  wenn  ein  Punkt  gezwungen  ist,  aaf 
einer  KegelBäche  zu  bleiben,  in  deren  Spitze  er  sich  gerade  befindet. 

')  Ein  Fall,  in  dem  dies  nicht  zutrifft,  ist  z.  B.  der,  in  dem  die  Be- 
dingung ausgedrückt  werden  soll,  dass  eine  Kugel  auf  einer  Unterlage  ohne 
Gleiten  rollen  muss.  Vgl.  Holder,  lieber  die  Principien  von  Hamilton 
und  Maupertuis.    Göttinger  Nachrichten  18%. 
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Es  handelt  sich  nun  um  die  Bedingung  des  Gleichgewichts 
des  Systems  der  Funkte  mj,  m^,  m^^  ...,  wenn  auf  die  Punkte 
gewisse  Kräfte  Pi,  P^,  Pj, . . .  wirken. 

Wenn  man  dem  Punkte  nii  eine  der  Kraft  P«-  entgegengesetzte 
Verschiebung  ertheilen  will,  so  muss  der  Widerstand  der  Kraft 
Pi  überwunden,  d.  h«  es  muss  Arbeit  gegen  die  Kraft  P,- 
geleistet  werden.  Die  Grösse  dieser  Arbeit  ist  gleich  dem  Pro- 
duct  aus  der  Kraft  und  der  Verschiebung  in  der  der  Kraft  ent- 
gegengesetzten Richtung,  d.  h.  wenn  dpt  die  ganze  Verschiebung 
ist,  die  mit  der  Kraftrichtung  P,-  den  Winkel  ^i  bildet* 

Geschieht  die  Verschiebung  in  der  Richtung  der  Kraft  selbst, 
80  ist  diese  Arbeit  negativ,  d.  h.  es  wird  nicht  Arbeit  aufgewandt, 
sondern  gewonnen.  Demnach  heisst  auch  Fi dpi cos ^i  die  von  der 
Kraft  Fi  während  der  Verschiebung  dpi  ihres  Angriffspunktes 
geleistete  Arbeit.    Die  Summe 

(3)  ^  =  —  2  P.öi).  cos  ^i 

heisst  die  gesammte  Arbeit,  die  gegen  das  Kraftsystem  Fi  zur 
Erzeugung  der  virtuellen  Verschiebung  öpi  aufgewendet  werden 
muss,  und  das  Princip  der  virtuellen  Verrückungen  besagt  nun: 

Befindet  sich  ein  irgend  wie  bedingtesSystem 
im  Gleichgewicht,  so  muss  für  jede  virtuelle 
Verrückung  die  aufgewandte  Arbeit  gleich 
Null  seini). 

Bezeichnen  wir  mit  X,-,  Yi,  Zi  die  Componenten  der  Kraft 
fi  nach  der  Richtung  der  Coordinatenaxen ,  so  können  wir  das 
Princip  in  die  Gleichung  zusammenfassen 

W  2  (XiöXi  +  Yidyi  +  ZiÖ^i)  =  0. 

üeber  die  Gleichung  (4)  ist  dasselbe  zu  sagen,  wie  über  die 
Gleichungen  (1).  Die  Kraftcomponenten  Xj,  Y,-,  Zi  sind  für  eine 
.  bestimmte  Gleichgewichtslage  als  bestimmte  gegebene  Grössen 
i  *ufeu£a8sen,  und  in  dieser  Weise  wird  auch  in  den  einfachsten 
'  Fällen,  z.  B.  beim  Hebelgesetz,  oder  beim  Satz  vom  Parallelo- 
gramm der  Kräfte,  diese  Gleichung  angewandt.    In  anderen  An- 

0  Werden  auch  Dicht  umkehrbare  Bedingungen  zugelassen,  so  muss 
för  jedes  System  virtueller  Verrückungen  die  aufgewendete  Arbeit  Null 
oder  positiv  sein. 
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Wendungen  aber  sind  die  X„  Yi,  Z,  als  von  der  Lage  der  System- 
punkte abhängig  anzusehen,  d.  h.  es  sind  die  X»,  Yi,  Zi  Functionen 
der  üoordinaten  der  Punkte  fitj,  Wj,  »»s,  . . . 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  dann  wieder  der  Fall,  dass 
die  linke  Seite  von  (4)  ein  vollständiges  Differential  ist^ 
d.  h.  dass  eine  Function  der  Coordinaten  existirt,  deren  partielle 
Ableitungen  die  X»,  Yi,  Zi  sind.  Wir  bezeichnen  diese  Function 
mit  C/i  und  setzen 

Dann  wird 

V  {XiöXi  +  YiSyi  +  Zidzi)  =  dU, 
und  die  Gleichung  (4)  lautet: 
(5)  dU=0. 

Die  Function  ZJ  wird  die  Kräftefunction  genannt 


§.  119. 
Das  d'Alembert'sche  Princip. 

Eine  Kraft  P,  die  auf  einen  freien  materiellen  Punkt 
wirkt,  ertheilt  diesem  Punkte  eine  Beschleunigung  in  ihrer  Rich- 
tung, die  der  Kraft  direct,  und  einem  dem  materiellen  Punkte 
eigenthümlichen  Factor,  der  seine  Masse  heisst,  umgekehrt  pro- 
portional ist.  Wenn  also  x,  y,  ^  die  Coordinaten  des  Punktes 
mit  der  Masse  m  und  t  die  Zeit  bedeutet,  so  ist 

d^x        V         d^y        ^        d^z         «, 

Indem  man  einen  noch  beizufügenden  constanten  Factor 
=  1  setzt,  verfügt  man  über  die  Einheit  der  Kraft  (oder  der 
Masse).  Es  ist  dann  eine  Kraft  =  1  gesetzt,  wenn  sie  der 
Masseneinheit  die  Einheit  der  Beschleunigung  ertheilt  Wenn 
das  Gentimeter,  die  Secunde  und  das  Gramm  als  Einheiten  für 
Länge,  Zeit  und  Massen  genommen  sind  (im  cm.-gr.-8ec.-SystemX 
heisst  die  Krafteinheit  eine  Dyne. 

Man  kann  den  Formeln  (1)  den  Ausdruck  geben: 
Wenn  man  zu  der  vorhandenen  Kraft  P  eine  Kraft  hinzu- 
fugt, die  dem  Producte  der  Masse  und  der  Beschleunigung  gleich 
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ist  und  die  der  Beschleunigung  entgegengesetzte  Richtung  hat, 
80  entsteht  eine  Kraft  (hier  die  Kraft  0),  die  der  Bedingung  des 
Gleichgewichts  genügt 

Dieser  Satz  ist  von  d'Alembert  so  verallgemeinert  worden, 
dass  daraus  die  Gleichungen  für  die  Bewegung  eines  beliebigen 
Systems  materieller  Punkte  unter  dem  Einflüsse  beliebiger  Kräfte 
und  beliebiger  Bedingungen  abgeleitet  werden  können.  Das 
d'Alembert'sche  Princip  lässt  sich  so  formuliren: 

Fügt  man  zu  der  auf  den  Massenpunkt  m,-  wir- 
kenden jKraft  Pi  eine  Kraft  hinzu,  die  dem  Pro- 
duct  aus  derMasse  und  der  Beschleunigung  gleich 
und  derBeschleunigung  entgegengesetzt  gerichtet 
ist,  und  nennt  die  Resultante  aus  diesen  beiden 
Kräften  die  verlorene  Kraft,  so  müssen  sich 
die  verlorenen  Kräfte  unter  dem  Einflüsse  der 
Bedingungen  des  Systems  in  jedem  Augen- 
blicke das  Gleichgewicht  haUen. 

In  Verbindung  mit  dem  Princip  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten kann  man  also  die  Bedingungen  für  die  Bewegung  eines 
Systems  in  der  mathematischen  Formel  zusammenfassen 

(i)  0  = 

worin  8xi,  dy,-,  8zi  die  Componenten  einer  virtuellen  Ver- 
schiebung sind.  Es  ist  dabei  aber  zu  betonen,  dass  der  Sinn 
dieses  Ausdrucks  hier  der  ist ,  dass  die  Verschiebungen  in  dem 
bestimmten  Augenblicke  t  möglich  sein  müssen,  ein  Umstand, 
der  besonders  zu  beachten  ist,  wenn  die  Bedingungen  mit  der 
Zeit  veränderlich  sind. 


§.  120. 
Der  Satz  von  der  Erhaltung  der  Energie. 

Wenn  ein  materielles  System  in  Bewegung  ist,  so  werden 
die  Verschiebungen,  die  seine  Punkte  in  dem  Zeitelement  dt 
erleiden,  in  dem  vorhin  festgesetzten  Sinne  im  Allgemeinen  nur 
dann  virtuell  sein ,  wenn  die  Bedingungen  des  Systems  mit  der 
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Zeit  unveränderlich  sind.  Wenn  wir  jetzt  diesen  Fall  annehmen, 
und  wenn  wir  die  Componenten  der  wirklich  eintretenden  Ver- 
schiebung des  Punktes  nti  mit  dxi,  dyi^  dzi  bezeichnen,  so  können 
wir  aus  der  Formel  (2)  des  vorigen  Paragraphen  als  speciellen 
Fall  die  folgende  ableiten: 

(1)  0  =  2  [(^.  -  «.•  ^0  ^""^  +  (^'  -  "••  ^)  '^^'■ 

Nun  ist  aber 

d  t^y 

d»x,,  1      \dt)    ,,   , 

dTi  dx,  =  ^ —^^^  dt  eU,., 

und  wenn  wir  daher 

setzen,  so  erhält  (1)  die  Gestalt 

(3)  y;  {XidXi  +  Yidyi-\-  Zidjsi)  =  ^dt  =  dT. 


dt 
Nun  ist 

'■■ = my + (wT + iW 

die  Geschwindigkeit  des  Punktes  9>?„  und  mithin  ist  nach  (2) 
(4)  T  =  l^miV? 

die  halbe  Summe  der  Producte  aus  der  Masse  mit  dem  Quadrat 
der  Geschwindigkeit  jedes  einzelnen  Punktes.  Diese  Summe  T 
heisst  die  lebendige  Kraft  oder  auch  die  kinetische  Energie 
des  Systems. 

Die  auf  der  linken  Seite  von  (3)  vorkommende  Summe 

d^  =  —  V  (Xidxi  +  Yidyi  +  Zid^i) 

ist  die  im  Zeitelement  dt  gegen  die  Kräfte  des  Systems  bei 
der  Bewegung  geleistete  Arbeit,  und  wir  können  also  der 
Formel  (3)  den  Ausdruck  geben: 

Die  im  Zeitelement  gegen  die  Kräfte  des 
Systems  geleistete  Arbeit  ist  gleich  dem  Verlast 
—  dT  an  kinetischer  Energie, 
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oder: 

Die  Arbeit  der  Kräfte  des  Systems  im  Zeit- 
elemente ist  die  Vermehrung  der  kinetischen 
Energie  um  dT. 

Der  Verlust  kann  hier  natürlich  auch  negativ  sein,  was 
einen  Gewinn  an  kinetischer  Energie  bedeuten  würde. 

Von  besonderer  Bedeutung  wird  dieser  Satz  aber  erst  dann, 
wenn  die  Kräfte  des  Systems  eine  Kräftefunction  haben,  die  von 
der  Zeit  unabhängig  ist.  Wenn  nämlich  ZJ  eine  von  den  Coordi- 
naten,  aber  nicht  explicite  von  der  Zeit  abhängige  Function  ist,  und 

(A\  ^        dU     ^       dU     ^       dU 

jM)  ist 

(5)  dU=  "LiXidXi  +  Tidyi  +  Zidzi)    . 

nnd  es  kann  (3)  in  die  Form  gesetzt  werden 

Diese  Gleichung  lässt  sich  integriren  und  liefert  ein  all- 
gemeines Integral  für  das  System: 

(7)  T—  U=  const 

Diese  Formel  wird  der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft 
genannt. 

Wenn  das  System  aus  einer  Lage  1  in  eine  Lage  2  über- 
geht, so  ist  dazu  ein  gewisser  (positiver  oder  negativer)  Arbeits- 
Aufwand  erforderlich,  der  sich  nach  (5)  gleich.. 

üj  -  u, 

ergiebt,  also  gleich  dem  Ueberschusse  des  Werthes  der 
Kräftefunction  für  die  erste  Lage  über  den  für  die- zweite, 
und  dieser  Arbeitsaufwand  ist  also  nur  abhängig  von  den  beiden 
Lagen  des  Systems,  nicht  von  dem  Wege,  auf  dem  der  Ueber- 
gang  erfolgt.  Bei  der  thatsächlich  eintretenden  Bewegung  wird 
er  auf  Kosten  der  kinetischen  Energie  bestritten.  Danach  führt 
man  einen  neuen  Begriff  in  die  Mechanik  ein,  die  potentielle 
Energie  P,die  man  durch  die  Gleichung  definirt 

(8)  P  =  -U+C, 

worin  C  eine  willkürliche  Constante  ist,  die  man  im  Allgemeinen 
nicht  näher  bestimmt,  und  die  Zunahme  der  potentiellen 
-Energie  ist  gleich  der  Arbeit,  die  zur  Ueberführung 

Bi«msnn-W6ber,  Partielle  Difrerentialgleichangen.  19 
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des  Systems  aus  der  einen  Lage  in  die  andere  erfor- 
derlich ist    Dann  lautet  die  Formel  (7) 

(9)  T  +  P  =  const 

und  sie  besagt,  dass  bei  der  Bewegung  des  Systems  die 
Summe  der  potentiellen  und  der  kinetischen  Energie, 
also  die  Gesammtenergie  unveränderlich  ist.. 

Bei  der  Bewegimg  wird  also  keine  Energie  verloren  oder 
gewonnen,  sondern  es  wird  nur  potentielle  Energie  in  kinetische 
umgesetzt,  oder  umgekehrt. 

Dies   ist   der   Satz    von    der   Erhaltung    der 
Energie. 

Wenn  wir  z.  B.  einen  schweren  Körper  in  der  Nähe  der 
Erdoberfläche  betrachten,  so  ist  die  potentielle  Energie  propor- 
tional mit  der  Höhe  des  Körpers  über  einem  beliebigen  festen 
Horizont,  und  dieser  Fall  kann  als  typisches  Beispiel  für  alle  * 
übrigen  gelten.  Je  grösser  die  potentielle  Energie  ist,  um  so 
grösser  ist  die  Arbeit,  die  der  Körper  beim  Fallen  zu  leisten  im 
Stande  ist,  und  die  beim  freien  Falle  in  einer  Vermehrung 
der  kinetischen  Energie  besteht. 

Dieser  Satz  von  der  Erhaltung  der  Energie  gilt  heut  zu 
Tage  als  das  allererste  Gesetz  der  mechanischen  Natur- 
erklärung, dem  sich  alles  unterordnen  muss. 

Natürlich  gilt  er  nicht  für  jedes  beliebige  Theilsystem,  wohl 
aber  muss  er  gelten  für  ein  vollständiges  System,  d.  h.  für 
ein  System,  das  wir  nicht  als  Theil  eines  grösseren  Ganzen  zu 
betrachten  haben,  dessen  Bewegung  also  von  ausser  ihm  liegen- 
den Massen  nicht  beeinflusst  wird.  Für  ein  vollständiges  System 
machen  wir  also  immer  die  Annahme, 

1.  dass  die  Bedingungen  nicht  von  der  Zeit  ab- 
hängig sind, 

2.  dass  eine  von    der  Zeit   unabhängige  Kräfte- 
function  existirt. 

Wir  machen  weiter  die  Annahme,  dass  der  Satz,  den  wir 
hier  unter  der  Voraussetzung  einer  endlichen  Anzahl  discreter 
Massenpunkte  abgeleitet  haben,  auch  noch  Gültigkeit  behalte 
für  Systeme,  die  aus  unendlich  vielen  Massenpunkten  bestehen 
insbesondere  also  auch  für  continuirlich  vertheilte  Massen^). 

\)  Bemerkenswerth  ist  der  Versuch  von  Hertz,  den  Kraftbegriff  and 
damit  den  Begriff  der  potentiellen  Energie  ganz  aus  der  Mechanik  so  ver- 
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§.  121. 
Stabilität  des  Geichgewichtes. 

Wir  haben  für  den  Fall,  dass  eine  Eräftefunction  existirt 
in  §.  118  die  Bedingung  des  Gleichgewichtes  in  der  Form  er- 
halten, dass  die  erste  Variation  8  U  der  Kräftefunction  oder  auch 
die  erste  Variation  dP  der  potentiellen  Energie  für  jede  virtuelle 
Verschiebung  verschwinden  muss.  Aus  der  Differentialrechnung 
ist  bekannt,  dass  das  Verschwinden  der  ersten  Variation  d  U 
die  Bedingung  für  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  der  Function 
U  ist,  und  hierdurch  werden  wir  auf  die  Beziehung  der  statischen 
Probleme  zu  der  Theorie  der  Maxima  und  Minima  hingewiesen. 

Yfenn  ein  im  Gleichgewicht  ruhendes  System  durch  kleine 
Störungen  aus  seiner  Lage  gebracht  wird,  wobei  die  einzelnen 
Punkte  auch  noch  kleine  Anfangsgeschwindigkeiten  erhalten 
können,  so  wird  das  System  in  Bewegung  gerathen  und  die 
Bewegung  wird  sich  nach  dem  d '  AI  emb  er  tischen  Princip  be- 
stimmen. 

Das  Gleichgewicht  heisst  stabil,  wenn  diese  Be- 
wegungen im  weiteren  Verlaufe  in  beliebig  engen 
Grenzen  eingeschlossen  bleiben,  wenn  man  nur  die 
anfänglichen  Störungen  hinlänglich  klein,  sonst 
aber  beliebig  annimmt 

Hier  gilt  nun  unter  der  Voraussetzung,  dass  der 
Saty  von  der  Erhaltung  der  Energie  gilt,  der  fol- 
gende Satz^): 

Ein  Gleichgewicht  ist  stabil,  wenn  die  Lage 
des  Systems  derart  ist,  dass  die  potentielle 
Energie  ein   Minimum  ist. 

Beim  Beweise  dieses  Satzes  nehmen  wir  an,  dass  die  Lage 
des  Systems  durch  eine  endliche  Anzahl  von  einander  unab- 
hängiger Parameter  (Coordinaten)  gi,  ^a,  33,  ...   bestimmt  sei. 


Wimen  und  alles  auf  die  Wirkung  von  Verbindungen  unter  den  Massen 
saräekzufuhren.  An  Stelle  der  potentiellen  Energie  tritt  dann  kinetische 
Energie  verborgener  Massen,  und  das  Energiegesetz  behauptet  die 
CoDftanz  der  gesammten  kinetischen  Energie,  also  der  lebendigen  Kraft. 
(Die  Prineipien  der  Mechanik  von  Heinrich  Hertz,  Leipzig  1894.) 
*)  Zuerst  von  Dirichlet  bewiesen.    Werke,  Bd.  2,  S.  1. 

19* 
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Die  rechtwinkligen  Goordinaten  o:,-,  y»,  ßi  der  einzelnen  Massen- 
punkte m«  sind  dann  Functionen  dieser  Parameter  g,  die  so  be- 
stimmt sein  müssen,  dass  alle  Bedingungsgleichungen  zwischen 
den  Goordinaten  der  m«-  identisch  befriedigt  sind«  Es  ist  zur 
Vereinfachung  des  Ausdruckes  sehr  vortheilhaft,  diese  Parameter 
qi  als  Goordinaten  eines  Punktes  in  einem  mehrdimen- 
sionalen Raum  R  aufzufassen.  Dann  entspricht  jeder  Lage 
des  Systems  ein  Punkt  tc  des  Raumes  12,  und  die  Bewegimg  des 
Systems  wird  abgebildet  durch  die  Bewegung  eines  Punktes  im 
Räume  IL  Die  potentielle  Energie  P  unseres  Systems  ist  dann 
eine  Ortsfunction  im  Räume  R  und  unser  Satz  behauptet,  dass 
ein  Punkt  in  12,  in  dem  P  ein  Minimum  ist,  einer  Lage  stabilen 
Gleichgewichts  entspricht. 

Die  in  zwei  Dimensionen  gezeichnete  Fig.  49,  die  man  sich 
im  Räume  R  zu  denken  hat,  hat  natürlich  nur  den  Zweck,  die 
Fig.  49.  gebrauchten    Ausdrücke    unmittelbar    ver- 

ständlich zu  machen.  Für  den  einfachsten 
Fall,  den  eines  einzelnen  Punktes  auf  einer 
gegebenen  Oberfläche,  entspricht  sie  übri- 
gens dem  wahren  Sachverhalt. 

Es  sei  also  cd  ein  Punkt,  in  dem  die 
Function  P  einen  Minimal werth  hat,  und 
da  wir  bei  P  eine  willkürliche  Constante 
hinzufügen  können,  so  wollen  wir  diesen 
Minimalwerth  der  Einfachheit  halber  gleich  Null  annehmen. 
Dann  können  wir  um  den  Punkt  cd  herum  ein  Gebiet  G  durch 
eine  (n  —  l)-dimensionale  Hülle  H  abgrenzen,  so  dass  itiner- 
halb  G  die  Function  ausser  im  Punkte  o  nur  positive  Werthe 
erhält,  und  es  lässt  sich  eine  positive  untere  Grenze  g  finden, 
80  dass  auf  der  ganzen  Hülle  H 

ist.  Nun  ertheilen  wir  dem  das  System  darstellenden  Punkte  « 
eine  Verschiebung  von  cd  nach  tIq  und  ertheilen  dem  System 
gleichzeitig  eine  gewisse  lebendige  Kraft  Tq,  so  dass  die  weitere 
Bewegung  nach  der  Gleichung 

(1)  T-\-P=To  +  Po 

geschieht.  Wir  können  aber  jetzt,  indem  wir  den  Punkt  n^ 
nahe  genug  an  cd  und  Tq  hinlänglich  klein  annehmen,  immer 

(2)  To^Po<9 


§.  122.  Die  Principien  der  Dynamik.  293 

machen,  und  dann  folgt  aus  (1),  da  P  und  T  nicht  negativ  sind : 

(3)  P<9, 

(4)  T<g. 

Die  Ungleichung  (3)  lehrt  uns,  dass  der  Punkt  n  im  Ver- 
laufe der  Bewegung  die  Hülle  H  niemals  erreichen,  noch  weniger 
also  überschreiten  kann,  und  aus  (4)  folgt,  dass  auch  die  Ge- 
schwindigkeiten immer  unter  einer  beliebig  eng  zu  wählenden 
Grenze  bleiben.  Hiermit  aber  ist  die  Stabilität  des  Gleich- 
gewichtes  nachgewiesen. 

Zu  diesen  Betrachtungen  wollen  wir  noch  eine  wichtige  Be- 
merkung hinzufügen. 

Es  ist  weder  im  vorigen  Paragraphen,  der  von  dem  Satze 
der  Erhaltung  der  Energie  handelt,  noch  in  diesem  Beweise  für 
die  Stabilität  des  Gleichgewichtes  ausgeschlossen,  dass  die  vir- 
tuellen Variationen  nicht  integrirbaren  Bedingungen  unterworfen 
sind,  auf  die  wir  schon  in  §.  118  hingewiesen  haben.  Bei  der 
Frage  nach  dem  Minimum  kommen  dann  auch  nur  die  diesen 
Bedingungen  genügenden  Variationen  in  Betracht. 

Nehmen  wir  z.  B.  den  Fall,  dass  eine  vollkommen  glatte, 
schwere  Kugel  gezwungen  ist,  auf  einer  gewölbten  Oberfläche  zu 
bleiben,  so  sind  keine  derartigen  Bedingungen  vorhanden.  An 
der  höchsten  Stelle  der  gewölbten  Fläche  wird  die  Kugel  nicht 
in  stabilem  Gleichgewichte  sein.  Die  Sache  wird  aber  sofort 
anders,  wenn  wir  die  Bedingung  stellen,  dass  die  Kugel  auf  der 
.Oberfläche  nur  rollen,  nicht  gleiten  kann;  liegt  dann  zugleich 
der  Schwerpunkt  excentrisch,  so  kann  das  Gleichgewicht  an  der 
höchsten  Stelle  der  Unterlage  sehr  wohl  stabil  sein,  wenn  zu- 
gleich der  Schwerpunkt  in  der  Kugel  seine  tiefste  Stelle  hat. 
Ob  das  Gleichgewicht  in  diesem  Falle  stabil  oder  labil  ist,  wird 
von  dem  Verhältnisse  der  Excentricität  des  Schwerpunktes  zu 
der  Krümmung  der  Unterlage  abhängen. 


§.  122. 
Die  Principien   der  Dynamik. 

Wir  haben  noch  zwei  andere  Formen  zu  besprechen,  in  denen 
man  die  Grundgesetze  der  Mechanik  darstellen  kann,  die  einfache 
Folgerungen  des  d' Alembert'schen   Princips  sind,    und  deren 


294  Vierzehnter  Abschnitt.  §.  122. 

jedes  eine  neue  Eigenschaft  der  Bewegungsvorgänge  ausdrückt. 

Man  erhält  sie,  wenn  man  die  thatsächlich  eintretende  Bewegung 

eines  Systems  mit  einer  unendlich  wenig  davon  verschiedenen, 

p.     -Q  einer    variirten   Bewegung   vergleicht.     Es 

ist  hierbei  wiederum  von  Vortheil  für  den 
Ausdruck,  die  Lagen  des  Systems  durch  die 
Lage  eines  Punktes  n  in  dem  Räume  Ü  zu 
veranschaulichen,  wobei  die  Bewegung  des 
Systems  durch  die  Bewegung  des  Punktes  % 
auf  einer  Gurve  im  Räume  B  dargestellt 
wird.  Wir  wollen  annehmen,  durch  die 
Cun^ACB  sei  die  thatsächlich  eintretende 
Bewegung  des  Systems  aus  der  Anfangs- 
lage A  in  die  Endlage  B  dargestellt. 
Wir  vergleichen  hiermit  einen  anderen,  aber  unendlich 
benachbarten  Uebergang  aus  derselben  Anfangslage  A  in 
dieselbe  Endlage  B,  Die  Punkte  dieser  variirten  Bahn  ordnen 
wir  in  einer  zunächst  willkürlichen  Weise  den  Punkten  der 
ursprünglichen  Bahn  zu,  so  dass  der  Punkt  %  einen  be- 
stimmten Punkt  n*  zum  Begleiter  hat,  wobei  jedoch  nicht  voraus- 
gesetzt werden  soll,  dass  etwa  n  und  ?r'  zur  selben  Zeit  erreicht 
werden  soll. 

Es  soll  in  dem  Augenblicke  ^,  der  der  Lage  n  des  Systems 
entspricht,  der  Punkt  m^  die  Goordinaten  xu  Vit  ssi  haben.  Bei 
der  variirten  Bewegung  mögen  dem  Punkte  n*  die  Zeit  t  -{-  dt 
und  die  Goordinaten  Xi  -j-  *^n  y%  +  ^yf?  fSi  -\-Szi  des  Punktes  mi 
entsprechen.  Den  Uebergang  von  n.  zu  n!  bezeichnen  wir  mit 
(ä,  nf). 

Hier  sind  also  die  Sxi^  dy«,  8zi^  St  als  willkürliche,  aber 
stetige  und  unendlich  kleine  Functionen  von  t  anzusehen.  Ist  9 
irgend  eine  Function  der  a:,-,  j/,-,  ^,-,  ^,  so  ist 

die  Variation  von  cp  beim  Uebergange  (jr,  n'). 

Sind  ^0  und  ti  die  Zeitpunkte,  in  denen  das  System  bei  der 
wahren  Bewegung  die  Anfangs-  und  Endlage  A  und  B  einnimmt, 
80  nehmen  wir  an,  dass  auch  die  variirte  Bewegung  von  der 
Lage  A  zur  Zeit  to  ausgehe,  während  die  Zeit  der  Endlage  B 
variirt  angenommen  werden  und  mit  ti  -|-  *'i   bezeichnet  sein 
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solL  Da  die  Anfangs-  und  Endlage  nicht  variirt  wird,  so  sind 
für  i=iQ  und  f  =  ^  die  Variationen  dxi,  dy,-,  dzi  =  0  za  setzen. 
Bedeutet  dt  die  Zeit,  die  zur  Durchlaufung  des  wahren 
Bahnelementes  (x^^i)  erforderlich  ist,  und  sind  dxi^  dyt^dzi^  dtp 
die  entsprechenden  Aenderungen  der  Goordinaten  und  der  Func- 
tion 9,  so  ist 

Hierdurch  ist  auch  die  Bedeutung  der  Zeichen  dSxt^  dSyi^  ddgiy 
ddi  gegeben,  und  es  ist  der  Werth  der  Zeit  und  der  Coordi- 
nate  Xt  in  dem  Punkte  n'i,  der  dem  Punkte  7t ^  ebenso  zu- 
geordnet ist,  wie  der  Punkt  n'  dem  Punkte  n: 

(2)         Xi  +  Sxi  +  dxi  +  ddXi,^   t -^  dt  ^  dt  -{-  ddt. 

Die  Geschwindigkeitscomponente  Ui  =  dxi/dt  ist  aber  eine 
Function  des  Punktes  n  und  hat  in  dem  Punkte  n'  einen  variirten 
Werth  Ui'\-Sui.  Es  ist  aber  nach  dem  Begriffe  der  Geschwindig- 
keit und  nach  (2) 

.g.  ^      dXi-{-ddXi        dxi  dtdSxi  —  dXidSt 

W        ^^  -  dt  +  dSt  ~'dV-  di^  ' 

und  Entsprechendes  gilt  für  die  Variation  der  beiden  anderen 
Geschwindigkeitscomponenten  t;^,  Wi  0*    Ist  also 


^)  Die  Bedeutong  der  Variation  d  lässt  sich  allgemein  so  definiren: 
Man  betrachte  t,  x^t  •  •  •  längs  der  Curve  Ä^  C,  B  als  Functionen  einer  un- 
abhänfrigen  Variablen  8  und  bezeichne  die  Differentialquotienten  irgend 
einer  Function  g>  nach  8  mit  dq).  Es  sei  *P  irgend  eine  Function  von  der 
Variablen  /,  a;^,  ...,  dt,  dx^,  ...  (sie  könnte  auch  noch  höhere Differential- 
qnotienten  enthalten).  Es  seien  nun  dt,  dx^,  ...  willkürliche  Func- 
tionen Ton  s,  und  b  eine  -  unbestimmte  Constante.    Man  ersetze  in  ^  die 

Fnnctionen 

*»  »^j»  •  •  • 

durch  t  -{'  sdt,        x^  4"  *<^^»i 

also  anch  dt  durch  d(t  -{-  Bdt)  z=z  dt  +  eddt,  dx^  durch  d{Xf  -f-  sdx^) 
z=z  dXf  -j-  sddx^,  wodurch  *!»  in  </»'  übergehen  möge,  und  verstehe  unter 
<f  4^  den  Coefficienten  der  ersten  Potenz  von  e  in  der  Entwicke- 
Inng  von  *P'  nach  steigenden  Potenzen  von  e.  Aus  dieser  Definition 
ergiebt  sich  z.  B. 

ddt  =  ddt,    ddx^  =  ddx^,     .  .  . 

[VgL  Lagrange  (1762)  (Ostwald's  Classiker,  Nr.  47);  Gauss,  Principia 
generaKa  eot.    Werke,  Bd.  V.,  S.  59  f.] 
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2 
die  lebendige  Kraft,  so  ergiebt  sich  aus  (3) 

rK\    XT      -sr^^  f^^i^^^i  I   dyiddyi  .dzidSeA       ^rpddi 
(5)    ST=^m,[j^-j^-\-^-^  +  ^-^)-2T-^, 

und  mit  Benutzung  der  Relationen: 

d^dx- 
dxi  ddxi  d^Xi  ^       .       dt      *     . 

IT -JT  =  - -JF '^  +  —dt—  "*°-' 

(6)  ,T=-2«.,(?|*^+f|»».+^^'M - 2r^' 

Diesen  Ausdruck  multipliciren  wir  mit  dt  und  integriren 
zwischen  den  Grenzen  ^0,^1.  Da  wir  Sxi^  Syi^dzi  an  beiden 
Grenzen  =  0  angenommen  haben,  fällt  nach  der  Integration  das 
dritte  Glied,  in  dem  sich  die  Integration  ausfuhren  lässt,  heraus, 
und  es  ergiebt  sich 

(T)    I'OW,  =  -  I'S  »  (1-1  »X,  +  *|  «„  +  f  i-',«,)  äi 


to 


-'{^"i 


■"'  dt 


t 

Es  bedeute 

(8)  «^  =  -  2  (XidXi  +  YiSyi  +  Zidzi) 

die  Arbeit,  die  durch  die  Verschiebung  (jr,  tc')  gegen  die  Kräfte 
des  Systems  geleistet  wird.  Diesen  Ausdruck  multipliciren  wir 
wieder  mit  dt  und  integriren  zwischen  denselben  Grenzen.  Dann 
ergiebt  sich  durch  Verbindung  mit  (6) 

h 

(9)  f^2T-^  +  *r-  SA\dt  = 

Wenn  wir  nun  aber  annehmen,  die  Verschiebung  (jr,  jr*)  sei 
eine  virtuelle,  so  verschwindet  nach  dem  d'Alembert'schen 
Principe  das  zweite  Integral  vollständig,  und  es  ergiebt  sich 
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(10)  {[2T~  +  dT-dA\dt  =  0 

als  Bedingung  für  die  thatsächlich  eintretende  Bewegung. 

Hierbei  ist  aber  wobl  zu  beachten,  dass  die  Verschiebung 
(sr,  ^k')  in  dem  Augenblicke  t  eine  virtuelle  sein  muss.  Daraus 
folgt  nicht,  dass  die  variirte  Bahn  ACB  mit  den  Bedingungen 
der  Aufgabe  verträglich  sein  muss,  da  ja  der  Punkt  n*  auf  dieser 
zu  einer  anderen  Zeit,  nämlich  i  -{-  8t^  erreicht  wird.  Es  würde 
nur  dann  die  variirte  Bahn  nothwendig  mit  den  Bedingungen 
des  Systems  verträgUch  sein,  wenn  diese  Bedingungen  von  der 
Zeit  unabhängig  sind  und  keine  Differentiale  enthalten  ^). 

Zur  Au&tellung  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
giebt  nun  die  Formel  (9)  mehr  als  nöthig  ist.  Es  genügt,  wenn 
wir  zwischen  den  Variationen  des  Ortes  und  der  Zeit  noch  eine 
Relation  willkürlich  annehmen,  und  je  nachdem  man  diese  Rela- 
tion so  oder  anders  wählt,  erhält  man  verschiedene  Formen  des 
Princips  der  Dynamik.  Zwei  dieser  Formen  sind  es,  die  in  der 
Mechanik  besonders  benutzt  werden. 


§.  123. 

Das  Hamilton'sche  Princip  und  die  zweite  Lagrange'sche, 
Form  der  Differentialgleichungen  der  Dynamik. 

Die  erste  Specialisirung  der  Formel  (9)  in  §.  122  besteht  darin 
dass  man  d^  =  0  setzt,  also  annimmt,  dass  die  Punkte  n  und  n' 
gleichzeitig  durchlaufen  werden.  Dann  ergiebt  sich  das 
Hamilton 'sehe  Princip  in  seiner  allgemeinen  Gestalt 

(1)  [(8T—8A)dt  =  0. 

u 
Hierbei  ist  weder  über  die  Kräfte  noch  über   die  Bedingungen 
irgend  eine  Voraussetzung  gemacht. 

Eine  wesentlich  einfachere  Gestalt  nimmt  aber  die  Formel 
an,  wenn  wir  eine  Eräftefunction  ü  oder  eine  potentielle  Energie 
P  =  —  JJ  voraussetzen.  Dann  ist  8A^=SP  =  —  J  ?7,  und 
wir  können  die  Formel  (1)  so  schreiben: 

')  Diesen  Punkt  hat  zuerst  Holder  klar  gelegt.    Götting.  Nachr.  1896. 
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(2)  *  ((2'+  ü)dt  =  0. 

<o 

In  dieser  Form  wird  das  Hamilton'sche  Princip  gewöhn- 
lich angewandt  Es  ist  hierbei  zwar  die  Existenz  einer  Kräfte- 
function  Torausgesetzt.  Diese  kann  aber  auch  noch  Ton  der  Zeit 
abhängen.  Ebenso  können  die  Bedingungen  von  der  Zeit  ab- 
hängen. Bei  der  Bildung  der  Variation  d  ist  die  Zeit 
nicht  mit  zu  variiren. 

Wir  wollen  noch  zeigen,  wie  sich  aus  diesem  Princip  die 
Differentialgleichungen  der  Bewegung  herleiten  lassen.  Wir 
nehmen  wie  früher  die  Lage  des  Systems  bestimmt  an  durch  eine 
gewisse  Anzahl  von  einander  unabhängiger  Variablen  2it  Ja,  •  •  • 
und  machen  weiter  die  Annahme,  die  nun  freilich  eine  der 
£in£EU)hheit  halber  gemachte  beschränkende  Voraussetzung  ist, 
dass  auch  die  Variationen  Sq^^  dq^,  ...  von  einander  unabhängig 
sind  und  dass  die  Function  ü  nur  von  den  g^  und  etwa  noch 
von  der  Zeit,  aber  nicht  von  den  Ableitungen  dqi/dt  abhängt. 
Zur  Vereinfachimg  setzen  wir 

/Qx  '  dqi 

(^^  3^  =  -dT 

und  denken  uns  nun  also  T -{-  ü  als  Function  von  9i,  9si  .  •  i 
9i,  9a,  . . .  dargestellt.    Dann  ergiebt  sich  aus  (2) 

Nun  schliesst  man  wie  in  §.  122  (3) 

jsf_  ddqi 

woraus  man  die  Identität  ableitet: 


'dT 

dqi    ^'  dt\dqj    *^         dt 


8T.  ,  d   /8T> 


Ol'«') 


also,  da  die  3qi  an  den  Grenzen  des  Integrals  verschwinden: 


I 


k 


-^\       dqi  dtdqj     ^ 
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Da  wir  nun  die  8qi  als  von  einander  unabhängig  an- 
genommen haben,  so  ergiebt  sich  hieraus  das  System  Ton 
Differentialgleichungen : 

^^  dqi  dtdqi' 

und  die  Anzahl  dieser  Gleichungen  ist  so  gross  wie  die  Anzahl 
der  unbekannten  Functionen  g«-.  Es  sind  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung,  durch  deren  Integration,  wenn  m  die  Zahl  der 
Variablen  qt  ist,  2m  willkürliche  Gonstanten  eingeführt  werden. 
Diese  Gleichungen  sind  unter  dem  Namen  der  Lagrange^ sehen 
Differentialgleichungen  (in  der  zweiten  Form)  bekannt. 

§.  124. 

Die   Hamilton'sche  Form   der  dynamischen 

Differentialgleichungen. 

Die  Hamilton^sche  Form  der  Differentialgleichimgen  der 
Dynamik  ist  eine  Umformung  der  Lagrange'schen,  die  darauf 
beruht,  dass  man  an  Stelle  der  qi  andere  Variablen  j>«  durch  die 
Gleichung  einführt: 

(1)  Pi  =  T-T- 

oqi 

Dann  kann  man  mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  die  Function  T 
als  Function  der  g^,  g^,  ...,  jpi,  ps,  ...  darstellen,  und  man  erhält 
80  2  m  unbekannte  Functionen  von  ^,  für  die  man  aber  auch  nur 
2  m  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  findet. 

Zu  bemerken  ist,  dass  die  q^  nur  in  T,  nicht  in  ü  vor- 
kommen, und  dass  T  eine  homogene  Function  zweiten 
Grades  der  Variablen  gj  ist.  Die  Gleichungen  (1)  geben  daher 
ein  System  linearer  Gleichungen  für  die  gj-,  deren  Determi- 
nante nicht  verschwindet,  weil  T  für  kein  von  Null  verschiedenes 
System  der  Variablen  gj  verschwinden  kann. 

Nach  dem  Euler'schen  Satze  über  die  homogenen  Func- 
tionen hat  man  die  Relation 

(2)  2T=2|f3.'  =  2i'.3*- 

Wir  drücken  nun  T  einmal  durch  g,-,  gj  und  dann  durch  g, 
und  pi  aus,  und  bezeichnen   die   Differentialquotienten   von    T 
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unter  der  letzten  Voraussetzung  durch  Klammem,  man  erhält 
dann  durch  vollständige  Differentiation 

=  2  (H)  ^*  +  2  ©  ^^' 

also 

und  andererseits  aus  (2) 

(4)  2dT=  vg,di>,  +  v^.dg;., 

also  aus  (3)  und  (4): 

und  hieraus,  weil  hier  dqi  und  e{|)<  willkürliche  Differentiale  sind: 

Dann  haben  wir  nach  (6),  da  U  auch  von  pi  unabhängig  ist: 
8(T+t7)_       /a(T-t7)\       /a(T-?7)\_/8T\ 

und  wir  führen  jetzt  eine  Function  H^  die  Hamilton'sche 
Function,  durch  die  Definition 

(8)  T—  U=  H 

ein,  denken  uns  aber  diese  Function  nicht  durch  g,,  gl«,  sondern 
durch  qi^  pi  ausgedrückt.  Dann  können  wir  bei  den  partiellen 
Ableitungen  die  Klammem  wieder  weglassen  und  erhalten  aus 
(6)  mit  Benutzung  von  (1)  und  §.  123  (3)  und  (5) 

dH_dqi        dn__dpi^ 
^^  cpi  ~  dt'       dqi  ~        dt  ' 

und  dies  ist  die  Hamilton'sche  oder  auch  die  canonische 
Form  der  dynamischen  Differentialgleichungen. 
Aus  (9)  ergiebt  sich 

(\(s\  V  ^^  ^^'  ^  V  ^^  ^^'  —  0 

(1^)  2.  ^Yi  ~dt    +  ^  cqi   dT  -  ^' 

und  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist,  wenn  R  von  der  Zeit 
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unabhängig  ist,   der  Differentialquotient  dH/dt.  Man   erhält 

dann  also  unmittelbar  den  Satz  von  der  Erhaltung  der  Energie 
in  der  Form  H  =  const. 


§.  125. 
Das  Princip  der  kleinsten  Wirkung. 

Durch  eine  andere  specielle  Annahme  über  die  in  der  all- 
gemeinen Formel  §.  122  (9)  anzuwendende  Variation  gelangt  man 
zu  dem  berühmten  Princip  der  kleinsten  Wirkung  von 
Maupertuis,  was  ebenfalls  zur  Aufstellung  der  dynamischen 
Differentialgleichungen  benutzt  werden  kann. 

Man  kann  auf  der  variirten  Bahn  ÄC'B  (Fig.  50,  §.  122) 
die  dem  Punkte  tc'  entsprechende  lebendige  Kraft  beliebig  an- 
nehmen, wenn  sie  nur  von  der  dem  Punkte  tc  entsprechenden 
unendlich  wenig  verschieden  ist  Dadurch  ist  die  Variation  der 
Zeit,  dtj  erst  bestimmt,  und  wird  im  Allgemeinen  nicht  mehr 
gleich  Null. 

Man  wähle  nun  diese  Variation  so,  dass 

(1)  dT=-dÄ 

wird,  d.  Yl  man  nehme  an,  dass  die  Variation  (tt,  tc')  so  vor- 
genommen werde,  dass  der  Verlust  an  kinetischer  Energie  gleich 
der  geleisteten  Arbeit  werde,  d.  h.,  so  wie  es  der  Satz  von  der 
Erhaltung  der  Energie  verlangt,  wenn  wir  auch  hier  noch  nicht 
anzunehmen  brauchen,  dass  bei  der  wahren  Bewegung  Ä  CB  der 
Satz  von  der  Erhaltung  der  Energie  bestehe.  Wenn  man  dann 
dA  eliminirt,  so  kann  man  die  Gleichung  (9),  §.  122,  so  dar- 
stellen: 

h 

2  [{TdSt-\-8Tdt)  =  0, 


oder  auch 


k 


•1 
(2)  öfTde  =  0. 

Wenn  der  Satz  von  der  Erhaltung  der  Energie  Gültigkeit 
hat,  wenn  also  eine  von  der  Zeit  unabhängige  Kräftefunction  TJ 
existirt,  so  ist,  wenn  wir  mit  h  die  Integrationsconstante  be- 
zeichnen : 


^ .  0 


\'a 
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(3)  T=U+h, 

und  diese  Relation  mnss  auch  bei  der  Variation  in  (2)  erhalten 
bleiben.  Bezeichnen  wir  femer  mit  dSi  das  Wegelement  des 
Punktes  nti,  so  ist 

und  wenn  wir  also  T  und  dt  durch  (3)  und  (4)  aus  (2)  eliminiren, 
so  ergiebt  sich 

(5)  d  fyü^  +  Ä  Vw<ds?  =  0. 

Das  Integral  (5)  ist  nun  nicht  mehr  ein  Zeitintegral,  sondern 
über  eine  Strecke  zu  nehmen.  Man  kann  etwa  einen  der  Wege  5# 
als  unabhängige  Variable  auffassen,  und  so  lautet  dann  das 
Princip  so,  dass  das  Integral 

(6)  [Tdt  =   \\U-j-h  \midsi, 

das  man  als  die  Wirkungsgrösse  bezeichnet,  bei  der  that» 
sächlich  eintretenden  Bewegung  aus  der  Anfangs-  in  die  Endlage 
so  klein  als  möglich  werde.  Dieses  Minimum  findet  aber  nur  so 
lange  wirklich  statt,  als  die  beiden  Grenzlagen  nicht  zu  weit  aus 
einander  gewählt  werden  i). 


^)  Vergl.  Jacobi,    Vorlesungen   über   Dynamik.     Hertz,   Mechanik, 
Art.  615. 
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Fünfzehnter  Abschnitt. 

Elektrostatik. 


§.  126. 

Vectoren  im  elektrischen  Felde. 

Nach  den  in  der  neueren  Physik  zur  Herrschaft  gekommenen, 
auf  Faraday  und  Maxwell  zurückgehenden  Anschauungen 
werden  zur  Erklärung  der  elektrischen  Erscheinungen  haupt- 
sächlich Vorgänge  und  Zustände  im  Dielektricum,  d.  h.  in 
den  die  Leiter  der  Elektricität  umgebenden  Nichtleitern  heran- 
gezogen i).  Durch  die  freie  Elektricität  wird  im  Dielektricum  ein 
Spannungs-  oder  Zwangszustand  hervorgerufen,  durch  den  in 
jedem  Volumenelement  ein  gewisser  Energie vorrath  aufgespeichert 
wird,  etwa  wie  bei  einer  durch  ein  Gewicht  gespannten  Feder. 

Zur  analytischen  Darstellung  dieser  Verhältnisse  denken  wir 
uns  den  ganzen  Raum  ausgefüllt  mit  einem  Dielektricum,  in  dem 
einzelne  beliebig  gestaltete  Leiter  der  Elektricität  von  endlicher 
Ausdehnung  eingebettet  sind. 

Wir  schliessen  auch  den  Fall  nicht  aus,  dass  das  Dielektri- 
cum aus  verschiedenartigen  Bestandtheilen  besteht,  wie  es  z.  B. 
eintritt,  wenn  in  der  Luft  Nichtleiter  der  Elektricität  aus  ver- 
schiedenen Substanzen  eingelagert  sind. 

*)  A  Treatise  on  Electricity  and  Magnetism  by  James  Clerk  Max- 
well, Oxford  1873;  deutsch  von  Weinstein,  Berlin  1883.  Aus  der  deut- 
schen Literatur  über  diesen  Gegenstand  erwähnen  wir  hier  die  Abhandlung 
von  Hertz,  „lieber  die  Grundgleichungen  der  Elektrodynamik  in  ruhenden 
Körpern",  Göttinger  Nachrichten  1890.  Gesammelte  Abhandlungen  II,  S.  208. 
Föppl,  Einführung  in  die  Maxw^ell'sche  Theorie  der  Elektricität  (Leipzig 
1890).  Boltzmann,  Vorlesungen  über  die  Maxwell* sehe  Theorie  der 
Elektricität  und  des  Lichtes,  Leipzig  1891  bis  1893.  Helmholtz,  Vorlesungen 
über  die  elektromagnetische  Theorie  des  Lichtes,  herausgegeben  von  König 
and  Runge  (1897). 

Biemann- Weber,   Partielle  Diffcrentialgleithungen.  20 
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Die  Leiter  der  Elektricität  sind  nach  diesen  Anschauungen 
dadurch  charakterisirt,  dass  in  ihnen  ein  Spannungszustand  sich 
nicht  halten  kann,  sondern  mit  der  Zeit  zerfällt,  und  folglich 
kann  im  Inneren  eines  Leiters  im  Gleichgewichtszustand 
keine  Energie  aufgespeichert  sein. 

Zur  Darstellung  des  elektrischen  Zustandes  in  diesem  Felde 
brauchen  wir  zwei  Vectoren,  von  denen  der  eine  (S  als  Kraft, 
der  andere  ®  als  eine  durch  diese  Kraft  hervorgerufene  Ver- 
schiebung aufgefasst  werden  kann.  Die  Kraft  @  bezieht  sich  auf 
die  Volumeneinheit,  und  auf  ein  Volumenelement  dt  wirkt  die 
Kraft  6dr. 

Die  Verschiebung  S)  weckt  eine  der  Kraft  6  gleiche  und 
entgegengesetzte  Gegenkraft,  ähnlich  wie  die  elastische  Kraft 
einer  gespannten  Feder  der  spannenden  Kraft  entgegenwirkt. 
Die  in  einem  Volumenelement  dt  angehäufte  (potentielle)  Energie 
ist  die  Arbeit  der  Kraft  @dr,  also  das  Product  aus  der  Kraft 
und  der  nach  der  Richtung  der  Kraft  geschätzten  Verschiebung. 
Das  elektrische  Gleichgewicht  wird  dann  eintreten,  wenn  die  Ge- 
sammtgrösse  dieser  Energie  ein  Minimum  ist  (§.  121). 

Zunächst  müssen  wir  die  Voraussetzungen,  die  zu  machen 
sind,  genauer  präcisiren : 

1.  Die  Verschiebung  35  ist  von  der  Kraft  @,  abhängig.  In 
einem  isotropen  Dielektricum,  d.  h.  bei  einer  Substanz, 
die  sich  in  allen  Richtungen  gleich  verhält,  haben  beide 
Vectoren  die  gleiche  Richtung.  Wir  setzen  diesen  Fall 
hier  allein  voraus,  sehen  also  von  krystallinischen  Medien 
ab.  Wir  nehmen  an,  was  vielleicht  nur  in  erster  An- 
näherung zutrifft,  dass  die  Grösse  der  Kraft  mit  der 
Grösse   der  Verschiebung   proportional   ist,    und  setzen 

demnach 
(1)  4;r2)  =  £6. 

Der  Coefficient  s  heisst  die  Dielektricitäts- 
constante.  Sie  ist  in  einem  homogenen  Medium  eine 
wirkliche  Constante,  um  aber  auch  inhomogene  Dielek- 
trica  zu  berücksichtigen,  sehen  wir  e  im  Allgemeinen 
als  eine  Function  des  Ortes  an,  und  schliessen  auch  den 
Fall  nicht  aus,  dass  s  an  Flächen  unstetig  wird.  Dies 
haben  wir  dann  anzunehmen,  wenn  zwei  verschiedene 
Dielektrica  sich  in  einer  Fläche  berühren. 
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2.  Die  Grösse 

(2)  div  S)  =  p      (§.  87) 

heisst  die  räumliche  Dichtigkeit  der  wahren  Elek- 
tricität. 

Das  Product  gdv  ist  die  im  Volumenelement  dr  an- 
gehäufte Menge  wahrer  Elektricität,  und  q  ist  eine 
Function  des  Ortes,  die  auch  unstetig  sein  kann  und  die 
überall  da  gleich  Null  zu  setzen  ist,  wo  keine  räumliche 
elektrische  Ladung  vorhanden  ist.  Wir  können  also 
geradezu  die   Elektricität  als  Ver-  Yig,  51. 

dichtung  oder  Verdünnung  einer 
hypothetischen  Substanz,  des  Aethers, 
auffassen. 

3.  Der  Vector  3)  kann  an  Flächen 
unstetig  sein.  Ist  S  eine  solche 
ünstetigkeitsfläche,  und  do  ein  Ele- 
ment dieser  Fläche,  so  ziehen  wir 
in  einer  beliebigen  Richtung  eine  Normale  v,  und  unter- 
scheiden beide  Seiten  von  do  durch  den  Index  -|-  und  — , 
wie  die  Figur  zeigt.  Ist  dann  Dv  nach  der  Bezeichnung 
in  §.  85  die  Componente  von  2)  in  der  Richtung  v,  so 
heisst  die  Differenz 

(3)  D^  -D^  =  6 

die  Flächendichtigkeit  der  wahren  Elektrici- 
tät, und  6do  ist  die  auf  dem  Flächenelement  do  an- 
gehäufte Menge  wahrer  Elektricität. 

4.  Während  die  Verschiebung  2)  von  der  Grösse  2),  die 
wir  uns  als  unendlich  klein  vorstellen,  ausgeführt  wird, 
wächst  die  Kraft  6  stetig  von  Null  bis  zu  ihrem  vollen 
Werthe  E  nach  der  Formel  (1).  Bei  der  Berechnung 
der Gesammtarbeit  ist  daher  der  Mittel werth  \E  in  Rech- 
nung zu  ziehen,  und  es  ergiebt  sich  daraus  für  das 
Element  dz  nach  eingetretener  Verschiebung  derEnergie- 
vorrath 

W  dT  =  \El)dx, 

und  daraus  erhält  man  den  Energievorrath  des  ganzen 
Systems 

20* 


i 
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(5)  T  =  l\ 


EVdr, 


Hier  haben  6  und  S  gleiche  Richtung,  und  es  ist  da- 
her, wenn  wir  die  Componenten  Ex,  Ey^  Eg\  Dx^  Dy,  Dx 
einführen, 

ED  =  ExDx  +  EyDy  +  i;A, 

und  folglich 

(6)  T  =  \\  (^'^'  +  ^y^y  +  ^'^')  ^^• 

Der  Gleichgewichtszustand  wird  dann  eintreten,  wenn 
diese  Grösse  unter  den  gegebenen  Bedingungen  so 
klein  als  möglich  wird,  oder  wenn  für  jede  zulässige 
Variation   d@,  ö®    der   Vectoren   @    und  2)    die    erste 

Variation 

(7)  8T=0 

ist. 

5.  Wir  nehmen  an,  dass  der  elektrische  Spannungszustand 
auf  ein  endliches  Gebiet  beschränkt  sei,  dass  also  in  un- 
endlicher Entfernung  ein  unelektrischer  Zustand  herrsche. 
Auch  nehmen  wir  die  Unstetigkeiten  des  Feldes  auf  ein 
endliches  Bereich  beschränkt  an.  Dies  drückt  sich  durch 
folgende  Bedingungen  aus. 

Jenseits  einer  Kugel  R  mit  hinlänglich  grossem  Radius  B 
sind  die  Componenten  E^^  Ey^  Eg  überall  bestimmte  und  stetige 
Functionen  des  Ortes.  Die  Gesammtenergie  des  Feldes  ist,  wenn 
wir  mit  dco  das  Flächenelement  der  Einheitskugel,  mit  r  den 
Radiusvector  bezeichnen,  nach  (1),  (5)  und  (G)  der  Ausdruck 

00 

ü 

und  wenn  wir  einen  Punkt  auf  einem  Radiusvector  r  ins  Unend- 
liche verschieben,  so  wird  die  gegen  die  Kraft  @  geleistete  Arbeit 
durch  das  Integral 


00 


Erdr 

ausgedrückt.     Wir  nehmen  an,  dass  diese  Integrale  (8)  und  (9) 
endlich  seien.    Diese  Annahme  involvirt  die  andere,  dass  » 

(10)  lim  liEx  =  0,    lim  REy  =  0,    lim  ü  E,  =  0, 
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wenn  R  unendlich  wird.  Die  Integrale  (8)  und  (9)  sind  sicher 
convergent,  wenn  sich  eine  positive  Zahl  Je  bestimmen  lässt,  so 
dass 

(11)  E'+*^x,    R'^'^Ey,    R'^'^E, 

für  B  =  00  nicht  unendlich  werden,  also  sicher  dann,  wenn 

(12)  R'E:c.    R'Ey,    R'E, 

nicht  unendlich  werden. 

Die  Voraussetzung,  auf  die  es  wesentlich  ankommt,  ist  die 
Convergenz  der  Integrale  (8)  und  (9).  Diese  fordert  die  Rehi- 
tionen  (10)  und  wird  von  jeder  der  Bedingungen  (11)  und  (12) 
eingeschlossen. 

Diese  Voraussetzungen  sollen  uns  übrigens  nicht  abhalten, 
gelegentlich  auch  einen  ins  Unendliche  verlaufenden  elektrischen 
Zustand  zu  betrachten,  z.  B.  einen  mit  Elektricität  geladenen 
unendlichen  Cylinder.  Dann  erfordern  die  letzten  Bedingungen 
gewisse  Modificationen,  auf  die  wir  in  den  einzelnen  Fällen 
zurückkommen  werden. 

Nach  dieser  Voraussetzung  betrachten  wir  es  als  eine  aus- 
reichende Gleichgewichtsbedingung,  wenn  die  Gleichung  (7)  er- 
füllt ist  für  alle  zulässigen  Variationen  d6,  öD,  die  ausser- 
halb einer  ganz  beliebigen  geschlossenen  Fläche 
verschwinden. 

§.  127. 
Das  elektrostatische  Problem. 

Um  das  Problem  der  Elektrostatik  allgemein  zu  formuliren, 
nehmen  wir  ein  unendliches  Feld  an,  das  aus  Leitern  und  Nicht- 
leitern bestehen  mag.  Unstetigkeiten  des  Feldes  mögen  in  be- 
liebigen Flächen  vorkommen.  Die  einzelnen  Körper,  aus  denen 
das  System  besteht,  betrachten  wir  als  feststehend.  In  den  Nicht- 
leitern, seien  es  Körper  oder  Flächen,  nehmen  wir  die  wahre 
Elektricität,  wenigstens  durch  die  hier  in  Betracht  kommenden 
Kräfte,  als  unbeweglich  und  unveränderlich,  also  als  eine  gegebene 
Grösse  an.  In  den  Leitern,  wo  die  Elektricität  vollkommen 
leicht  beweglich  ist,  ist  die  wahre  Elektricität  veränderlich,  und 
nur  die  in  jedem  einzelnen,  von  den  übrigen  getrennten  Leiter 
vorhandene  Gesammtmenge  ist  als  gegeben  zu  betrachten. 


# 
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Wir  wollen  nun  nachweisen,  dass  die  Bedingung  des  Gleich- 
gewichtes dT=ö  unter  folgenden  Voraussetzungen  erfüllt  ist: 

I.    Im  Inneren  eines  jeden  Leiters  ist 

(1)  6  =  0,®  =  0. 

IL    6  ist  ein  Potentialvector,  d.  h.  es  ist  überall 

(2)  curl  (S  =  0. 

Wenn  man  also  die  Function  (p  durch 

(3)  q>  =  —  {E,ds 
definirt,  so  ist 

(4)  £;,  =  __,    i?^  =  __,    £.  =  -gj- 

Das  Integral  (3)  ist,  wenn  der  Integrationsweg  von 
einem  Punkte  ausserhalb  der  Kugel  R  anhebt  (§.  126,  5.), 
in  diesem  ganzen  Räume  ausserhalb  eine  eindeutige 
Function  des  Ortes.  Wenn  der  Integrationsweg  ganz  im 
Unendlichen  verläuft,  so  ist  das  Integral  wegen  der  Vor- 
aussetzung [§.  126  (9)]  gleich  Null,  und  daraus  folgt, 
dass  (p  im  Unendlichen  einen  bestimmten  Werth  hat. 
Wir  können  also  das  Integral  (3)  auch  im  Unendlichen 
anfangen  lassen,  d.  h.  wir  können  9  so  definiren,  dass 
es  im  Unendlichen  verschwindet.  Dies  soll  für 
die  Folge  geschehen.  Setzen  wir  das  Integral  (3)  in  das 
Innere  der  Kugel  R  fort,  so  ändert  sich  q>  stetig,  kann 
aber  möglicher  Weise  bei  verschiedenen  Integrations- 
wegen an  einem  und  demselben  Punkte  verschiedene 
Werthe  erlangen,  also  an  gewissen  Sperräächen  unstetig 
werden  (§.  93).    Wir  nehmen  aber  an 

IIL  das  Potential  q)  ist  im  ganzen  Felde  stetig,  im  Un- 
endlichen gleich  Null  und  in  jedem  einzelnen  Leiter 
constant. 

IV.    Die  räumliche  Dichtigkeit  der  wahren  Elektricität 

(5)  divSD  =  divi^  =  p 

ist  in  jedem  Punkte   des  Dielektricums,  also  ausserhalb 
der  Leiter  gegeben ;  es  genügt  daher  nach  (4)  die  Function 
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qp  in  dem  ganzen  Räume  ausserhalb  der  Leiter  der  par- 
tiellen Differentialgleichung 

de  ^        de  TT^        de  -^ 

(6)  -^ --^  -\ =  —  4ä9, 

^  ^  dx      ^      dy       ^       cz  ^ 

worin  q  eine  gegebene  Function  des  Ortes  ist 

V.    An    jeder    mit    Elektricität     geladenen    nichtleitenden 
Fläche  ist 

(7)  D;  -  Z>7  =  (J 

eine  gegebene  Function  des  Ortes,  was  für  q>  die  Be- 
dingung giebt 

VL    Auf  den  leitenden  Flächen  ist 

(9)  Bt  -D-=6 

nicht  gegeben,  sondern  es  ist  nur  das  über  die  ganze 
Oberfläche  eines  jeden  einzelnen  Leiters  erstreckte  In- 
tegral 

(10)  \  6do  =  e 

eine  gegebene  Grösse. 

Ist  die  Fläche  die  Grenze  eines  räumlich  ausgedehnten  Leiters, 
80  ist,  wenn  die  Normale  v  aus  dem  Leiter  in  den  Nichtleiter 

hinein  positiv  gerechnet  wird,  D~  =  0,  also  D^  =  ö.   Es  können 

aber  auch  leitende  Flächen  vorkommen,  die  als  unendlich  dünne 
Leiter  (Blech)  zu  betrachten  sind;  dann  gilt  die  Formel  (7). 

Es  ist  nun  nachzuweisen,  dass  unter  diesen  Voraussetzungen 
dT=0  ist.    Nach  §.  126  (6)  ist  aber 

(11)  T=  i|  (i\Z>.  +  EyDy  +  E,D,)  dt. 
Nach  §.  126  (1)  ist  ferner 

also  auch  für  die  x-Componente 


tx^  ^  -•.  V  .M^x    ^  ^  -^X^ 


312  Fünfzehnter  Abschnitt.  §.  127. 

und  folglich 

Da  Gleiches  für  die.  anderen  Componenten  gilt,  so  erhält 
man 

(12)  ÖT=  f  (£,*D:c  +  -Ey«Dy  +  jE;,«2),)dr. 

Nach  IL  (4)  ist  aber 

TP  AT)  ^^  xn   —        d(pdD^    ,        ddPg 


und  daher 


«r=—   f  div(g)«^)dr  +  fg)div«®dr. 


Wenden  wir  nun  auf  den  ersten  Bestandtheil  dieses  Aus- 
druckes den  Gauss' sehen  Integralsatz  (§.  89)  an,  so  folgt  mit 
Rücksicht  auf  die  Stetigkeit  von  9 

(13)  ÖT=  {q>S{D^  —  JD-ydo-}-  [ydivd^dr, 

und  wenn  also  öq  und  Ö0  die  Variationen  der  räumlichen  und 
der  Flächendichtigkeit  sind: 

(14)  dT=  f  g)«<Jdo+  I  q)ÖQdt. 

Nun  ist  aber  in  den  Nichtleitern  öq  und  öö  =:  0.  In  einem 
Leiter  L  ist  9  constant,  und  folglich  ist  für  diesen  Leiter 

I  (föödo  -\-  l  q)dQdt  =  9)  M  dödo  -{-  l  dgdtY 

und  weil  die  Gesammtmenge  der  wahren  Elektricität  auf  dem 
Leiter  L  gegeben  ist,  so  ist 

[  dödo  +  [dQdt  =  0, 

auch  dann  noch,  wenn  durch  die  Variation  5  Elektricität  von 
der  Oberfläche  des  Leiters  in  das  Innere  gedrungen  sein  sollte. 
Folglich  ist 

(15)  äT=0, 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

Die  Function  <p  heisst  das  elektrische  Potential  oder 
auch  die  elektrische  Spannung.  Sie  hat  beim  Gleich- 
gewichtszustande in  jedem   Leiter  einen   constanten  Werth. 
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§.  128. 
Der  Energievorrath  und  die  freie  Ladung. 

Durch  ähnliche  Betrachtungen,  wie  wir  sie  hier  zum  Be- 
weise der  Gleichung  d  T  =  0  durchgeführt  haben,  lässt  sich  auch 
der  in  einem  elektrostatischen  Systeme  vorhandene  Energievorrath 
selbst  berechnen.    Es  ist  nämlich 

=  —  i  j  div  (g) 3))  dr  +  i  j  9  div  2) dr, 

und  wenn  man  wieder    das    erste    dieser  Integrale    durch  den 
Gau  SS 'sehen  Satz  umformt 

(1)  T=\jq>ödo  +  ^jq>Qdz. 

Hieraus  können  wir  schliessen,  dass  es  nur  eine  einzige 
Function  g>  geben  kann,  die  den  Bedingungen  I.  bis  VI. 
§.  127  genügt.  Denn  angenommen,  wir  hätten  zwei  solche  Func- 
tionen 9i,  92,  so  würde  ihre  Differenz 

9  =  9i  —  9-2 

denselben  Bedingungen  mit  p  =  0  im  ganzen  Felde,  mit  <J  =  0 
an  den  nichtleitenden  Flächen,  und  mit  e  =  0  an  den  leitenden 
Flächen  genügen.  Für  dieses  tp  würde  sich  daher  T  =  0  er- 
geben [nach  (1)],  und  dies  ist  nur  möglich,  wenn  -B«,  Ey^  Eg 
verschwinden,  also  q>  constant,  und  da  es  nach  §.  127,  III.  im 
Unendlichen  verschwinden  soll,  gleich  Null  ist. 

Als  CoroUar  aus  der  hiermit  bewiesenen  Eindeutigkeit  des 
elektrostatischen  Problems  ergiebt  sich  die  folgende  Anwendung. 
Nehmen  wir  die  Aufgabe  für  irgend  ein  gegebenes  System  von 
Leitern  und  Nichtleitern  als  gelöst  an,  und  stellen  nun  in  einem 
der  räumlich  ausgedehnten  Leiter,  in  dem  also  (p  constant  ist, 
^en  Hohlraum  her,  den  wir  durch  einen  Nichtleiter,  aber  ohne 
elektrische  Ladung,  ersetzen,  so  bleiben  auch  für  dies  neue  System 
*lle  Bedingungen  befriedigt,  wenn  wir  der  Function  g?  in  diesem 
Hohlraum  denselben  constanten  Werth  lassen,  und  es  ergiebt 
sich  also,   dass    dieser   Hohlraum    gar  keinen   Einfluss  auf  die 
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elektrische  Vertheilung  ausüben  kann.  Ob  also  ein  Conductor 
hohl  oder  mit  leitender  Masse  irgend  welcher  Art  ausgefüllt  ist, 
ist  für  die  elektrische  Vertheilung  im  System  gleichgültig. 

Wenden  wir  den  Satz  §.  99  (8)  auf  die  Function  g)  an,  so 
ergiebt  sich,  da  q>  stetig,  also  iy  =  0  ist, 

worin  r  die  Entfernung  der  Elemente  dv  und  do  von  dem 
Punkte,  auf  den  sich  (p  bezieht,  bedeutet,  und 

Atcq*  =  —  ^Jq)  =  div6 

<^)    -«• = -  (!-:)*+  (if)-=  ^  -  K. 

Nach  (2)  ist  also  tp  das  Newton' sehe  Potential  von  Massen, 
die  mit  der  Dichtigkeit  q*  und  ö*  in  den  Elementen  dv  und  do 
lagern.  Man  nennt  diese  Grössen  die  Dichtigkeiten  der 
freien  Elektricität  im  Raumelement  dz  und  im  Flächen- 
element do.  Zwischen  den  Dichtigkeiten  der  freien  und  der 
wahren  Elektricität  besteht  nach  §.  126  (1),  (2),  (3)  der  Zu- 
sammenhang 

(4,  ,  =  .,.  +  ^(^,|£  +  ^,g  +  £|j), 

und  in  einem  homogenen  Medium  also 
(5)  Q  =  e  Q*. 

An  der  Oberfläche  eines  Leiters  ist 

(6)  (J  =  £(J* 

Diese  Formel  aber  gilt  an  einer  nicht  leitenden  Fläche  n 
wenn  s  zu  beiden  Seiten  denselben  Werth  hat;  sonst  kann  m 
setzen : 

Ist  die  mit  Elektricität  beladene  Fläche  die  Grenze  zwisclm 
einem  Leiter  und  dem  Dielektricum,  so  ist,  wenn  der  Leiter  ör«- 
der  Seite  der  negativen  v  liegt,  (^9/rr)~  =  0,  und  man  erkä  ^ 


*'"*=-C-?)=<' 


und  folglich  ist  auch  in  diesem  Falle 


§.  129. 


Das  Coulomb'sche  Gesetz. 
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worin  e  die  Dielektricitätsconstante  des  Dielektricums  ist. 

Wenn  wir  in  der  Folge  von  der  Dichtigkeit  der  Elektricität 
schlechtweg  reden,  so  soll  darunter  die  wahre  Elektricität  ver- 
standen werden  1). 

Bezeichnet  man  müR  die  Entfernung  eines  variablen  Punktes 
von  einem  festen  Punkte,  etwa  dem  Goordinatenanfangspunkte, 
80  ergiebt  sich  aus  (2)  für  ein  unendlich  grosses  R 


(7) 


limRtp  =  {  Q*dt  +  [  6*do, 


und  die  linke  Seite  dieses  Ausdruckes  ist  die  gesammte  Menge 
der  im  Felde  vorhandenen  .freien  Elektricität  c*.  Es  ist  also 
in  grosser  Entfernung  näherungsweise 


(8) 


e* 


§.  129. 
Das  Coulomb'sche  Gesetz. 

Um  von  den  Ergebnissen  der  letzten  Betrachtungen  eine 
Anwendung  zu  machen,  nehmen  wir  an,  in  einem  homogenen 
unelektrischen  Dielektrioum  seien  zwei  Leiter  mit  den  wahren 
und  freien  Ladungen  e^,  e^,  c*,  e*  eingebettet;  g  und  p*  sind  =  0 
zu  setzen.  Wenn  dann  <P|  und  cp2  die  constanten  Werthe  der 
Function    q>    in    den    beiden    Leitern  Fig.  52. 

sind,  so  ergiebt  sich  aus  §.  128  (1) 

(1)  2T=  g)iCi  +  92^2- 

Bezeichnen  wir  mit  rj  die  Ent- 
fernung irgend  eines  inneren  Punktes 
des  ersten  Leiters  von  dem  Ober- 
flächenelement doi  desselben  Leiters 
und  mit  r^  die  Entfernung  desselben 
Punktes  von  dem  Oberüächenelement  do^  des  zweiten  Leiters,  so 
ist  nach  §.  128  (2) 


')  Auf  die  Nothwendigkeit  der  Unterscheidung  zwischen  wahrer  und 
freier  Elektricität  hat  Hertz  aufmerksam  gemacht:  ^Ueber  die  Grund- 
gleichungen   der  Elektrodynamik    für  ruhende  Körper." 
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und  ebenso  ergiebt  sich 

Bedeuten  also  Bj,  üj  zwei  mittlere  Werthe  von  r^  und  r^iy 
so  folgt 

9>i  =  9ii  +  j|->    92  =  922  +  ;ß-- 

Wenn  nun    angenommen  wird,  dass  die  Dimensionen   der 
beiden  Leiter  im  Vergleich  mit  ihren  gegenseitigen  Entfernungen 
unendlich  klein  sind,  so  können  wir  R^  =  R^  =  R  setzen,  und 
unter  R   die    Entfernung  der    beiden  Leiter   verstehen.     Dann    * 
wird  aber  nach  (1) 


yil^l    +    922^2      I      £l_£2 

~  2  '^  sR' 


worin  €  die  Dielektricitätsconstante  des  Dielektricums  ist. 

Wenn  nun  die  beiden  Leiter  um  ein  unendlich  kleines  öR 
von  einander  entfernt  werden,  ohne  dass  die  Ladung  geändert 
wird,  so  bleiben  q)^^  922  ungeändert,  und  es  ergiebt  sich 


^1  ^2     Jt  T>  ^1  ^' 


(3)  $T=-'f^JR  =  -s'^,'-dB, 

und  dies  ist  die  Arbeit,  die  bei  der  Verschiebung  5R  zu.  leisten 
ist.  Die  beiden  Leiter  üben  also  eine  Kraft  auf  einander  aus, 
deren  Grösse 


♦  ^* 


(4) 


6162    £<?!  ^2 

Tip  ~^w 


ist,  die  die  Richtung  der  Verbindungslinie  R  hat,  und  die  bei 
gleichem  Vorzeichen  von  ^j,  e^  eine  Abstossung  ist.  Dies  ist  das 
Coulomb'sche  Gesetz. 

Zu  demselben   Resultat  kommt  man   auch,   wenn  man  die 
beiden  auf  einander  wirkenden  Körper  als  Nichtleiter  annimmt. 
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Im  leeren  Räume  (und  in  der  Luft  nahezu)  wird  6  =  1  ge- 
setzt Dann  ist  nach  (4)  als  Einheit  die  Elektricitätsmenge  an- 
genommen, die  in  der  Einheit  der  Entfernung  im  leeren  Räume 
auf  die  ihr  gleiche  Menge  die  Einheit  der  Kraft  ausübt  Dies 
ist  die  elektrostatische  Einheit  der  Elektricität 

Um  die  Dimensionen  anzugeben,  in  denen  eine  Grösse  ge- 
messen wird,  bedienen  wir  uns  der  üblichen  Bezeichnung: 

Das  Zeichen 

bedeutet,  dass  eine  Grösse  A  von  der  Dimension  fi  in  Bezug  auf 
die  Masse,  k  in  Bezug  auf  die  Länge  und  r  in  Bezug  auf  die 
Zeit  ist.  Dabei  können  die  Exponenten  fi,  A,  r  positiv  oder 
negativ,  ganz  oder  gebrochen  oder  auch  =  0  sein.  Sind  sie 
alle  drei  =  0,  so  hat  A  gar  keine  Dimensionen,  d.  h.  es  ist  eine 
Zahl.  Als  Einheiten  für  Länge,  Zeit  Und  Masse  wendet  man  in 
der  Physik  jetzt  gewöhnlich  das  Centimeter,  die  Secunde  und 
das  Gramm  an. 

Die  Energie  T,  die  durch  eine  lebendige  Kraft  gemessen 
werden  kann,  hat  die  Dimension 

[T]  =  [m  f  r'l 

Das  Volumenelement  dt  hat  die  Dimension  [?•*],  und  folg- 
lich ergiebt  die  Gleichung  §.  126  (4)  oder  (5) 

Bei  der  Art  der  Einführung  von  3)  könnte  man  daran 
denken,  D  als  eine  Länge  zu  definiren.  Da  aber  die  Erklärung 
von  2)  als  einer  Länge  doch  nur  hypothetisch  und  der  directen 
Beobachtung  nicht  zugänglich  ist,  so  nehmen  wir,  wie  es  üblich 
ist,  e  als  reine  Zahl  an,  die  für  den  leeren  Raum  =  1  gesetzt 
wird.    Dann  erhalten  wir  (im  elektrostatischen  Maasssysteme) 

[D]  =  [E]  =  [m'^H''^U-'l 
für  das  Potential 

für  die  Elektricitätsmenge  (wahre  und  freie) 

[e]  =  [m'^H"^H-'l 
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§.  130. 
Die  Contactelektricität. 

Wir  haben  bisher  eine  Erscheinung  aus  dem  Gebiete  der 
Elektricität  ausser  Acht  gelassen,  die  von  grosser  Wichtigkeit 
ist,  über  die  wir  uns  hier  noch  Rechenschaft  geben  müssen.  Die 
Erfahrung  zeigt,  dass  durch  die  blosse  Berührung  zweier  ver- 
schiedenartiger Leiter,  z.  B.  Zink  und  Kupfer,  auch  ohne  Zufuhr 
von  Elektricität  in  der  Umgebung  ein  Spannungszustand  ent- 
steht. 

Die  Bedingungen  für  diese  Erscheinung  ergeben  sich  aus 
der  Annahme,  dass  in  der  Trennungsfläche  eine  besondere,  nur  von 
der  Natur  der  beiden  Leiter  abhängige  Kraft  wirkt,  so  dass 
zur  Durchdringung  der  Fläche  mittelst  des  Verschiebungsvectors 
3)  ein  besonderer  Arbeitsaufwand  nöthigist. 

Ist  do  ein  Element  der  Berührungsfläche  0  zweier  Leiter 
-4,  B  und  n  die  von  A  nach  B  gerichtete  Normale  auf  do,  so 
ist  zur  Verschiebung  äDn  ii^  der  Richtung  von  n  ein  Arbeits- 
aufwand von  der  Grösse  (A,  B)8Dndo  erforderlich,  wenn  {A^B) 
eine  von  der  Natur  der  beiden  Leiter  abhängige  Constante  ist, 
die  die  Spannungsdifferenz  oder  die  elektrische  Differenz 
von  A  und  B  heisst. 

Man  kann  also  das  Flächenelement  do  als  Sitz  einer  Kraft 
ansehen,  deren  Intensität  (-4,  B)do  ist,  und  die,  wenn  (-4.,  B) 
positiv  ist,  von  B  nach  A  gerichtet  ist,  und  aus  der  Bedeutung 
des  Zeichens  (-4,  B)  ergiebt  sich 

{A,  5)  =  -  (5,  Ay 

Der  Verschiebung  d2)„  entspricht  also  ein  Energiezuwacbs 
von  der  Grösse  (-4,  B)8Dndo^  und  der  Ausdruck  für  die  Varia- 
tion der  Energie  [§.  127  (12)]  erhält   daher  folgende  Ergänzung 

(1)  ÖT  =  ^{E.8D,  +  EySDy  +  E,8D,)  dt 


+ 


{A,B)[8Dndo, 


worin  sich  die  Integration  nach  do  auf  die  Berührungsfläche  von 
A  und  B  erstreckt. 


§.  130.  Die  Contactelektricität.  319 

Wenn  nun  alle  anderen  Bedingungen  wie  in  §.  127  bestehen 
bleiben,  nur  die  Stetigkeit  der  Function  g?  an  der  Fläche  0  noch 
dahingestellt  bleibt,  so  ergiebt  sich  durch  Anwendung  der  Formel 
§.  127  (13),  wenn  wir  die  beiden  Seiten  der  Fläche  0  als  Grenz- 
flächen im  Felde  ansehen,  und  mit  (pa  und  q^^  die  Werthe  von 
q>  auf  beiden  Seiten  dieser  Fläche  bezeichnen: 

(2)  «T  =  j  (<p,  —  q>,)dDndo  +  (A,  B){dDndo. 

Im  Zustande  des  Gleichgewichtes  muss  dieser  Ausdruck  für 
beliebige  öD^  verschwinden  und  daraus  ergiebt  sich 

(3)  >a-  <p,  =  {A,B), 

Die  Function  (p  muss  also  beim  Uebergange  von  B  nach  A 
eine  constante  Discontinuität  von  der  Grösse  der  Spannungs- 
differenz (-4,jB)  erleiden.  Im  üebrigen  bleiben  die  Bedingungen, 
die  wir  in  §.  127  aufgestellt  haben,  ungeändert. 

Die  Function  q)  hat  also  in  jedem  der  beiden  Leiter  einen 
Constanten  Werth,  aber  diese  Constanten  sind  in  den  beiden  Kör- 
pern verschieden. 

Ist  ein  solcher  zusammengesetzter  Leiter  von   einem  Nicht- 
leiter, etwa  von  der  Luft,  umgeben,  so  hat  die  Function  (p  für 
den  Aussenraum  der  Bedingung  zu  genügen,  dass  sie  an   den 
freien  Oberflächen  von  A  und  B   je  einen    constanten   Werth 
erhält.    Diese  Function,  und  damit  der  Spannungszustand,  ist 

also  nicht  von  der  Gestalt  der  Berührungsfläche  selbst,  sondern 

nur  von  der  Grenzlinie  zwischen  beiden  Leitern  an   der  Ober- 

tläche  abhängig. 

Wendet  man  die  Formel  §.  99  (8)  an,  so  ergiebt  sich,  wie 

in  §.  128  (2) 


^enn 


9  = 

J 


Q^^ 


(?*  d  0 

z       r 


'     du 


(^)  —4:nrj*  =  (pa  —  (p,  =  {A,B) 

S^^etzt  wird,  und  die  letzte  Integration  auf  die  ganze  Berührungs- 
"^che  zu  erstrecken  ist.  Daraus  ergiebt  sich,  dass  der  von  der 
"ßJiihrungsfläche  herrührende  Bestandtheil  von  g?,  nämlich 
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und  folglich 

8{E^D,)  =  EJD^  +  DJE:,  =  2E^&D^. 

Da  Gleiches  für  die,  anderen  Componenten  gilt,  so  erhält 
man 

(12)  8T=  {{E^8D:c'{-Ey8Dy-\-E,8D,)dt. 

Nach  IL  (4)  ist  aber 

7?Än  ^9>An  d^8D^    ,       d8B^ 


und  daher 


«r=—   f  div(g)«^)dr  +  fg)div«®dr. 


Wenden  wir  nun  auf  den  ersten  Bestandtheil  dieses  Aus- 
druckes den  Gauss' sehen  Integralsatz  (§.  89)  an,  so  folgt  mit 
Rücksicht  auf  die  Stetigkeit  von  9 

(13)  8T=  {<p8{D^  _D-)do+  [  ydivd^dr, 

und  wenn  also  8q  und  80  die  Variationen  der  räumlichen  und 
der  Flächendichtigkeit  sind: 

(14)  8T=  {<p86do  +  {q>8Qdt. 

Nun  ist  aber  in  den  Nichtleitern  8q  und  86  =  0.  In  einem 
Leiter  L  ist  9  constant,  und  folglich  ist  für  diesen  Leiter 

I  q)8ödo  -\-  I  g)8Qdt  =  q)  (\  86do  -{-  l  8Qdt\ 

und  weil  die  Gesammtmenge  der  wahren  Elektricität  auf  dem 
Leiter  L  gegeben  ist,  so  ist 

{  8ödo  +  [d^dr  =  0, 

auch  dann  noch,  wenn  durch  die  Variation  8  Elektricität  von 
der  Oberfläche  des  Leiters  in  das  Innere  gedrungen  sein  sollte. 
Folglich  ist 

(15)  8T=0, 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

Die  Function  9  heisst  das   elektrische  Potential  oder 
auch    die    elektrische    Spannung.     Sie    hat    beim    Gleich- 
gewichtszustände in  jedem   Leiter  einen   constanten  "Wert 
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wäre,  wie  sie  bei  inhomogenen  Leitern  auftreten  kann.  Es  tritt 
dann  an  Stelle  der  Relation  (3)  die  folgende 

(8)  j  (jBxÄD«  +  EySDy  +  E,8D,)  dz 

+  j  {E'x8D,  +  EySDy  +  £,'«/),)  dt  =  0, 
und  diese  Bedingung  ist  befriedigt,  wenn 

TP    —         ^^  _         jp' 

(9)  ^,     =     -     ||     =     -     Ey, 

gesetzt   wird.     Dies  ist  aber  nur  möglich,    wenn   das   Integral 

I  Egds  über  jede  im  Leiter  geschlossene  Curve  gleich  Null  ist, 

wenn  also  der  curl  von  6'  verschwindet  und  (£'  ein  einwerthiges 
Potential  hat.    Setzen  wir 

^'  =^  ir:;: '    ^v"^  ^^»-^    -'^^  ^^  tt  ' 

ex  cy  02 

so  müssen  wir  ^  als  eine  gegebene  Function  des  Ortes  ansehen, 
und  das  Potential  q>  ist  für  das  umgebende  Dielektricum  durch 
die  Bedingung  ^/g)  =  0  und  durch  die  Grenzbedingung  be- 
stimmt, dass  an  der  Oberfläche  9  =  ^  -|-  const.  sein  soll.  Die 
Constante,  die  hierbei  auftritt,  vrird  durch  die  dem  Leiter  mit- 
getheilte  Elektricitätsmenge  bestimmt. 
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Sechzehnter  Abschnitt. 

Probleme  der  Elektrostatik. 


§.  131. 
Influenz  eines  elektrischen  Punktes. 

Wenn  in  einem  elektrostatischen  System  einer  der  lei- 
tenden Körper  unendlich  ausgedehnt  ist,  und  im  Unendlichen 
keine  freie  Elektricität  vorhanden  ist,  so  muss  in  diesem  ganzen 
Leiter  das  Potential  =  0  sein.  Wir  können  diese  Voraussetzung 
näherungsweise  realisiren,  wenn. wir  in  einem  endlichen  System 
einen  der  Leiter  durch  einen  leitenden  Draht  mit  der  Erde  in 
Verbindung  setzen.  Wir  können  dann,  wenn  wir  den  leitenden 
Draht  hinlänglich  dünn  und  das  ganze  System  in  genügender 
Entfernung  von  der  Erdoberfläche  annehmen,  auch  wieder  von 
dem  Einfluss  dieser  beiden  absehen,  und  es  ist  also  eine  mit 
wirklich  vorkommenden  Verhältnissen  vereinbare  Voraussetzung, 
wenn  wir  annehmen,  dass  in  einem  elektrostatischen  System 
das  Potential  in  einem  der  vorkommenden  Leiter  auf  Null  ge- 
halten werde.  Ein  solcher  Leiter  mag  der  Kürze  wegen  zur 
Erde  abgeleitet  heissen.  Dieser  Leiter  mit  der  Spannung 
Null  ist  darum  nicht  frei  von  elektrischer  Ladung.  Die  auf 
ihm  angehäufte  Elektricität  heisst  durch  Influenz  der  son- 
stigen im  System  vorkommenden  Elektricität  erregt  oder 
inducirt. 

Betrachten  wir  im  leeren  Räume  oder  in  der  Luft,  so  dass 
der  Unterschied  zwischen  wahrer  und  freier  Elektricität  ver- 
schwindet, einen  einzelnen  zur  Erde  abgeleiteten  Conductor  und 
einen   mit  der  Elektricitätsmenge   —  1   geladenen  Punkt  jp,  so 
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genügt  das  Potential  9  dieses  Systems  in  dem  Raumtheil  r,  der 
den  Punkt  jp  enthält,  der  DiflFerentialgleichung  ^9  =  0;  es  ist 
an  der  Oberfläche  des  Leiters  gleich  Null,  und  die  Formel  §.  128 
(2)  zeigt,  dass  (p  nichts  anderes  ist  als  die  Green'sche  Func- 
tion des  Raumes  r^). 

Der  elektrische  Punkt  kann  ausserhalb  oder,  wenn  der  Con- 
duetor  hohl  gedacht  wird,  auch  innerhalb  liegen.  Aus  der  Func- 
tion ip  lässt  sich  dann  die  Dichtigkeit  6  der  Elektricität  an  der 
Oberfläche  des  Leiters  nach  der  Formel  §.  127  (8)  finden: 

c»  I?  =  -  ■"■•. 

wenn  v  die  aus  dem  Leiter  in  den  Raum  t  gezogene  Normale 
bedeutet. 

Das  über   die  Oberfläche    des  Leiters  genommene  Integral 

lödo  ist  die  gesammte  Elektricitätsmenge,  die  auf  dem  Leiter 

aufgehäuft  ist.    Diese  ist  also  nach  §.  96  (13) 

z=  —  —-\-^  do  =  l. 

Daraus  folgt^  dass  eine  in  einem  Punkte  concentrirte  Elek- 
tricitätsmenge in  einem  zur  Erde  abgeleiteten  Conductor  die 
gleiche  und  entgegengesetzte  Menge  aus  der  Erde  aufsaugt. 


§.  132. 

Elektricitätsvertheilung  auf  concentrischen  Kugel- 
flächen. 

Betrachten  wir  als  erstes  Beispiel  ein  System  von  zwei  con- 
centrischen Kugelflächen  mit  den  Radien  a,  b^  auf  denen  die  con- 
stanten  Potentialwerthe  A^  B  herrschen,  so  wird  9  eine  Function 
des   Abstandes    r    vom  Kugelmittelpunkt,    die  der  Difl'erential- 

gleichung 

d'r^  _ 

dr'^    ~  ^ 


')  In  dieser  Weise  ist  in  der  Abhandlung  von  Green  (Crelle's  Journ. 
Bd.  39,  anch  in  Ostwald's  Classikern)  diese  Function  zuerst  ein- 
geführt. 

21* 
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§.  132. 


genügt  (§.  106),  und  die  daher  den  allgemeinen  Ausdruck 

<p  =  ♦»  H — 

r 

hat,  wenn  m  und  n  Constanten  sind.    Diese  Constanten  haben 
verschiedenen  Werth  in  dem  schaalenförmigen  Räume  zwischen 


Fig.  54. 


den  beiden  Kugeln,  wo  das  Potential 
mit  <pi  bezeichnet  sei,  und  in  dem 
äusseren  Räume,  wo  es  (p^  sei. 

Für  (pi  haben  wir  die  beiden  Be- 
dingungen : 

A  =  m  -A — ,    jB  =  m  +  -ri 

'    a  '6 

und  für  92' 

m  =  0,        n  =  Bb. 

Wir  erhalten  daraus 

_Bb{r  —  a)-]-Aa(h  —  r) 
^1  -  T{b  —  a)       '       ' 

Bb 

T 

Die   Dichtigkeiten    ö^   und   dg   auf  beiden  Kugel  flächen   be- 
stimmen sich  aus 


--'. = (^L. 


_b{B  —  A) 


~   a{b  —  a)' 

_4jjö   —/^  _  £^\       _       ajB  —  A)       B 
'        \cr  er  Jr-b  b  {b  —  ä)         b' 

Die  Gesammtmengen  e^,  «,  sind  ^tnOiU',  inO^b',  also 

_       ab(B  —  A) 

_  ab(B-AJ       ^^ 
^  b  —  a        ' 

Hieraus  sind,  wenn  €1   und   Cq  gegeben  sind,  A  und  B 

bestimmen.    Nehmen  wir  aber  an,  eine  der  beiden  Kugelflächeo  t 

etwa  die  äussere,  sei  zur  Erde  abgeleitet,  so  ist  jB  =  0  zu  setzer^ » 

und  es  ergiebt  sich 

abA 

also,  wenn  wir  Ci  =  —  62  =  tw*  setzen. 
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9>i  =^*  \r~  j)'     9>2  =  0, 


und  hierin  bedeutet  also  m*  die  auf  der  inneren  Kugelüäche 
aufgehäufte  Menge  freier  Elektricität.  Ist  €  die^Dielektricitäts- 
constante  der  schaalenförmigen  Schicht,  so  ist  tn  =  am*  die 
wahre  Elektricitätsmenge,  die  auf  der  inneren  Fläche  gelagert  ist, 
während  auf  der  äusseren  die  Menge  —  m  vertheilt  ist. 

Denken  wir  uns  A  auf  einer  bestimmten  Höhe  gehalten, 
etwa  indem  die  innere  Kugel  mit  einer  Elektricitätsquelle  von 
constantem  Potential  in  Verbindung  gesetzt  ist,  so  wird  die  aus 
der  Erde  aufgesaugte  Elektricitätsmenge  ei  um  so  grösser  sein, 
je  kleiner  b  —  a,  d.  h.  je  dünner  die  nichtleitende  Schicht 
zwischen  beiden  Kugeln  ist,  und  wird  mit  abnehmender  Dicke 
über  alle  Grenzen  wachsen.  Dies  ist  das  Princip  des  Conden- 
sators. 


§.  133. 
Vertheilung  der  Elektricität  auf  einem  Ellipsoid. 

Wenn  man  die  Vertheilung  einer  einem  Leiter  mitgetheilten 
Elektricitätsmenge  auf  seiner  Oberfläche  ermitteln  will,  wenn 
keine  äusseren  Einflüsse  in  Betracht  kommen,  so  hat  man  eine 
solche  Massenvertheilung  auf  der  Oberfläche  aufzusuchen,  bei  der 
das  Newton'sche  Potential  im  Inneren  constant  wird. 

Diese  findet  man,  wenn  man  die  Difl'erentialgleichung  zlt/;  =  0 
fiir  den  äusseren  Raum  unter  der  Voraussetzung  integriren  kann, 
dass  ^  an  der  Oberfläche  einen  constanten  Werth  K  hat,  wäh- 
"^öd  die  allgemeinen  Stetigkeitsbedingungen  und  die  Bedingungen 
^^  Unendlichen,  denen  jedes  Potential  endlicher  Massen  genügt, 
«^ßllt  sind. 

Für  eine  EUipsoidfläche  mit  den  Halbaxen  a,  6,  c  haben  wir 
schon  früher  (§.  108)  diese  Aufgabe  gelöst.  Es  hat  sich  dort 
gezeigt,  dass  eine  mit  der  Flächendichtigkeit 

(1)  6  = 


}/  a^  ^  b*  ^  c* 


Auf  der  EUipsoidfläche  vertheilte  Masse  m  im  Inneren  des  EUip- 
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soides  ein  constantes  Potential  hat,  und  durch  die  Formel  (1) 
ist  also  für  diesen  Fall  das  elektrostatische  Problem  gelöst. 

Als  Grenzfall  können  wir  daraus  die  Vertheilung  der  Elek- 
tricität  auf  einer  elliptischen  Scheibe  ableiten,  wenn  wir  c  in 
Null  übergehen  lassen.  Da  hierbei  gleichzeitig  z  unendlich  klein 
wird,  so  müssen  wir  zunächst  e  mit  Hülfe  der  Gleichung  der 
Fläche  eliminiren.    Wir  setzen  also  (l)  in  die  Form: 

m 


und  dies  giebt  für  c  =  0 


m 
6  = 


4-*|/i-s-i-: 


Da  nun  hier  aber  auf  beiden  Seiten  der  Scheibe  die  näm- 
liche Massenvertheilung  stattfindet,  so  ist  dieser  Ausdruck  zu 
verdoppeln,  wenn  wir  unter  Dichtigkeit  die  auf  der  Flächen- 
einheit der  Scheibe  angehäufte  Elektricitätsmenge  verstehen 
wollen,  und  so  ergiebt  sich  für  die  elliptische  Scheibe 

(2) 


271^^  a^h'^  —  62^2  —  a2y2' 
und    speciell    für    die    Kreisscheibe,    wenn    wir    a    =    6    und 
V^^  +  y^  =  r  setzen, 

(3)  <S  =  '" 


2  7ca  Va2  —  r2 

Man  sieht,  dass  am  Rande  der  Scheibe  die  Dichtigkeit  un- 
endlich gross  ist,  während  doch  die  Gesammtmasse  endlich  bleibt. 


§.  134. 
Andere  Behandlung  der  Kreisscheibe. 

Das  Problem  der  Vertheilung  der  statischen  Elektricität  auf 
einer  ebenen  leitenden  Fläche  lässt  sich  noch  auf  eine  andere  Art 
angreifen,  die  wegen  des  Ausdrucks  bemerkenswerth  ist,  den  sie 
für  das  Potential  liefert. 
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Legen  wir  die  leitende  Fläche  S  in  die  a:y-Ebene,  so  wird 
wegen  der  Symmetrie  die  Function  g?  eine  gerade  Function 
von  2  sein,  und  es  genügt  dann,  wenn  g?  für  positive  Werthe 
von  2  bekannt  ist.  Es  muss  aber  g?  Vur  jg  =  0  der  Bedingung 
genügen 

,-,  ;r^  z=  0  ausserhalb  S, 

(1)  CJS 

q)  =  const.        innerhalb  S. 

Ist  (p  bekannt,  so  erhält  man  für  die  Dichtigkeit  ö  der  Elek- 
tricität  auf  der  Fläche  S 

(2)  2«ö  =  -||, 

00 

nnd  die  Constante  der  zweiten  Gleichung  (1)  wird  aus  der 
Gesammtmenge  der  der  Fläche  mitgetheilten  Elektricität  be- 
stimmt Ausserdem  haben  wir  noch  für  g?  die  partielle  Diflfe- 
rentialgleichung: 

und  im  Unendlichen  muss  g?  verschwinden. 

Ein  particulares  Integral  von  (3),  das  der  letzten  Bedingung 
genügt,  ist 

(4)  g)  =  e-«'a>, 

^orin  a  eine  positive  Constante  und  O  eine  Function  von  x^  y 
*Uein  ist,  die  der  Differentialgleichung 

dx^    '    dl/2     ' 

genügt  Nehmen  wir  irgend  eine  Lösung  0  (x^  y,  a)  der  Glei- 
chung (5),  die  ausser  von  x,  y  auch  noch  von  a  abhängt,  so 
'können  wir,  wenn  wir  mit  /(a)  eine  willkürliche  Function  von  a 
"^zeichnen,  aus  (4)  ein  allgemeines  Integral  ableiten 

g)  =  e-"V(a)0(:r,i/,a), 

^nd  wir  können  auch  eine  Summe  solcher  particularen  Integrale 
nuden.  Dies  führt,  wenn  wir  noch  mit  einer  Constanten  da  multi- 
pliciren  und  die  Summe  für  alle  zulässigen,  d.  h.  für  alle  posi- 
^▼en  a  nehmen,  zu  dem  Ausdruck 

OD 

(ß)  <P  —  I  ß-""/(a)0(;r,//,a)da. 
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Um  nun  den  Bedingungen  (1)  zu  genügen,  hätte  man   die 
Function  /(a)  so  zu  bestimmen,  dass 


00 

I 


«/(«)<!>  (a?,t/,a)  da  =  0        ausserhalb  S, 


(7) 

oo 


/(a)<I>(a?,y,a)  da  =  const.     innerhalb  S. 

0 

Im  Allgemeinen  haben  wir  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  kein 
Hülfsmittel;  wohl  aber  gelingt  die  Bestimmung  von /(a)  leicht, 
wenn  S  eine  Kreisfläche  ist. 

Wenn  wir  dann  in  der  xy  -  Ebene  Polarcoordinaten  ein- 
führen, deren  Pol  der  Mittelpunkt  der  Kreisfläche  S  mit  dem 
Radius  a  ist,  indem  wir 

X  =  r  cos  -9-,        '  y  =  r  sin  ^ 

setzen,  so  wird  (p  und  O  nur  von  r  abhängig  sein,  und  die  Diffe- 
rentialgleichung (5)  geht  in  folgende  über  (§.  42): 

Diese  Gleichung  hat,  von  einem  constanten  Factor  abgesehen, 
nur  ein  Integral ,  das  für  r  =  0  endlich  bleibt ,  nämlich  die 
Bessel'sche  Function  «7(ar),  und  wir  erhalten  also 

00 

(9)  <P  =  \  e-'"f(a)J(ar)  du, 

0 

während  die  Bedingungen  (7)  ergeben: 


00 


a/(a)  J(ar)  da  =  0 

(10)  \ 

I  /(«)  J(ar)  da  =  const. 


r>a, 


r  <a, 


0 


und  nach  (2): 

(11)  a/(a)  J{ar)  da  =  2nö 


a. 


Hier  geben  uns  nun  die  bestimmten  Integrale,  die  wir  im 
achten  Abschnitt  für  die  BesseTsche  Function  abgeleitet  haben, 
sehr  einfach  die  Bestimmung  von  /(«). 
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Wenn  wir  nämlich 

.,  .        m  sinaa 

-^  ^  ^        a      a 
setzen,  so  erhalten  wir  nach  §.  78  (3) 

OD 

(12)  j  /(a)  J(ar)  doc  =  '^^  r  <  a, 


m  a 

=  —  arc  sin  -       r  >  a, 
a  r 


und  nach  §.  77  (6)  und  (7): 


i 


a/(a)  J{ar)  da  =  0  f  >  a, 

0 


m 


a  Va2  —  r2 


^  <  a; 


es  sind  also  die  Bedingungen  (10)  erfüllt,  und  für  die  Dichtig- 
keit ergiebt  sich  aus  (11) 

(13)  <J  = .^==^. 

27ca^a^  —  r2 

Bildet  man  das  Integral 


f 


2;ra      I  i/ 


<,do  =  :;?Lff_!i!l?L  = 


.  .  V  a2  —  r^ 

0   0      ' 


80  ergiebt  sich,  dass  m  die  gesammte  auf  der  Fläche  vertheilte 
Elektricitätsmenge  ist.  Für  das  Potential  q)  erhält  man  aber  hier 
für  positive  Werthe  von  g  den  Ausdruck 

<1^)  ^  "^  ä  J  ~^  ^"^^       • 


0 


§.  135. 
Contactelektricität. 

Wir  betrachten  noch  ein  Beispiel  für  die  Bestimmung  eines 
durch  Contact  hervorgerufenen  Spannungszustandes. 

Es  möge    eine  Kugel   vom  Radius  c  aus  zwei  Halbkugeln 


330  Sechzehnter  Abschnitt.  §.  135. 

von  verschiedenen  Metallen  -4,  JB,  etwa  Zink  und  Kupfer,  zu- 
sammengesetzt sein. 

Wenn  wir  unter  a  und  h  die  constanten  Werthe  des  elek- 
trischen Potentials  (p  in  den  beiden  metallischen  Halbkugeln  ver- 
stehen, so  ist 

(1)  a  -  6  =  {A,  Bl 

d.  h.  gleich  der  als  bekannt  vorausgesetzten  Spannungsdifferenz 
der  beiden  Metalle. 

Wenn  wir  annehmen,  dass  der  Kugel  keine  Elektricität  von 
aussen  mitgetheilt  sei,  so  muss  die  Yertheilung  in  Bezug  auf 
die  Berührungsebene  symmetrisch  (mit  entgegengesetztem  Zeichen) 
sein,  und  das  Gleiche  gilt  in  Bezug  auf  die  Potentialwerthe. 

Es  wird  also  in  diesem  Falle 

(2)  a  +  6  =  0,    a  =  -h  =  \{A,E) 

sein,  und  wir  beschränken  die  Betrachtungen  der  Einfachheit 
halber  weiterhin  auf  diesen  Fall.  Der  allgemeine  Fall  lässt  sich 
hieraus  ableiten,  indem  man  dem  gewonnenen  Resultat  das  Po- 
tential einer  elektrisch  geladenen  homogenen  Kugel  hinzufügt. 

In  unserem  Falle  ist  nun  der  Wcrth  der  Function  g>  an 
der  Kugeloberfläche,  und  zwar  an  der  einen  Hälfte  =  -f-  «i  An 
der  anderen  =  —  a  gegeben. 

Bezeichnen  wir  mit  Q>  eine  Function  auf  der  Kugelfiäche, 
die  auf  der  Halbkugel  A  den  Werth  -j-  a,  auf  der  Halbkugel  2?  den 
Werth  —  a  hat,  so  ist  nach  dem  Satze  §.111  (5)  das  Potential 
9  in  irgend  einem  äusseren  Punkte  ^ 

(r2  —  0»)  do 


(3)  4;rc<p  =  f 


Q> 


|Va  —  2rccosy-f-^^'^ 

Hierin  ist  r  die  Entfernung  des  Punktes  'g  vom  Kugelmittel- 
punkt, do  ein  Element  der  Kugelfläche,  und  y  der  Winkel 
zwischen  r  und  dem  nach  do  gerichteten  Radius. 

Wir  fuhren  jetzt  Polarcoordinaten  ein,  deren  Axe  nach  dem 
Punkte  p,  für  den  das  Potential  g?  bestimmt  werden  soll,  ge- 
richtet ist. 

In  der  Fig.  55  ist  Q  Q'  die  Trennungsebene  der  beiden 
Metalle,  SS'  die  Aequatorialebene  des  Coordinatensystems,  ß 
die  geographische  Breite,  k  die  Länge  vom  Anfangsmeridian 
PQS  aus  gerechnet,   also  /3,  A  die  geographischen  Coordinaten 


§.  ISS. 


Contactelektri 


eines  veränderlichen  Punktes  x. 
Es  sei  endlich  &  die  Neigung  der 
Trennungsebene  Q  (^  gegen  den 
Aequator  SS\  die  auch  gleich 
dem  Winkel  (^4  P)  ist  Dann  ist 
äo  =  cs  cos^djSdA, 

und  wir  bestimmen  zanächst  die 
Function  von  ^: 


=  ^J"< 


(5) 


ist  aber 

«)  e  =  a, 

WEn  1  >  /S  > 

«  e  =  o  — 

-  2» 

wenn  »  >/i  > 

7)0=- 


^>^>- 


und  hierin  ist  ra  die  Länge  des  Durclischiiitts  if  der  Ebene  Q(^  ■ 
mit  dem  I'arallelkreise  /3.   Nun  haben  wir  in  P  §  ü  ein  bei  Q  recht- 
winkliges sphärisches  Dreieck,  in  dem  die  Hypotenuse  VR  =  l  ä  —  ^, 
die  anliegende  Kathete PQ  ^  i^  —  ^  '^^<   "i"^  '^^  >^^  ^'^^^  nach 
einer  Graudformel  der  sphärischen  Trigonometrie 

cos  a  =  — ^■ 


(6) 


Die  Function  0  ist  daher  in  dem  Intervall  ^n  >  ß  >  —  ^it 
stetig,  hat  aber  einen  unstetigen  Differentialquotienten,  und 
dieser  Differentialquotient  ist  r=  0  in  den  Intervallen  (5)ce)  nnd 
(5)>'). 

Die  Gleichungen  (3)  und  (4)  ergeben 


3(r«  — c*)        J       \r^  _  '2rcsin| 


c  sin  /J  -|-  cs ' 
und  dieses  Integral  tässt  sich  nach  der  Formel 
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d 


rc  cosj3 


dß  y^ä  —  2rc  sin/3  +  c^        ]'r^  —  2rc  sin/J  +  c^^ 
durch  partielle  Integration  so  umformen : 


2r<p     _ 


r^  —  c* 


e 


+  i 


V' 


d® 


J  dß 


2rc  8in/3  -f  c»  , 


dß 


7t 

2 


rf/^  Vr-i  —  2rc  sin/J  +  c'^' 


und  nach  (5)  ergiebt  sich  hieraus 


(7) 


r2 


p^-  a)  _        f  d0 

=^2—  —        J  dß 

—  s 


dß 


dß  yr2  —  2rc  sin/3  +  c^ 


In  dem  Integral  ist  nach  (5)  ß) 

^           7C  —  2(0      d@ 
0  =  a , 


2a  da 
IT  dß 


Tt       '    dß 
zu  setzen,  und  aus  (6)  folgt  durch  leichte  Rechnung 


da 
dß 


cos^ 


(8) 


cos/Sysin^-ö-  — 8in2/3 

Hiernach  ergiebt  sich  aus  (7) 

r(q)  —  a)  _ 
r2  —  c2 

cos&dß 


--f 

Ä  J 


cos/3  ysin2a'  — 6in2/}  l^r^  —  2rc  sin/3  -f  c«' 

was  ein  elliptisches  Integral  ist.   Man  kann  ihm  eine  andere 
Form  geben,  wenn  man  die  Substitution 

sin^  =  sin -9-  sinv;     cosßdß  =  sin^  coBvdv 

macht.    Man  findet  so 

r(<jp  —  a)  _ 

'  r^  —  c2 


(9) 


+ 


--f     — 


cosd^dv 


J  (1  —  ü'm^d-  8in2i/)  \r^  -\-  c-  —  2  rc  sin  0"  sinv 


TT 

2 
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Lassen  wir  hierin  r  in  c  übergehen,  so  können  wir  den 
Grenzwerth  des  Ausdrucks  auf  der  linken  Seite  durch  Differen- 
tiation bestimmen  und  erhalten  die  Flächendichtigkeit  ö  der 
Elektricität  auf  der  Kugeloberfläche.  Es  ist  nämlich  nach 
§.  127  (8) 

<■»)        (^)„.= -  *"• 

und  danach  ergiebt  die  Formel  (9)  für  r  =  c 

(11)  2n6  =  ^{ g-^l:g^^ 

nc  J^(i  —  sinia«  sin^v)  V  2  (1  —  sin  -^  sin  v) 

Daraus  folgt  z.  B.  für  den  Punkt  -4,  der  am  weitesten  von  der 
Berührungsebene  entfernt  ist,  in  dem  -Ö*  =  0  ist: 

(12)  2^00=     ^ 


f2 

Lässt  man  d  in  -  übergehen,   so  wird   der  Ausdruck  (11) 

für  6  unendlich  gross,  wie  man  aus  einer  Umformung  des  In- 
tegrals erkennt,  auf  die  hier  nicht  näher  eingegangen  werden 
soll. 

Die  Ausdrücke  für  y  und  d,  die  durch  die  Formeln  (8)  bis 

7t 

(11)  dargestellt  sind,  gelten   nur  für  die  zwischen  0  und  ~  ge- 

legenen  Werthe  von  %,  In  spiegelbildlich  entsprechenden  Punkten 
der  anderen  Halbkugel  haben  <jp  und  d  durchweg  die  entgegen- 
gesetzten Werthe. 

Dass  die  durch  die  Formeln  (8)  oder  (9)  bestimmte  Function 

7t 

q>j  wenn  r  2>  c  ist,  für  d"  =^  -  stetig  in  Null  übergeht,  lässt  sich 

ebenfalls  durch  eine  Umformung  der  Integrale  zeigen.  Man  er- 
sieht dann  daraus,  dass  9  ausserhalb  der  Kugel  auch  beim 
Durchgang  durch  die  Trennungsebene  QQ'  mit  seinem  Differential- 
quotienten stetig  bleibt,  was  ja  übrigens  schon  aus  dem  all- 
gemeinen Ausdruck  (3),  aus  dem  diese  Resultate  hergeleitet  sind, 
geschlossen  werden  kann. 
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§.  136. 
Vertheilung  der  Elektricität  auf  Cylinderflächen. 

Die  Probleme  der  Vertheilung  der  statischen  Elektricität 
bieten  meist  grosse  Schwierigkeiten,  und  manche  sehr  einfache 
und  gerade  für  praktische  Anwendungen  wichtige  Fälle  sind  den 
Mitteln  unserer  heutigen  Analysis  noch  völlig  unzugänglich. 
Hierhin  gehört  z.  B.  die  Vertheilung  der  Elektricität  auf  zwei 
parallelen  Kreisscheiben,  wie  sie  bei  den  Condensatoren  ver- 
wandt werden.  Poisson  hat  zuerst  die  Vertheilung  der  Elek- 
tricität auf  zwei  Kugelflächen  bestimmt,  und  dies  Problem  ist 
seitdem  noch  mehrfach  auf  anderen  Wegen  behandelt  worden 
(von  Plana,  Kirchhoff,  C.  Neumann,  Dirichlet,  Riemann). 
Aber  die  Dichtigkeit  der  Elektricität  ist  schon  in  diesem  Falle 
eine  analytisch  keineswegs  einfach  darzustellende  Function  des 
Ortes  auf  der  Kugelfläche.  Aehnlich  verhält  es  sich  mit  der 
Vertheilung  auf  einer  Ringoberfläche,  die  von  C.  Neumann  be- 
stimmt ist  1). 

Das  Gleichgewicht  der  Elektricität  auf  einer  Würfelfläche 
soll  (nach  einer  Mittheilung  von  Kirchhoff)  Dirichlet  bestimmt 
haben.     Es  ist  jedoch  über  diese  Untersuchung  nichts  erhalten. 

Unter  diesen  Umständen  ist  es  von  Interesse,  dasfs  das  Pro- 
blem viel  leichter  zugänglich  wird,  wenn  man  sich  auf  ein  zwei- 
dimensionales Gebiet  beschränkt. 

Um  diesen  Fall  genähert  zu  realisiren,  muss  man  sich  ein 
System  unendlich  langer  cylindrischer  Flächen  mit  parallelen 
Erzeugenden  denken,  die  so  mit  Elektricität  geladen  sind,  dass 
die  Dichtigkeit  längs  jeder  Erzeugenden  constant  ist  Diese  An- 
ordnung ist  natürlich  in  der  Wirklichkeit  unmöglich;  sie  wird 
aber  eine  gute  Annäherung  an  die  Wahrheit  darstellen,  auch 
wenn  die  cylindrischen  Flächen  begrenzt  sind,  wenn  nur  die 
Querdimensionen  und  gegenseitigen  Entfernungen  der  Flächen 
klein  sind  im  Vergleich  zu  der  Längenerstreckung  der  Cylinder, 
und  wenn  nur  nach  dem  Zustande  in  den  mittleren  Theilen  der 


*)  Neuerdingfs  hat  E.  Neu  mann  (Enkel  von  F.  Neamann  und 
Neflfe  von  C.  Neu  mann)  das  Poisson 'sehe  Problem  verallgemeinert, 
in  dem  er  das  elektrostatische  Gleichgewicht  in  gewissen,  von  drei  Kugel- 
flächen begrenzten  Räumen  bestimmt  hat.    (Cr eile's  Journal,  Bd.  110.) 
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Cylinder  gefragt  wird,  so  dass  der  Einfluss  der  Endflächen  ver- 
nachlässigt werden  kann. 

Wir  können  für  diesen  Fall  aber  nicht  ohne  Weiteres  die 
Formeln  anwenden,  die  wir  im  vorigen  Abschnitte  für  die 
Elektrostatik  gefunden  haben,  weil  dabei  die  Function  (p  unend- 
lich werden  würde.  Wenn  wir  aber  an  Stelle  des  Potentials  die 
Componenten  der  elektrischen  Kraft  betrachten,  so  können  wir 
den  Grenzübergang  vornehmen. 

Nach  §.  127  (4)  und  §.  128  (2)  haben  wir,  wenn  wir  wieder 
die  Luft  oder  den  leeren  Raum  als  Dielektricum  annehmen,  für 
die  Componenten  der  elektrischen  Kraft  im  Punkte  a?,  y,  z  bei 
einem  beliebigen  Leitersystem,  auf  dem  die  Elektricität  über  die 
Oberflächen  vertheilt  ist:    . 

jP  d(p r<^(iP  —  a)  do 

(U                      w—       8y  _  [<i{y  —  h)  do 
(1)  i,^  _  _  _  _  j _ , 

^  d(p [  ^{z  —  c)  do 

und  an  den  leitenden  Oberflächen  haben  wir  die  Bedingung 
ip  =  const  oder 

<2)  E:,dx  +  Eydy  +  E,dz  =  0, 

wenn  6  die  Flächendichtigkeit,  a,6,c  die  Coordinaten  des  Flächen- 
elementes do  und  in  (2)  dXy  dy^  dz  die  Projectionen  eines  in 
der  Oberfläche  liegenden  Linienelementes  sind. 

Nehmen  wir  nun  eine  cylindrische  Anordnung  an,  so  legen 
wir  das  Goordinatensystem  so,  dass  die  jer-Axe  mit  den  Erzeugen 
den  der  Cylinder  parallel  ist.  Dann  ist  <?  von  z  unabhängig, 
und  durch  die  a;y-Ebene  werden  die  Cylinder  in  einer  Curve 
oder  einem  System  von  Curven  geschnitten,  von  denen  wir  ein 
Bogenelement  mit  ds  bezeichnen.     Dann  ist 

do  =  ds  dct 

und  wir  können  in  den  Formeln  (1)  nun  die  Integration  nach  c 
zwischen  den  Grenzen  —  oo  und  +  oo  ausführen.    Es  ist  aber 

z  —  c  c_l^ 

r»      ~dcr' 

und  folglich,  wie  zu  erwarten, 
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E,  =  0[ 
ferner  aber,  wenn  wir 

r2  =  (c  —  zy  +  p2, 
(a  _  xy  +  (6  -  j/)2  =  Q^ 


setzen : 


.l=^log(c_^  +  r), 


und  wenn  wir  dies  nach  q^  (nicht  nach  q)  differentiiren : 

J__  _^ 1 

r3  ~       de  r{c  —  ^s^)  +  r«' 
Der  Bruch 

1 

r(c  —  z)-\-  r^ 

ist  aber  gleich  Null  für  c  =  -|-  °°  ^^^  gleich  2/p2  für  c  =  —  ao, 
und  daraus  ergiebt  sich 

/'3\  J  ^ 

oder,  wenn  wir 

(4)  (p  =  —  2  [  ölogQds 
setzen : 

(5)  ^«  =  -S.      ^v  =  -|f- 

Die  Gleichung  div6  =  0  ergiebt  hier  für  die  Function  9 
die  Differentialgleichung 

und  aus  (2)  erhält  man  für  die  in  der  rcy-Ebene  liegende  be- 
grenzende Curve  (l(p  =  0  oder 

(7)  (p  =  const 

Für  die  Flächendichtigkeit  erhält  man,  wenn  n  die  in  den 
Nichtleiter  hinein  positiv  gerechnete  Normale  bedeutet,  aus 
§.  127  (8) 

(8)  !!=-*-• 

Um  das  Verhalten  der  Function  cjp  im  Unendlichen  zu  be- 
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stimmen,  bezeichnen  wir  ipit  B  die  Entfernung  des  variablen 
Punktes  p  mit  den  Goordinaten  rr,  y  von  einem  festen  Punkte  po 
mit  den  Goordinaten  Xo^  yo^  also : 

R  =  V(rr-Xo)«  +  (y-yo^ 
und  setzen  ausserdem 

w  =  2  l  öds, 

so  dass  m  die  Gesammtmenge  der  auf  der  Höhe  2  der  Gylinder- 
flächen  angehäuften  Elektricitätsmenge,  also  eine  gegebene  Con- 
stante  ist. 

Es  ist  dann  nach  (4) 

(9)  9>  -f-  mlogü  =  —  2  j  ölog^ds, 

und  wenn  wir  mit  r  den  Abstand  des  Punktes  po  von  dem  Ele- 
mente ds  und  mit  d'  den  Winkel  zwischen  r  und  B  bezeichnen, 
so  ist,  wie  aus  dem  Dreieck  {po^p^ds)  folgt, 

pa  =  ra  _^  IJa  —  2rl?coS'^. 
Wenn  wir  also 

log  J  =  i  log  (1+  ^  -  ^  C08*) 

nach  Potenzen  von  r/B  entwickeln,  so  ergiebt  sich  aus  (9): 

(10)  (p  +  mlogü=  Co  +  CiÄ-i  +  CiB-^  -] , 

worin  die  Grössen  Co,  Cj,  C2,  ...  nur  noch  von  der  Richtung 
(PoP)?  nicht  von  der  absoluten  Grösse  von  B  abhängen,  also  bei 
unendlich  wachsendem  B  endlich  bleiben.    Insbesondere  ist  hier 

(11)  Co  =  0. 

Es  lässt  sich  nun  folgender  Satz  beweisen: 

Wenn  die  Werthe  von  9  an  den  Grenzcurven  s 
und  die  Gonstante  m  gegeben  sind,  so  ist  durch 
die  Differentialgleichung  (6)  und  durch  die  Be- 
dingung (10),  auch  wenn  die  Co,  Ci,  ...  nicht  ge- 
geben sind,  die  Function  9   eindeutig  bestimmt. 

Denn  sind  9   und  (p'  zwei  diesen  Bedingungen   genügende 
Functionen,  so  genügt  ihre  Differenz 

0  =  9  —  9)' 

ebenfalls  der  Differentialgleichung  (6);  O  verschwindet  an  sämmt- 

Biemann- Weber,   Partielle  DifferentlalgleichuDgeD.  22 
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liehen  Grenzcurven  s  und  hat  im  Unendlichen  eine  Entwickelimg 

von  der  Form 

O  =  Co  +  Ci2i-i  +  ..., 

worin  Co  eine  Constante  und  Ci, . . .  im  Unendlichen  endlich  sind. 
Wir  begrenzen  ein   Gebiet   in    der   rcy- Ebene    durch    die 
Curven  s  und  einen  Kreis  mit  dem  ins  Unendliche  wachsenden 
Radius  B.     Anf  dieses  ebene  Gebiet  und  auf  den  Vectar 

<E>grad  O, 
dessen  Componenten 

sind,  wenden  wir  den  Gauss' sehen  Integralsatz  an  und  erhalten, 
wenn  df  das  Flächenelement  in  der  xy-Ehene  bedeutet: 

worin  n  die  ins  Innere  des  Gebietes  gerichtete  Normale  ist  Das 
Randintegral  über  die  Linien  s  verschwindet  aber,  weil  an  diesen 
Linien  die  Function  O  verschwindet,  und  an  dem  unendlich 
grossen  Kreise  ist  8a>/8n  =  CiB-^,  ds  =  Bd»,  und  B  fällt 
mit  der  negativen  n-Richtung  zusammen.  Demnach  ist  das  über 
diesen  Kreis  genommene  Integral 

0 

und  verschwindet  also  mit  unendlich  wachsendem  B.  Daraus 
folgt  für  das  über  das  tmendliche  Gebiet  S  genommene  Doppel- 
integral : 

lll(ll)'+(^)V/=«- 

Dies  ist  aber  nur  möglich,  wenn  dO/dx  und  d^/dy  überall 
gleich  Null  sind.  Es  ist  also  O  eine  Constante,  die  sich  aus- 
dem  verschwindenden  Werthe  von  0  an  den  Grenzlinien  gleich. 
Null  ergiebt*.  Aus  der  Bedingung  C©  =  0  erhält  man  dann  noclk 
eine  Relation  zwischen  m  und  den  constanten  Werthen  von  9? 
an  den  Grenzlinien  s. 

Wegen  ihrer  Analogie  mit  dem  Newton'schen  Potential 
wird  eine  solche  Function  cjp  ein  logarithmisches  Potential 
genannt. 
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§.  137. 

Zurückführung    des    Problems    auf    eine 

Abbildungsaufgabe. 

Der  Nachweis  der  Eindeutigkeit  des  Problems,  den  wir  zu- 
letzt geführt  haben,  gewährt  uns  den  grossen  Vortheil,  dass  wir 
niclit  genöthigt  sind,  uns  über  die  Strenge  eines  jeden  einzelnen 
Sclirittes  genaue  Rechenschaft  zu  geben,  dass  wir  uns  durch 
Vermuthungen  leiten  lassen  können,  wenn  wir  uns  nur  nach- 
tra.glich  davon  überzeugen,  dass  das  gefundene  Resultat  allen 
Bedingungen  der  Aufgabe  genügt. 

Für  die  Behandlung  der  elektrostatischen  Probleme  im  zwei- 
dimensionalen  Gebiete  lässt  sich  nun,  wie   aus  der  Gleichung 
1. 136  (6)  folgt,  die  Theorie  der  Functionen  complexen  Argu- 
mentes und  besonders  die  der  conformen  Abbildung  verwenden. 
Die  Gleichung 

^xsagt  nämlich,  dass 

dy  ^    dx     ^ 

ein  vollständiges  Differential  ist,  und  wenn  wir  also 

^tzen,  80  ist 

dq)        dilf       dq)  d  tf; 


>  1 


(3) 
und 


dx        8y'      dy  ex 


^8t  nach  §.  46  eine  Function  des  complexen  Argumentes 

Wir  haben  hier  als  Grenzcurven  in  der  ^-Ebene  die  Spuren  s 
"6r  leitenden  Cylinder  zu  betrachten ;  an  diesen  hat  (p  constante 
"erthe,  und  in  dem  ganzen  Gebiete  ausserhalb  dieser  Curven  s, 

wir  mit   S  bezeichnen   wollen,   ist   cjp   eindeutig  und  stetig, 


^)  Hier  bat  z  natürlich  eine  andere  Bedeutung  als  in  §.  136. 

22* 
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wird  aber  im  Unendlichen  unendlich,  wie  der  Logarithmus  der 
Entfernung  von  einem  endlichen  Punkte.  Die  Function  ^  ist 
durch  das  Integral  (2)  bestimmt,  wobei  der  Integrationsweg  irgend- 
wie in  dem  Gebiete  S  verlaufen  kann.  Es  wird  aber  if  nicht 
eindeutig  sein,  sondern  in  einem  und  demselben  Punkte  ver- 
schiedene Werthe  erhalten,  je  nach  dem  Integrationswege.  Um 
sie  eindeutig  zu  machen,  müsste  man  S  durch  gewisse  Schnitte 
zerlegen,  zu  deren  beiden  Seiten  ^  verschiedene  Werthe  hat. 

Wir  wollen  zunächst  den  Fall  betrachten,  dass  die  Be- 
grenzung von  S  nur  aus  einer  geschlossenen  Linie  besteht.  Wir 
nehmen  in  der  Ebene  einer  neuen  complexen  Variablen 

(6)  w  =  u  -}-  iv 

einen  Kreis  K  mit  dem  Radius  1  und  dem  Nullpunkt  als  Mittel- 
punkt und  denken  uns  auf  die  Fläche  dieses  Kreises  das  Ge- 
biet S  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  so  abgebildet,  dass  der 
Nullpunkt  in  der  w-Ebene  dem  Punkt  Unendlich  in  der  ;?-Ebene 
entspricht.  Durch  diese  Abbildung  ist  w  als  Function  des 
complexen  Argumentes  ^  so  bestimmt,  dass: 

1.  w  in  dem  ganzen  Gebiete  S  eindeutig,  endlich  und  stetig 
ist  und,  abgesehen  von  der  Grenzcurve,  einen  endlichen 
von  Null  verschiedenen  Differentialquotienten  besitzt; 

2.  dass  der  absolute  Werth  von  w  an  der  Curve  s  gleich 
1  wird; 

3.  dass  w  für  jg  =  oo  verschwindet,  und  dass  die  Entwicke- 
lung  von  w  nach  fallenden  Potenzen  von  js  die  Form  hat: 

worin  Ui  von  Null  verschieden  ist  (§.  48,  49); 

4.  fiir  jeden  endlichen  Werth  von  z  ist  w  von  Null  ver- 
schieden. 

Ist  nun  diese  Function  tc  bekannt,  so  setzen  wir 

/-g 

(7)  tv  =  e  ""  , 

worin  c  und  m  reelle  Constanten  bedeuten,  und  definiren  hier- 
durch die  Function  %  des  complexen  Argumentes.    Aus  (7)  folgt 

(8)  x  =  c  -{-  wi  log  w, 
und  daraus  der  reelle  Theil  g?  von  % 

(9)  (p  =  c  -^  mlog  \u^  +  vK 


§.  13a 


Die  Flächendiohtigkeit. 
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Nun  genügt  q)  als  reeller  Theil  einer  Function  des  complexen 
Argumentes  js  der  Differentialgleichung  (1).     Da  der  absolute 

Werth  y  (u>  -|-  ^0  ^^^  *^  ^^  ^^^  Curve  8  gleich  1  ist,  so  erhält 
an  dieser  Curve  q>  den  constanten  Werth  c.   Femer  ist  wegen  3. 

zw  und  also  auch  das  Product  der  absoluten  Werthe  Va;2  +  yS 

\  u*  -f-  v*  im  Unendlichen  endlich,  und  wenn  wir  also  ^x^  -}"  V^ 
mit  B  bezeichnen,  so  ist 

(10)  9  -f  m  log  iJ 

im  Unendlichen  endlich.  Da  überdies  u'^  -\-  v^  nach  4.  in  keinem 
endlichen  Punkte  des  Gebietes  S  verschwindet,  so  ist  (p  mit 
seinen  Differentialquotienten  im  ganzen  Gebiete  S  endlich,  stetig 
und  eindeutig,  und  genügt  sonach  allen  Bedingungen,  die  wir  in 
§.  136  an  die  Functionen  9  gestellt  haben. 

Damit    ist    das    elektrostatische   Problem    auf   die   Lösung 
einer   Äbbildungsaufgabe   zurückgeführt. 

§.  138. 
Die  Flächendichtigkeit. 

Der  Zusammenhang  mit  der  Theorie  der  Functionen  com- 
plexen Argumentes  giebt  uns  einen  sehr  einfachen  Ausdruck  für 

Fig.  56.  Fig.  57. 


die  Flächendichtigkeit,  die  durch  die  Formel  §.  136  (8)  allgemein 
bestimmt  ist.  Bezeichnen  wir  mit  ^  den  Winkel,  den  das  Ele- 
ment ds  der  Grenzlinie  s  mit  der  .r-Axe  einschliesst ,  und  zwar 
so,  dasB  ds  zu  der  Normalen  n  so  liegt  wie  die  positive  a;-Axe 
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zur  positiven  y-Axe  und  n  von  der  Leiter&äclie  in  den  Nicht- 
leiter hinein  positiv  gerechnet  ist  (Fig.  56  a.  v.  S.),  so  ist 

(n,a;)  =  |  +  ^,    (w,  1/)  =  -^,    (ds,x)  =  ^,    (ds,y)  =  |  — ^, 

und  es  ist 

^  =  —  ^  sm-^  +  ^  cos^, 
dn  dx  dy 

— ^  =       ^  cosO-^-  --^  sinO". 
()s  dx  '    8t/ 

Da  aber  dq)/ds  =  0  ist,  so  ergiebt  sich  hieraus 


dx  dn  dy        dn 


und  folglich 


dx ^i-^ ^ -^ .8y 

'd^~  dx^^dx~  dx       ^dy~       ^  dn 


e-^ 


woraus  nach  §.  136  (8) 

(1)  4.%6  =  —  iji;{z)e^». 

Betrachten  wir  einen  Punkt,  in  dem  die  Curve  s  eine  £cke 
mit  dem  Winkel  a%  (gegen  den  Nichtleiter)  hat  (Fig.  57  a.  v.  S.), 
und  legen  der  Einfachheit  halber  den  Goordinatenanfangspunkt 
in  diese  Ecke,  so  ist  in  unendlicher  Nähe  dieses  Punktes  (nach 
§.48) 

und  diese  Grösse  ist  in  der  Strecke  ds,  wo  der  reelle  Theil  von  % 
constant  ist,  rein  imaginär.      Es  ist  also 

und  wenn  wir  z  =  re*^  setzen,  so  ergiebt  sich 

(2)  4:r(J  =  —  i  —  r«       e"  . 

Dieser  Ausdruck  zeigt,  dass,  wenn  a  >  1  ist,  6  für  r  =  0 
unendlich  wird,  während  für  a  <  1  und  r  =  0  die  Dichtig- 
keit 6  verschwindet. 

Wenn  also  ein  Leiter  mit  einer  ausspringenden 
Kante    an    das    Dielektricum    grenzt,    so    ist    die    elek- 


§•  139.  Elektricitätsvertheilung  auf  einem  Prisma. 
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trische  Dichtigkeit  in  der  Kante  unendlich.  Bildet 
aber  der  Leiter  in  der  Kante  einen  einspringenden 
Kinkel  gegen  das  Dielektricum,  so  ist  die  Dichtigkeit 
in  der  Kante  gleich  Null. 


§.  139. 
Elektricitätsvertheilung  auf  einem  Prisma. 

Wir  wollen  nun  als  Beispiel  den  Fall  betrachten,  wo  die 
Curve  s  in  der  ^er- Ebene  ein  geradliniges  Polygon  ist.  Nach 
§137  kommt  die  elektrostatische  Aufgabe  darauf  zurück,  den 
Fliichenraum  ausserhalb   dieses   Polygons  auf  das  Innere  einer 

Fig.  58. 


1  X 


'^^■^isfläche  abzubilden,  so  dass  der  Mittelpunkt  des  Kreises  dem 
^endUch  fernen  Punkte  in  der  jp- Ebene  entspricht. 

In  der  Kg.  58  ist  der  üebersichtlichkeit  halber  das  Polygon 
*^8  Dreieck  (ABC)  angenommen.  Nehmen  wir  au,  die  Aufgabe 
^^^  gelöst,  es  sei  also  z  als  Function  von  tv  im  Innern  des 
'^röises  bestimmt,  und  die  Kreisbögen  a6,  6c,  ca  mögen  den 
^^'ygonseiten  AB,  BC,  CA  entsprechen. 

^ir  nehmen  nun  zu  jedem  Punkte  tv  im  Innern  des  Kreises 
^6^  zugehörigen  Pol  Wi  ausserhalb  und  lassen  diesem  den 
"^^tt  01  entsprechen,  der  der  Spiegelpunkt  von  z  ist  in  Bezug 
^^  eine  der  Polygonseiten,  etwa  AB, 

Dann  ist  die  Beziehung  von  z^  zu  Wi   gleichfalls  eine  con- 

fonne  Abbildung  (§.50),  und  es  ist  also  jetzt  z  als  Function  von  w 

in  der  ganzen  t<;-Ebene  bestimmt.    Diese  Function  ist  an  dem 

^8en  ba  stetig,   dagegen  an  den  anderen  Theilen  des  Kreises, 

an  ac  und  6c,  unstetig.     Denn  die  Strecken  ac  und  aCi  fallen 
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auf  dem  Kreise  zusammen,  während  die  entsprechenden  AC,  ACi 
in  der  ^- Ebene  getrennt  sind. 

Um  nun  die  Unstetigkeit  an  diesen  Linien  genauer  zu  be- 
stimmen, haben  wir  eine  Relation  aufzusuchen  zwischen  zwei 
entsprechenden  Punkten  z,  Zi  auf  den  geraden  Strecken  AC^ACi, 
Diese  ergiebt  sich  folgendermaassen.  Wir  bezeichnen  mit  A  zu- 
gleich den  Werth,  den  die  Variable  z  im  Punkte  A  hat,  mit  d* 
den  Winkel,  den  AC  mit  der  a:-Axe.;bildet,  mit  9  den  Winkel 
BACy  und  mit  r  den  Abstand  Az^  der  gleich  Azi  ist  Dann 
haben  wir 

z  —  A  =  re'^,        z^  —  A  =  re«<*+«v), 

und  folglich 

(1)  z,=A-\-{z  —  A)e^^r 

Hierin  sind  9  und  A  gegebene  Grössen,  die  sich  nicht 
ändern,  wenn  sich  der  Punkt  z  längs  AC  bewegt.  Wir  können 
daher  die  Gleichung  (1)  nach  tv  diflferentiiren,  wenn  wir  dabei 
den  Punkt  w  längs  der  Kreisperipherie  fortschreiten  lassen,  und 
so  ergiebt  sich 

d.  h.,  es  ist  die  Function 

d     y       dz 
dw      °  dw 

beim  Uebergange  über  den  Bogen  ac  in  der  Ebene  w;  stetig. 
Dieselbe  Betrachtung  lässt  sich  aber  in  Bezug  auf  die  anderen 
Polygonseiten  anwenden,  mit  geringer  Modiiication  auch  auf 
solche,  die  mit  der  spiegelnden  Seite  AB  parallel  sind,  und  es 
folgt  also: 

Die  Function 

d     .       dz  -  .   . 

-T —  log  -j —  =  <t>  (w) 
dw      ^  dw  ^  ^ 

m 

ist  eine  in  der  ganzen  Ebene  eindeutige  und 
stetige  Function  von  'w;,  die  nur  in  einzelnen, 
noch  näher  zu  bestimmenden  Punkten  unend- 
lich  werden   kann. 
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§.  140. 
Bestimmung  der  Function  0(w), 

Es  ist  nun  zunächst  erforderlich,  die  Unstetigkeiten  der 
Function  0{w)  zu  untersuchen.  Hierbei  sind  als  singulare 
Punkte  zu  beachten  die  Bilder  der  Eckpunkte  A^  JB,  C,  ...,  die 
Punkte  w;  =  0  und  w;  =  <x>.  Die  übrigen  Punkte  bezeichnen 
wir  als  reguläre  Punkte,  und  in  diesen  kann  O  nicht  unendlich 
'W'erden.  Denn  ist  tc^o  ein  solcher  Punkt,  und  Zq  der  zugehörige 
Werth  von  z^  so  haben  wir  eine  in  der  Umgebung  dieses  Punktes 
couvergente  Entwickelung 

z  —  Zo-=  Ci{w  —  Wo)  +  Ca  (u;  —  k?o)*  +  ••  • 
^  =  Ci  +  2ca(u;  —  Wo) -] 

^^t    von  Null  verschiedenem  Ci  (vergl.  §.  48),  und  daraus  ergiebt 
®ioh   eine  Entwickelung 

log  3:^  =  ^0  +  ^1  (w^  —  fo)  H , 

Worin  Co  =  logCj    endlich  ist     Demnach   haben   wir  fiir   einen 
solclien  Punkt  eine  Entwickelung 

^^)  <t>  =  61  -f-  2ea(t^  —  lOo)  +  •••, 

?;^^o    ist  O  endlich  im   Punkte  tÜQ.    Um   ferner  die  Bilder   der 
*^kpunkte  des  Polygons  zu  betrachten,  bezeichnen  wir  mit 

a;r,     /S^r,     y^r,     ... 

r^^^    an  den  Punkten  A^  B,  C,  ...  gelegenen  Innenwinkel  des 

^^ygons  (nach  der  Bezeichnung  in  der  Fig.  58  ist  an  =z  g)),  so 

^^^s,   während  in  der  «;- Ebene  im  positiven   Sinne  ein  Halb- 

*^^^is  um    den   Punkt  a    beschrieben    wird,    der    entsprechende 

"^nkt   der    jer- Ebene    einen   Bogen    von    der   Grösse    (2  —  a)% 

^^rchläuft     Dann  haben  wir  nach  §.  48  (16)  in  der  Umgebung 

^es  Punktes  a  eine  Entwickelung  von  der  Form 

^  —  A  =  {w  —  a)2-''[Cü  +  c^{\v  —  a)  +  €^{10  —  a)»  -| ], 

^öTin  Co  von  Null  verschieden  ist.    Daraus  folgt 
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dz 


dw 


=  (2  —  a)  CQ(tv  —  a)i-«  +  (1  —  a)  ^ (m;  —  a)2-« -| , 


log  ^  =  (1  —  a)  log(u;  —  a)  -f-  Co  +  ei  (m;  —  a)  H , 

und  folglich 

(2)  <&  =  ^=-^  +  ei  +  2e,(u;-a)  +  -., 

und  Entsprechendes  gilt  von  den  übrigen  Punkten  jB,  C,  . . . 

Dem  Punkte  w  =  0  entspricht  der  Werth  js  =  co^  und  zwar 
so,  dass  einem  Kreislaufe  um  den  Nullpunkt  ein  einfacher  Kreis- 
lauf in  der  ;?- Ebene  entspricht.  Folglich  gilt  in  der  Umgebung 
des  Nullpunktes  eine  Entwickelung  der  Form 

z  =  -^  +  Co  +  Ci  tc;  4-  •  •  •? 
w 

dw  w;2      '         '  ' 

mit  von  Null  verschiedenem  c_i;  daraus 

dz 
log^  =  —  21ogK;  -|-  ^0  +  Cim;  +  ..., 

(3)  2 

«  =  —  -  +  Ci  +  2e2W  H (u)  =  0). 

Es  bleibt  noch  der  Punkt  tv  =  co  zu  betrachten,  dem  gleich- 
falls der  Werth  z  =  co  entspricht.  Für  diesen  hat  man ,  da 
einem  einfachen  Kreislaufe  mit  hinlänglich  grossem  Radius  in 
der  w; -Ebene  ein  einfacher  Kreislauf  in  der  ^- Ebene  entspricht: 

Z  =  C^iW  +  ^0  +  ^-    H , 

dz  Ci         2Ci 

dw  "~  ''"'  ~  «^  ~  lü»  —  •••) 


(4) 


*<'g|i  =  *<'  +  S  +  S  +  -' 


d,  h.,  es  muss  w^O  im  Unendlichen  noch  verschwinden. 
Aus  diesen  Bedingungen  ergiebt  sich  aber,  dass  die  Differenz 
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-,    ,    ,     2         1— a        l—ß        1— y 
^  tv       w — a       w — 0       w  —  c 

in  der  ganzen  w-Ebene  endlich  bleibt  und  im  Unendlichen  ver- 
schwindet, und  dass  sie  also  nach  dem  Satze  §.  48,  II.  identisch 
-Null  ist. 

Hiernach  erhalten  wir  für  js  die  DiflFerentialgleichung 
,-.       d   .      dz  2    ,    1  —  a    ,    1  —  ß    ,    1  —  y    . 

dw     ^dw  w    '    w  —  a   '    tc  —  b       w  —  c    ' 

und  aus  (4)  ergeben  sich  noch  zwei  Bedingungen,  die  besagen, 
dass  bei  der  Entwickelung  der  rechten  Seite  nach  fallenden 
Potenzen  von  to  die  Coefficienten  von  w~^  und  t(r-^  ausfallen 
müssen : 

<6>  ]2  (1  -  «)  =  2,      ^a(l-cc)  =  0; 

von    diesen  Bedingungen  ist  die  erste  von  selbst  erfüllt,  da  in 
hinein  Polygon  von  w  Seiten  die  Winkelsumme 

i7)  3r  ^  a  =  (w  —  2)  jr 

ist.      Die  zweite  zerfällt,  da  die  a,  6,  c,  ...  complex  sind,   durch 
"■-^^xinung  des  reellen  und  imaginären  Theiles  in  zwei  Relationen. 
Aus  (5)  erhält  man  aber  durch  Integration,  wenn  Ci  und  c^ 
^^ö    Integrationsconstanten  sind: 

(8)    ci0jrC2=  {^-  {w  —  ay-"  (iv  —  by-^  {w  —  cy-r  . . . 

Wenn  das  Polygon  in  der  ;8f-Ebene  durch  die  Coordinaten 

Seiner  n  Eckpunkte  gegeben  ist,  so  hat  der  Ausdruck  (8)  2n  Be- 

^^^gungen    zu    erfüllen.     Zu    ihrer   Befriedigung    hat    man    die 

**   ^^eellen  Grössen  a,  /3,  . . .  die  n  Grössen  a,  6,  . . .  mit  dem  abso- 

^ten  Werthe  1  und  die  beiden  complexen  Constanten  Cj,  Cg,  also 

•*-^4  reelle  Constanten,  die  aber  noch  den  drei  Relationen  (6) 

K^tHigen  müssen.    Also  ist  die  Anzahl  der  verfugbaren  Constanten 

/J^     1  grösser  als  die  Anzahl  der  zu  erfüllenden  Bedingungen. 

^'-^s  ist  nothwendig,  da  man,  wenn  die  Aufgabe  auf  eine  Art 

8^1  Ost  ist,  den  Kreis  in  der  ?«;- Ebene  noch  um  einen  beliebigen 

^^Ukel  drehen  kann. 

Durch    eine    Veränderung    des    Coordinaten  Systems    in    der 
^*ßbene  und  durch  ähnliche  Vergrössening  oder  Verkleinerung 
*^^i\n  man  den  Ausdruck  (8)  auf  die  Form  bringen 


^)       z  =  {  ^.  (iv  -^  ay-^  {iv  —  by-^  (w  —  c) 


i-y 
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und  in  dieser  Form  giebt  er,  wenn  a,  &,  o, . . .  irgend  welche 
Grössen  mit  dem  absoluten  Werthe  1,  und  a,  /3,  7/,  ...  irgend 
Zahlen  zwischen  0  und  2  sind,  die  den  Bedingungen  (6)  ge- 
nügen, immer  die  Abbildung  des  Einheitskreises  in  der  t^-Ebene 
auf  ein  geradliniges  Polygon  in  der  ^- Ebene  mit  den  Winkeln 
a  3r,  /5  3r,  y  ;r,  ... 

Wenn  wir  für  a,  &,(;,.. .  die  vier  Punkte  ±  c  *  ,  und 
a  =  /3  =  y  . . .  =  Va  annehmen ,  so  sind  die  Bedingungen  (6) 
befriedigt,  und  wir  erhalten  aus  (9) 

(10)  ,  =  jyrT^.^, 

also  ein  elliptisches  Integral  (zweiter  Gattung).  Lassen  wir  to 
über  die  Kreisperipherie  gehen,  so  setzen  wir  to  =  e*^  und  er- 
halten   

dz  =  i  \2cos2d'dd'; 

es  ist  also  dz  reell  oder  rein  imaginär,  und  wir  haben  in  der 
jer-Ebene  ein  Quadrat  mit  der  Seitenlänge 


=  \  V2  cos  2  »  d  »  »)• 


r 


§.  141. 
Influenz  zweier  cylindrischer  Leiter. 

Es    seien  jetzt  zwei   parallele   cylindrische   Leiter  von   be- 
liebigen   Querschnitten    gegeben,    auf    denen    die     constanten 
Potentialwerthe  Ci,  Gj  herrschen  sollen.     Dann  ist  das  Gebiet  fiT 
in  der  ^- Ebene  von   zwei  Curven  Si,S2,  den   Querschnittlinien. 
der   Cy linder,   innerlich   begrenzt,    und   erstreckt  sich   ins   ün— 
endliche. 

Das  Gebiet  S  ist  zweifach  zusammenhängend,  weil  es  durch 
einen  die  Curven  Sj,  s^  verbindenden  Schnitt  nicht  in  getrennte 


*)  II.  A.  Schwarz:  „lieber  einige  Abbildungsaufgaben^ ,  Grelle'« 
Journal,  Bd.  70  (1869).  E.  B.  Christoffel:  „Sul  problema  delle  tempera- 
ture  stationarie" ,    Annali  die  Matematica,  Ser.  2,  T.  I  (1867),  T.  IV  (1870). 
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Theile  zerfällt.  Das  elektrische  Potential  (p  ist  so  zu  bestimmen, 
dass  es  den  allgemeinen  Bedingungen  des  §.  136  genügt  und  an 
den  Curven  Si,  Sj  die  Werthe  Fig.  59. 

Ci,  C^  annimmt. 

Im  Allgemeinen  wird  die 
Function  tp  im  Unendlichen 
logarithmisch  unendlich  [§.136 
(10)].  Es  kann  hier  aber  auch 
der  Fall  vorkommen,  dass  sie 
endlich  bleibt,  nämlich  dann, 
wenn  beide  Cylinder  gleiche 
und  entgegengesetzte  Elek- 
tricitätsmengen  enthalten,  also 
f»  =  0  ist. 

Auch  dieses  Problem  lässt  sich  auf  eine  Abbildungsaufgabe 
zurückführen,  wie  wir  jetzt  zeigen  werden. 

I.  Wir  nehmen  an,  dass  das  Gebiet  S  auf  das  Innere 
eines  Kreisringes  K  conform  abgebildet  sei,  so 
dass  die  beiden  Grenzkreise  hi^h2  den  Curven  Si^s^ 
entsprechen. 

Die  Radien  der  begrenzenden  Kreise  wollen  wir  so  wählen, 
dass  ihr  Product  =  1  ist,  was  offenbar  durch  proportionale  Ver- 
grösserung  oder  Verkleinerung  zu  erreichen  ist,  wenn  es  nicht 
schon  von  vornherein  so  sein  sollte.  Wir  bezeichnen  demnach 
den  Radius  des  inneren  Kreises  mit  g*/«,  den  des  äusseren  mit 
g-V«^  so  dass  q  ein  positiver  echter  Bruch  ist.  Dieser 
Kreisring  liege  in  der  Ebene  einer  complexen  Variablen  w. 

Da  wir  den  Kreisring  noch  in  seiner  Ebene  drehen  können, 
80  steht  es  uns  frei,  dem  unendlich  fernen  Punkt  des  Gebietes  z 
einen  Punkt  c  auf  dem  positiven  Theil  der  reellen  Axe  ent- 
sprechen zu  lassen.  Die  Wahl  von  q  und  c  wird  uns  aber  nicht 
mehr  freistehen,  sondern  von  den  Lagenverhältnissen  der  Curven 
5i,  Sj  abhängen,  wie  wir  später  an  Beispielen  sehen  werden. 

Wenn  dies  Abbildungsproblem  gelöst  ist,  so  ist  w  in  dem 
Gebiete  S  eine  stetige,  endliche  und  von  Null  verschiedene 
Function,  deren  absoluter  Werth  an  den  Curven  Sj,  $2  die  con- 
stanten  Werthe  q^^*  und  q~^^*  annimmt    Wenn  wir  also 

(1)  1  =  q)  -\-  iil;  z=  logtv,     tu  =  e'/'+»v 

setzen,  so  ist  (p  der  reelle  Theil  einer  Function  %  von  ;?,  der  an 
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den  Curven  Sj,  s^  die  constanten  Wertlie  y^lcgq,  — ^/t^ogq  an- 
nimmt, und  hierdurch  ist  also  bereits  das  Problem  für  den 
speciellen  Fall  gelöst,  dass  <p  im  Gebiete  S  endlich 
bleibt,  also  die  Gesammtmenge  der  mitgetheilten 
Elektricität  gleich  Null  ist. 

Im  Allgemeinen  haben  wir  aber  noch  eine  zweite  Aufgabe 
zu  lösen: 

IL  Es  ist  eine  Function  Xi  =  <Pi  +  ^^i  <J6s  com- 
plexen  Argumentes  js  in  dem  Gebiete  S,  also 
auch  des  complexen  Argumentes  w  innerhalb 
des  Kreisringes  K  so  zu  bestimmen,  dass 

a)  die  Function  x^  in  dem  Punkte  c  logarith- 
misch unendlich  wird,  so  dass 

Xi  —  log  (w  —  c) 

in  c  endlich  bleibt; 

b)  der  reelle  Theil  (pi  von  Xi  ^^  ^^^  Gebiete  Ky 
abgesehen  von  dem  Punkte  c,  endlich,  stetig 
und  eindeutig  ist  und  an  den  Grenzen  ki^h^ 
verschwindet. 

Der  imaginäre  Theil  ^i  wird  in  Folge  der  Bedingung  a) 
nicht  eindeutig  sein  können. 

Da  der  Punkt  w  =  c  dem  Punkte  0  =  00  entspricht,  so 
besteht  eine  Entwickelung  von  der  Form: 


Ci      ,      C.2 

w  —  V  = 
also 


C/1        ,       (j"2       I 


\og{w  —  c)  =  —  log^r  -\-  e^ -[-  -^ -\- 

3 


und  wenn  also  der  absolute  Werth  '^x'^  -j-  «/^  von  z  mit  U  be- 
zeichnet wird,  so  ist  nach  a) 

(2)  cpi  +  log  ü 

im  Punkte  ^  =  00    endlich. 
Setzen  wir  daher 

(3)  d>  =  m^i  +  ^9  -f  2?, 

so  ist,  wenn  A  und  B  willkürliche  Constanten  bedeuten,  Q>  der 
reelle  Theil  einer  Function  complexen  Argumentes  jer,  die  nach 
a)  und  b)  die  Eigenschaften  hat: 


\ 
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1.  0-f-mlogU  ist  im  Unendlichen  endlich  [§.  137  (10)]. 

2.  An  den  Grenzcurven  Sj,  s^  ist 

und  die  Gonstanten  A  und  B  können  so  bestimmt 
werden,  dass  C^  und  C,  beliebig  gegebene  Werthe  er- 
halten. 

Damit  ist  also  unser  elektrostatisches  Problem  auf  die  Lö- 
sung der  beiden  functionentheoretischen  Probleme  L,  IL  zurück- 
geführt Von  diesen  ist  das  zweite  von  der  Natur  der  Curven 
Si^Si  unabhängig  und  kann,  wie  wir  sehen  werden,  allgemein 
gelöst  werden.  Das  erste  aber  hängt  von  der  Gestalt  dieser 
Conen  ab  und  kann  nur  in  speciellen  Fällen  gelöst  werden. 

Wir  wenden  uns  zunächst  der  Behandlung  des  zweiten  Pro- 
blemes  zu. 

§.  142. 
Bestimmung  der  Function  Xii'^^)- 

Um  die  Function  Xi  zu  bestimmen,  setzen  wir 

(1)  Xi  (w)  =  \ogf(iv). 

Dann  ist/(K;)  eine  Function,  die  in  dem  Kreisringe  K  den  Be- 
dingungen genügen  muss: 

a)  Die  Function  f  (w)  wird  in  dem  Punkte  c  gleich 
Null,  und  zwar  so,  dass  der  Quotient /(ti?)/(ti?  —  c) 
endlich  und  von  Null  verschieden  bleibt;  ab- 
gesehen von  dem  Punkte  c  ist  der  absolute  Werth 
von  f(tv)  in  dem  Gebiete  K  endlich,  stetig,  ein- 
deutig und  von  Null  verschieden. 

b)  Der  absolute  Werth  von  f{w)  ist  an  den  beiden 
Peripherien  Äi,  k^  gleich  1. 

Um  eine  solche  Function  f{w)  zu  finden,  construiren  wir  zu 
einem  beliebigen  Punkte  ti?,  den  wir  vorläufig  innerhalb  K  an- 
nehmen  wollen,   die  Pole  in  Bezug  auf  die  beiden  Kreise  A;^,  ki^ 
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und  nehmen  zu  diesen  Punkten  die  Sprigelbilder  in  Bezug  auf 
die  reelle  Axe  Wi  und  w-i.    Es  ist  dann 

(2)  wwi  =  q,      ww^i  =  q-^. 

Hierdurch  wird  das  ganze  Gebiet  K  auf  zwei  angrenzende 
Gebiete  Äi,  K-i  conform  abgebildet,  und  die  innere  Begrenzung 
von  Kl  ist  ein  Kreis  mit  dem  Radius  g*/<,  die  äussere  Begrenzung 
von  Ä'__i  ein  Kreis  mit  dem  Radius  q^\ 

Auf  dem  Kreise  k^  ist  Wi  mit  w  conjugirt  imaginär,  und 
ebenso  ist  w^i  auf  Jc^  mit  w  conjugirt  imaginär. 

Die  Function /(m;)  muss  nun,  wie  aus  der  Symmetrie  folgt, 
eine  reelle  Function  sein,  d.  h.  eine  Function,  die  für  con- 

Fig.  60. 


jugirt  imaginäre  Werthe  des  Argumentes  selbst  conjugirte  Werthe 
erhält  (und  folglich  für  reelle  Argumentwerthe  reell  wird).  Dem- 
nach verlangt  die  Forderung  b),  dass /(u;) /(m7i)  an  fti,  und 
f{w)f{w-x)  an  Ä,  gleich  1  wird: 

(3)  /(u;)/(-|-)  =  1,        anfc,, 

W  /(!(;) /(A^  =  1,        anfc,. 

Diese  Gleichungen  müssen  aber,  da  sie  an  Linien  erfüllt  sein 
sollen,  identisch  stattfinden. 
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Die  Function  f{ui)  soll  nun  in  c  verschwinden.  Folglich 
wird  sie  nach  (3)  und  (4)  unendlich  in  den  Punkten  qc^^ 
g"^r"\  und  wieder  Null  in  den  Punkten  g»c,  g"*c,  und  indem 
wir  80  weiter  schliessen,  folgt 

fiw)  =  0    in  den  Punkten  c,    g-*c,    g-*c  ..., 

eine  Function,  die  diese  Nullpunkte  und  Unendlichkeitspunkte 
hat,  lässt  sich  aber  leicht  durch  ein  unendliches  Product  bilden, 
nämlich 

(5)    iPOc)  =  (l_^)        '=> 


und  Dach  bekannten  Sätzen  aus  der  Theorie  der  unendlichen 
Producte  convergirt  dieser  Ausdruck,  da  q  als  echter  Bruch 
vorausgesetzt  war,  für  jeden  endlichen,  von  Null  verschiedenen 
Werth  w. 

Nun  aber  genügt  F(w)  noch  nicht  vollständig  den  Bedin- 
gungen (3)  und  (4),  sondern  es  ist,  wie  eine  sehr  einfache 
Rechnung  zeigt: 

(6)        f(«,)f(1)  =  i,      F(.)f(1^)=.±. 

Setzen  wir  aber 

(7)  f(w)  =  aw>^F(w), 

80  können  wir  die  beiden  Constanten  ä,  ß  so  bestimmen,  dass 
(3)  und  (4)  befriedigt  werden.  Denn  es  ergiebt  sich  aus  (6) 
und  (7) 

lind  es  muss  also 

1  =  a2  g.^,      1  =  «2  c-2  g-i  -.^ 

«ein.   Daraus  ergiebt  sich 

a  =  ±  f^  gV., 

<8^  __  1  _  logc 

^  2        logg' 

worin  das  Vorzeichen    von    a   beliebig   gewählt    werden    kann. 
Nehmen  wir  das  negative,  so  ergiebt  sich 

Biemftnn-Weber,  Partielle  Differentialgleiohuxigen.  23 


'2(r-3g-i-.^ 
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(9)  /  (tf)  = 


g*  u;    ^°«« 


m-il) 


wodurch  alle  Bedingungen  unserer  Aufgabe  befriedigt  sind. 

Die  unendlichen  Producte,  die  hier  auftreten,  sind  aus  der 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  bekannt,  und  wir  wollen  sie 
noch  in  die  dort  gebräuchliche  Bezeichnung  übertragen.  Es 
gründet  sich  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  auf  vier 
sogenannte  O*- Functionen,  die  in  folgender  Weise  durch  unend- 
liche Producte  dargestellt  sind^): 

dox(t;J  =  Ön(l-3^'-»e2''-)(i_g2.-ie-2^.,;)^ 

worin  Q  ein  gemeinschaftlicher,   von  v  unabhängiger  Factor  ist, 
der  durch  g  so  dargestellt  värA: 

g  =  n  (1  -  3^»). 

In  allen  diesen  Producten  durchläuft  v  die  Reihe  der  natür- 
lichen Zahlen  1,  2,  3,  ...  bis  unendlich. 

Auf  diese  Functionen  wird  nun  der  Ausdruck  (9)  zurück- 
geführt, wenn  wir  setzen 

(11)  t(;  =  e^'»«^',       c  =  e^^»««, 


—irtia 


-^i,(«-a) 


(12)  /(.c)  =  H.  .0..   ^^^^^^^^ 

Der  Ausdruck  vereinfacht  sich  wesentlich  in  dem  besonderen 
Falle,  wo  c  =  1,  also  a  =  0  ist    Dann  wird 

(,„  m  = '  ^^  ■ 

Diese  Function  ist  doppelt  periodisch   und  lässt   sich  durch 
die  elliptische  Function  sinus  amplitudinis  ausdrücken  wie  folgt : 


*)  Vergl.  H.  Weber,  Elliptische  Functionen  und  algebraische  ZahleOf 
§.  21,  S.  61  und  62. 


§.143. 


Conforme  Abbildung  auf  den  Kreisring. 
f(w)  =  f  y  X  s  n  (2  Kv), 
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wenn 


V*  =  \^i^Ui 


1+3 


2v 


+  3 


2v— l  ' 


2Z 


—  =  JJ  (1  _  g»')>  (1  +  g«'-iy 

gesetzt  ist,  was  für  die  Leser,  die  mit  der  Theorie  dieser  Func- 
tionen vertraut  sind,  hier  angeführt  sei  (H.  Weber,  Elliptische 
Functionen,  S.  62,  110,  111). 

Die  hier  betrachtete  Function  f(tc)  hat  für  das  Ring- 
gebiet und  das  logarithmische  Potential  eine  ähnliche  Be- 
deutung, wie  die  Green'sche  Function  für  das  Newton'sche 
Potential. 


§.  143. 
Conforme  Abbildung  auf  den  Kreisring. 

Es  bleibt  jetzt  noch  übrig,  die  in  §.  141  charakterisirte 
Abbildungsaufgabe  I.  zu  lösen,  was  nur  in  besonders  einfachen 
fallen  möglich  ist. 

Sehr  leicht  ist  die  Lösung  für  den  Fall,  wo  die  Grenz- 
curren  Sj,  $,  des  Gebietes  S  zwei  Kreise  sind,  die  einander  aus- 

Fi^.  61. 


scUiessen,  auf  Grund  des  Satzes  (§.  51),  dass  bei  der  con- 
lormen  Abbildung  durch  gebrochene  lineare  Functionen  allen 
Kreisen  der  einen  Ebene  auch  Kreise  der  anderen  entsprechen, 
liegen  wir  die  Mittelpunkte  der  Kreise  Si,  Sa  auf  die  reelle  Axe 
w  der  jsr-Ebene  und  bezeiclinen  die  Abscissen  der  Schnittpunkte  der 
Kreise  mit  dieser  Axe  der  Reihe  nach  mit  a,  j3,  y,  ö,  so  haben 

23* 
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wir  w  als  lineare  gebrochene  Function  von  js  so  zu  bestimmen, 
dass  sich  die  Werthe 


gegenseitig  entsprechen. 

Wenn  also  die  vier  "Werthe  a,  /5,  y,  d,  d.  h.  die  Kreise  Sj,  s,, 
gegeben  sind,  so  ist  q  nicht  mehr  willkürlich,  sondern  durch  die 
gegebenen  Grössen  bestimmt    Man  erhält 

.  .  l  —  q  l  +  q'^i^w  _  y  — /3  z  —  a 

^^  l-j-g   l  —  q''tw  ~  y  — a  z  —  ß' 

^^^  Vl  +  gy  ~   (y-a)  (S-ß)' 

und  daraus   ergiebt  sich   ein   Werth  von  q,  der  ein   positiver 
echter  Bruch  ist. 

Schwieriger,  aber  auch  interessanter,  ist  das  folgende  Bei- 
spiel, an  dem  Helmholtz  zuerst  den  Nutzen  der  Abbildungs- 
theorie für  diese  Art  elektrostatischer  Probleme  nachgewiesen 
hat  1). 

Das  Gebiet  S  sei  begrenzt  durch  zwei  parallele 
geradlinige  Schnitte,  deren  Endpunkte  die  Ecken 
eines  Rechtecks  bilden.  Das  Gebiet  S  erfüllt  also  die 
ganze  ^ -Ebene,  hat  aber  an  diesen  beiden  Schnitten  Unstetig- 
keiten,  und  die  Ränder  der  Schnitte  sollen  den  beiden  Grenz- 
kreisen des  Ringgebietes  in  der  t(;- Ebene  entsprechen. 

Physikalisch  handelt  es  sich  hierbei  um  die  Vertheilung 
der  statischen  Elektricität  auf  zwei  unendlich  langen  ebenen 
Streifen,  die  sich,  etwa  wie  die  Platten  eines  Condensators^ 
gegenüberstehen. 

Die  Schnitte  in  dem  Gebiete  S  mögen  parallel  mit  der 
y-Axe  angenommen  werden,  und  ihren  Endpunkten  mögen  dia 
Werthe  jgr  =  ±  a  i  /3i  entsprechen. 

Denken  wir  uns  die  Hälfte  des  Gebietes  S,  in  dem  x  einen 
positiven  Werth  hat,  auf  den  Kreisring  abgebildet,  dessen 
innerer   Kreis   den  Radius  1,   und   dessen   äusserer  den  Radius 


^)  lieber  discontinuirliche  Flüssigkeitsbewegungen.  Monatsbericht  der 
Akademie  der  Wissenschaften  in  Berlin  vom  13.  April'  1868.  Gesammelte 
Abhandlungen,  Bd.  I.,  S.  157.  Die  Endformel  ist  übrigens  bei  Helmholts 
nicht  richtig  angegeben. 
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^~'/«  hat,  80  wird  die  andere  Hälfte  auf  dem  Kreisringe  1,  q^^* 
abgebildet,  wenn  man  dem  Punkte  — z  den  Werth  Ijw  ent- 
sprechen läast    Setzen  wir  also 

(3)  z  =  tp  {w), 

so  wird 

und  die  Function  q>{w)  muss  also  die  Eigenschaft  haben: 


(5) 


•^G)  =  -  ''(«'^- 


Wir  können,  wie  aus  der  Symmetrie  unserer  Figuren  folgt, 
die  Abbildung  so  annehmen,  dass  conjugirt  imaginären  Werthen 


Fig.  62. 


d. 


^on  \ß  auch  conjugirt  imaginäre  Werthe  von  z  entsprechen, 
^h.  80,  dass  q>{w)  eine  reelle  Function  ist.  Eine  Folge  davon 
18t  dann  [nach  (5)],  dass  die  Punkte  %v  =  -^  \  den  Punkten 
'  =  0, 00  entsprechen.  Wir  wollen  feststellen ,  was  freisteht, 
*"  =  -f"  1  sei  das  Bild  von  jgr  =  00 . 

In  zwei  symmetrisch  gelegenen  Punkten  z^  z'  des  Schnittes 
^i  haben  wir  die  Werthe 

jer  =  a  -|-  y  i,         z*  =^  a  —  y  i  =  2  a  —  z^ 

^^d  die  entsprechenden  Werthe  von  k*  sind  w  und  \jqw. 

Es  hat  also  die  Function  g?  {ic)  auf  der  Kreisperipherie  g— V« 
*e  Eigenschaft: 

(«)  <p(^)  =  2«-  9  00, 

^^  die  Gleichungen  (5)  und  (6)  müssen  nun  wieder  identisch, 
i  h.  für  alle  Werthe  von  xv  befriedigt  sein. 
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Ausserdem  muss  (p{w)  eine  reelle  Function  von  w  sein,  < 
in  dem  Kreisringe  K  nur  in  dem  Punkte  w  =  l  unendlich,  sei 
überall  endlich  und  stetig  ist. 

Aus  (6)  ergiebt  sich  dann  mit  Hülfe  von  (5),  wenn  man 
durch  l/w  ersetzt, 

(7)  qp  (^1)  =  _  2  «  -  ,)  («;). 

Ferner  ergiebt  sich  noch  aus  (5)  und  (6) 

(8)  gj  (g  t«;)  =  —  2  a  -f-  9?  (w). 

Wenn  nun  umgekehrt  q)  (w)  diesen  Forderungen  gemt 
bestimmt  ist,  so  zeigt  die  Relation  (6),  dass,  wenn  w  und  1/^ 
conjugirt  imaginär  sind,  d.  h.  an  der  äusseren  Kreisperipher 
der  reelle  Theil  von  ^  =  (p(iv)  constant  =  a  ist,  und  dass  d 
imaginäre  Theil  von  £?,  während  w  auf  der  Kreisperiphei 
herumgeht,  sich  zwischen  zwei  endlichen  Grenzen  —  ß  und 
bewegt.  In  den  Endpunkten  der  Schnitte,  d.  h.  da,  wo  d 
Werth  von  z  umkehrt,  ist  der  Differentialquotient  <p'{io)  = 
Dadurch  wird  ein  Zusammenhang  zwischen  ß  und  q  hergestel 

Denken   wir  uns  durch  (5)  und  (6)   die  Function  q)(w) 
der  ganzen  u;-Ebene  bestimmt,  so  erhalten  wir  eine  Function,  c 
in  allen  Punkten  w  =  q^  für  v  ==  0,  +1,  ±2,  ...  unendlich  wii 
Demnach  führen  wir  eine  Function  @{iv)  ein,  die  wir  durch  d 
unendliche  Product 

OD 

(9)  &(w)  =  (m;V«  —  tü-'/^)  JJ(1  —  q^  iv)  (1  —  q^'ur-^) 

definiren.  Diese  Function  geht,  von  einem  constanten  Fad 
abgesehen,  in  die  Function  -ö'nCv)  (§.  142)  über,  wenn  q  duK 
q^  und  w  durch  e^''»«'  ersetzt  wird.  Es  hat  aber  diese  Functi 
0(m;),  wie  sich  aus  (9)  leicht  ergiebt,  die  Eigenschaft 

0(IO)  =  —    @(W-'), 

und  wenn  wir  also 

^     ^  ^  ^  ^  a  log  m;  0  (w) 

setzen,  so  genügt  diese  Function  allen  Bedingungen,  durch  d 
die  Function  (p(tv)  bestimmt  war,  und  diese  Function  ist  all 
durch  (11)  dargestellt. 
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Führt  man  die  Entwickelung  (9)  in  (11)  ein,  so  erhält  man 
qf(u)  durch  eine  unendliche  Reihe  dargestellt: 


V 


(p(w)  = = 2  a  X  -^r—^ — - — 


+  i-^i  +  2''2r4: 


q'^tor-^ 


y«/»— 1 


q^w 


Wir  unterlassen  es  hier,  auf  die  Einführung  der  elliptischen 
Functionen  in  diese  Resultate  näher  einzugehen,   bei   der   sich 
auch  eine   explicite  Darstellung  der  Relation  zwischen  q  und  ß 
ergeben  würde. 


Siebenzehnter  Abschnitt. 
Magnetismus. 


§.  U4. 
Das  magnetische  Gleichgewicht. 

• 

Nach  der  Hypothese  von  Maxwell  tritt  im  Aether  und  in 
anderen  Körpern  neben  der  elektrischen  Spannung  eine  magne- 
tische Spannung  auf,  die  genau  denselben  Gesetzen  folgt,  wie  die 
elektrische  Spannung.  Um  die  eine  Theorie  aus  der  anderen 
abzuleiten,  ist  nur  eine  Veränderung  in  der  Bezeichnung  nöthig. 

Wir  nehmen  einen  magnetischen  Kraftvector  2R  und 
einen  Verschiebungsvector  ^  an,  zwischen  denen  die  Relation 
besteht 

(1)  4;r^  =  fi3Jl, 

worin  fi  eine  der  Dielektricitätsconstanten  entsprechende  magne- 
tische Constante  ist,  die  für  das  Vacuum  gleich  1  angenommen 
wird.  Sie  heisst  die  Magnetisirungsconstante  oder  auch  die 
Permeabilität  und  ist  ihrer  Natur  nach  eine  positive  Zahl. 
Der  Vector  ^  wird  auch  die  magnetische  Polarisation  ge- 
nannt. 

Die  Betrachtungen  des  fünfzehnten  Abschnittes  über  Elek- 
tricität  lassen  sich  dann  auf  die  magnetischen  Erscheinungen 
übertragen,  wenn  durchweg 

durch 

ersetzt  wird.  Es  sind  jedoch  folgende  wesentliche  Unterschiede 
vorhanden. 
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Die  für  die  magnetischen  Erscheinungen  wichtigsten  Körper, 
Eisen  und  Stahl,   folgen  diesen  Gesetzen  nicht    Bei  diesen  ist, 
wie  die  Erscheinungen  des  remanenten  und  permanenten  Magne- 
tismus (die  sogenannte  Hysteresis)  zeigen,  die  Polarisation  der 
magnetischen  Kraft   keineswegs   proportional.     Die  Polarisation 
folgt  der  magnetischen  Kraft  nur  mit  einer  gewissen  Verzögerung 
oder  Trägheit,   und    es  bleibt  ein  Theil  von  ihr  zurück,  auch 
wenn  die  magnetische  Kraft  aufgehört  hat  zu  wirken.     Dieser 
Umstand  setzt  der  mathematischen  Behandlung  der  magnetischen 
Erscheinungen  grosse  Schwierigkeiten  entgegen  und  zwingt  uns, 
die    Betrachtung  auf  zwei  ideale  Grenzfälle  zu  beschränken,  die 
dena  in  der  Gleichung  (1)  ausgesprochenen  Gesetze  gehorchen, 
nad    denen    sich    die    wahren    Vorgänge   in  höherem    oder    ge- 
ringerem Grade  annähern.    Diese  beiden  Fälle  bezeichnen   wir 
als     den  des  vollkommen  weichen  Eisens  und  des  voll- 
ko  mmen     harten    Stahls,    aus    dem    die     perman*enten 
Magnete  bestehen. 

Ausserdem  sind  es  noch  folgende  Unterschiede,  durch  die 
ßicli  die  Theorie  der  magnetischen  Erscheinungen  von  der  der 
elektrischen  unterscheidet: 

1.  Bei  den  Magnetisirungsconstanten  fi  kommen  weit  grössere 
Unterschiede  vor  als  bei  den  Dielektricitätsconstanten. 
Während  £  bei  allen  Körpern,  soweit  bekannt,  grösser 
als  1  ist,  zerfallen  die  Körper  in  Bezug  auf  die  Magne- 
tisirungsconstante  fi  in  zwei  Classen,  die  diamagneti- 
schen, bei  denen  fi  kleiner  ist,  und  die  paramagnetischeu, 
bei  denen  fi  grösser  als  1  ist.  Im  harten  Stahl  wird 
fi  =  1  angenommen,  während  ft  im  weichen  Eisen  einen 
sehr  grossen  Werth  hat. 

2.  Es  giebt  keine  Leiter  des  Magnetismus  in  dem  Sinne, 
wie  es  Leiter  der  Elektricität  giebt. 

3.  Nennt  man,  wie  bei  der  Elektricität,  die  Grösse  div^-JJ 
den  wahren  Magnetismus,  so  ist  wahrer  Magnetismus 
nur  in  den  permanenten  Magneten,  also  im  harten  Stahl, 
vorhanden. 

Es  ist  also  überall,  mit  Ausnahme  der  permanenten 
Magnete 
^^^  div  ^:^s  =  0. 

In  einem  permanenten  Magnete  ist 
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(3)  div  ^  =  f», 

die  Dichtigkeit  des  wahren  Magnetismus,  eine  gegebene 
Function  des  Ortes,  von  der  noch  angenommen  wird, 
dass  die  in  einem  solchen  Körper  vorhandene  Gesammt- 
menge  verschwinde,  dass  also  das  über  das  Volumen  eines 
permanenten  Magneten  genommene  Integral 


(4)  I  mdt  =  0 


sei. 

4.  Auch  an  Flächen  tritt  wahrer  Magnetismus  nicht  auf, 
d.  h.  die  Normalcomponente  P»  ist  an  jeder  Fläche  zu 
beiden  Seiten  gleich  i). 

Nach  diesen  Voraussetzungen  ist  die  in  dem  Volumelement 
dt  enthaltene  Menge  magnetischer  Energie 

(5)  dT=^  PMdt  =  1  (P,M.  +  PyMy  +  P, Jf,)  dz, 
oder  auch 

(6)  =  Ji  (M2  +  MS  +  M^)  dz, 

und  die  Aufgabe,  das  magnetische  Gleichgewicht  in  einem  Felde 
zu  bestimmen,  in  dem  keine  mechanischen  Bewegungen  statt- 
finden, ist  mathematisch  gar  nicht  verschieden  von  dem  elektro- 
statischen Problem  unter  der  Voraussetzung,  dass  in  einem  elek- 
trischen Felde  von  veränderlicher  Dielektricitätsconstante  ein- 
zelne mit  wahrer  Elektricität  geladene  Nichtleiter  eingebettet 
sind.  Es  fallen  nur  hier  die  besonderen  Bedingungen  weg,  die 
auf  der  Gegenwart  von  Leitern  im  Felde  beruhen;  dagegen  tritt 
die  Verschiedenheit  von  ft  hier  weit  mehr  in  den  Vordergrund. 

Die  Bedingungen,  die  sich  hier  ergeben,  sind  demnach  wie 
im  §.  127  die  folgenden. 

Die  magnetische  Kraft  hat  überall  ein  Potential  qp. 

I.  jtf«  =  -|f,  ^.  =  -U,  ^^^  =  -|?- 

ex  cy  OB 

II.    Die  Function  q>  ist  im  ganzen  Felde  stetig  und  genügt 
der  Difi'erentialgleichung 


*)  Vgl.  H.  Hertz:   „Ueber  die  Grundgleichungen  der  Elektrodynamik 
für  ruhende  Köi-per",  a.  a.  0. 
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worin  m  überall  ausserhalb  der  permanenten  Magnete 
verschwindet,  in  den  permanenten  Magneten  eine' der 
Bedingung  (4)  genügende  gegebene  Ortsfunetion  ist. 

III.   An  einer  Fläche,  in  der  zwei  verschiedene  Werthe  von 
IL  zusammenstossen,  ist  P„  stetig,  also 


'^>        "*  (n; = "-  (ny 


IV.  Wird  das  Feld  im  Unendlichen  als  unmagnetiscb  voraus- 
gesetzt, so  verschwindet  9?  im  Unendlichen,  wie  die  —  2*« 
Potenz  der  Entfernung. 

Durch    diese   Bedingungen    ist    die   Function    9?,   wie 
schon  bei  der  Elektrostatik  gezeigt  ist,  eindeutig  bestimmt. 


§.  145. 
Permanente  Magnete. 

Wenn  in  dem  ganzen  Felde  ft  =  1  ist,  was  wir  anzunehmen 
*^«en,  wenn  nur  permanente  Magnete  im  leeren  Räume  oder  in 
^^  I-iuft  in  Betracht  kommen,  so  geht  §.  144  (7)  in  die  Glei- 
chung 

^O  z/9?  =  —  4^/H 

^*^^J^,  deren  allgemeines  Integral  wir  bereits  im  elften  Abschnitt, 
8*    ^ö  (8),  dargestellt  haben.    Es  ergiebt  sich  danach 

^^'iti  r  den  Abstand  des  Punktes  x^  t/,  £?  von  dem  Element  dt 
^^^xitet,  und  die  Integration  nur  über  den  Theil  des  Raumes 
.     Erstrecken  ist,  in  dem  m  von  Null  verschieden  ist,  d.  h.  über 
^    permanenten  Magnete  des  Feldes. 

Für  die  gesammte  Energie  des  Feldes  finden  wir  nach 
^*   1*44  (6)  den  Ausdruck: 
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Nach  der  Formel 

8yV_     ^  8a;  c^fp 


iZ)- 


dx  ^  dx^' 


und  nach  §.  144,  1.  können  wir  hierfür  auch  setzen 

(4)  r=  _  ^  j  div93Kdr  -  ^  j  ipjfpdt. 

Da  der  Vector  9  972  nicht  an  Flächen  unstetig  ist,  und  nach 
§.  144,  IV.  im  Unendlichen  stärker  als  die  —  2*«  Potenz  der 
Entfernung  verschwindet,  so  ist  nach  dem  Gauss'schen  Satze 
das  erste  Integral  in  dieser  Formel  gleich  Null  (§.  128),  und 
es  folgt 

(5)  ^—^  [  ^*^^^- 

Dieser  Ausdruck  wird  auch  das  Potential  des  Systems 
auf  sich  selbst  genannt 

Eine  Aenderung  in  der  gegenseitigen  Lage  der  Theile  des 
Systems  wird  einen  gewissen  Arbeitsaufwand  erfordern,  der,  wenn 
in  jedem  Augenblicke  die  Bedingungen  des  magnetischen  Gleich- 
gewichtes als  erfüllt  angesehen  werden  können,  durch  den  Zu- 
wachs, den  die  Grösse  T  erfährt,  gemessen  wird  (§.  120). 

Nehmen  wir  an,  dass  zwei  permanente  Magnete  -Mi,  M^  vor- 
handen seien,  so  zerfällt  der  Ausdruck  T  in  drei  Theile : 

!Z'=:T, +  T, +  21,, 

worin  nach  (5)  und  (2) 

y    _    ff  m|f>hdr,dT'i 

,ßx  JJ  ^11 


m,m2dr,  dr.2 


12 


gesetzt  werden  kann.  Hierin  sind  T^,  T^  die  Potentiale  der 
Magnete  Jtfj,  M2  auf  sich  selbst,  während  T12  das  Potential 
der  beiden  Magnete  auf  einander  genannt  wird. 

Die  Bedeutung  dieser  doppelten  Integrationen  ergiebt  sich 
von  selbst.  Zur  Erläuterung  sei  aber  noch  bemerkt,  dass  z.  B., 
um  Ti  zu  bilden,  irgend  zwei  Elemente  dti^  dv'i  des  Magneten 
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M^  mit  den  zugehörigen  Dichtigkeiten  m^,  m^  multiplicirt  und 
das  Product  mim[dridr[  durch  die  Entfernung  r^  von  drj,  dr[ 
zu  dividiren  ist  Jedes  solche  Product  kommt  dann  nach  (2) 
und  (5)  zwei  Mal  in  T  vor,  und  die  Summe  aller  dieser  ist  Tj, 
wenn  in  dem  Integral  (6)  jedes  solche  Product  nur  ein  Mal  ge- 
nommen und  deshalb  der  Factor  Va  weggefallen  ist. 

Wenn  jetzt  die  Magnete  Mi^  M^    gegen    einander  bewegt 

Werden,    ohne    dass    ihre  Gestalt    und  Magnetisirung    geändert 

wird,  so  bleiben  Ti  und  T^  ungeändert,  und  der  Zuwachs  von 

^i  m  allein  giebt  die  Arbeitsgrösse ,  die  bei  dieser  Veränderung 

aof^ewandt  wird.    Dies  ist  die  Grundlage  für  die  Berechnung 

der-   gegenseitigen  Einwirkung  zweier  permanenter  Magnete. 


§.  146. 
Die  magnetischen  Momente. 

Das  über  das  Volumen  eines   permanenten  Magneten  aus- 
gedehnte Integral 
n\  [  mdt 


H 


r 

"^^  in  den  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  vorkommt,  heisst 
das  Potential  dieses  Magneten.  Es  ist  eine  von  diesem  Magneten 
^nd  seiner  Lage  allein  abhängige  Function  des  Ortes,  die  im  Un- 
kindlichen verschwindet 

fiezeichnen  wir  mit  a^i,  t/j,  0^  die  Coordinaten  eines  Punktes 
iiö  Inneren  des  Magneten  und  mit  x^y^  z  die  Coordinaten  eines 
entfernten  Punktes  und  setzen 

jßa  =  a:«  +  1/2  _|.  ^a^ 

r^  =  {x  —  x,Y  +  (1/  -  y^y  +  (-8^  -  ^l)^ 

^  folgt  durch  Entwickelung  nach  Potenzen  von  Xy^  t/i,  jer^,  wenn 
^^  xiach  dem  zweiten  Gliede  abbrechen: 

(2^  1  _  j_    ,    xx^  +  yy^  +  ^^i 

^^d    ^enn  wir  also 

v^)  a  =     Ximdx^     ß  =     y^mdx,    y  =      Zimdx 

^^^2en,  so  folgt  aus  (1)  mit  Rücksicht  auf  die  Relation 


.ä 
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(4)  jmdr  =  0, 

für  (p  die  Darstellung 

welche  gültig  ist,    wenn    man  Glieder  von  der  Ordnung   l/R^ 
gegen  die  der  Ordnung  l/iJ»  vernachlässigen  kann. 

Die  Summen  a,  /3,  y  heissen  die  magnetischen  Momente 
des  Magneten.  Sie  ändern  sich  nicht,  wenn  der  Coordinaten- 
anfangspunkt  unter  Beibehaltung  der  Richtung  der  Coordinaten- 
axen  verlegt  wird,  und  transformiren  sich  bei  einer  Drehung  des 
Coordinatensystems  ebenso  wie  die  Coordinaten  eines  Punktes. 
Setzen  wir  also 


(6)  Z=ya2 -f  /32  +  ya 
und  definiren  eine  Richtung  X  durch 

(7)  l  cos  (A,  a;)  =  a,    l  cos  (A,  y)  =  /3,    l  cos  (A,  a)  =  y, 

so  ist  l  und  die  Richtung  X  von  der  Lage  des  Coordinatensystems 
unabhängig  und  sind  dem  gegebenen  Magneten  eigenthümliche 
Constanten;  A  heisst  die  Axe  und  l  das  Moment  (oder  auch 
das  Hauptmoment)  des  Magneten.  Isti/  eine  beliebige  andere 
Richtung  und 

(8)  n  =  Z  cos  (A,  v), 

so  heisst  n  das  Moment  in  Bezug  auf  die  Richtung  v. 
Lassen  wir  den  Punkt  x,  y,  0  in  der  Richtung  v  ins  Unendliche 
gehen,  und  bezeichnen  seine  Entfernung  von  einem  festen 
Anfangspunkte  mit  iJ,  so  ergiebt  sich  aus  (5)  eine  allgemeine 
Definition  des  magnetischen  Momentes  in  Bezug  auf  die  Rich- 
tung V,  nämlich  n  =  lim  E^  tp. 

Nehmen  wir  zwei  permanente  Magnete  Mi  und  Jf,  in  einem 
sonst  unmagnetischen  Felde  an,  und  zwar  in  so  grosser  Ent- 
fernung, dass  für  einen  Punkt  von  M^  der  Ausdruck  (5)  für  das 
Potential  von  M^  gilt,  und  umgekehrt,  so  erhalten  wir  für  das 
Potential  der  beiden  Magnete  auf  einander  nach  §.  145  (7) 


mJ    a.' 


'*1  2 

und  wenn  wir  mit  <pi   das  Potential  des  ersten  Magneten,  ge- 
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nonamen  für  einen  Punkt  des  zweiten,  verstehen,  nach  (1) 
(9)  Tj,  =    I  9?imadra. 

Sind  nun  (Xj,  ßi^  y^\  a^,  ß^y  y^  die  magnetischen  Momente  von 
^1  und  M^  und  rc,,  y^,  z^  die  Coordinaten  eines  Punktes  in  M^^ 
«0  können  wir  nach  (5)  setzen 

^ortnü  die  Entfernung  eines  beliebigen  Punktes  in  Mi  von  dem 

*^ttnite  a:^,  y^,  ^gr,  ist    Mit  Vernachlässigung  von  Grössen  höherer 

Ordnung  können  wir  aber  unter  iJ  auch  die  Entfernung  zweier 

^öliebiger  Punkte  von  Mi  und  M^  verstehen,  die  bei  der  Summa- 

*^öii  in  (9)  unverändert  bleiben,  und  dann  ergiebt  sich 

Bezeichnet  man  mit  Z^,  Zg    <iie  Hauptmomente  von  M^^  Jfj, 
'^^^t;    Ai,  As  die  Axenrichtungen,  so  kann  man  nach  (7)  dafür  auch 

^i>  =  jp 

Dieser   Ausdruck    wird    bei    unveränderlichem  Magnetismus 

Minimum,  wenn  der  Winkel  (A^,  Aj)  gleich  180°  ist,  und  die 

en  Magnete    befinden    sich    also   in   einem   stabilen  Gleich- 

^^^^V"icht,  wenn  ihre  Axen  parallel,  aber  entgegengesetzt  gerichtet 

§.  147. 
Magnetische  Induction.    Kugel. 

Wenn  in   ein  magnetisches  Feld    ein   Körper    von    anderer 

^XTneabilität  (l  gebracht  wird,   etwa   ein  Körper   aus   weichem 

,^  ^^en,  in  dem  nach  unserer  Annahme  ft  einen  sehr  grossen  Werth 

(etwa  2000),  so  wird  in   diesem  Körper  magnetische  Kraft 


Polarisation  hervorgerufen,   und   dieser  inducirte  Magnetis- 
'U.s.  wird   durch    die   allgemeinen   Vorschriften    des  §.   144   be- 
^^immt. 

Wir  wollen  annehmen,   dass  die  magnetische  Kraft  in  dem 
^^^^prünglichen  Felde  constant  sei  und  die  Componenten  A^  jB,  C 
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habe,  ein  Zustand,  der  angenähert  durch  den  Erdmagnetismus 
verwirklicht  ist.  Durch  die  Einführung  des  Körpers,  den  wir 
den  inducirten  Körper  nennen,  wird  dann  der  magnetische 
Zustand  verändert,  aber  merklich  nur  in  einer  Entfernung,  die 
nicht  zu  gross  ist  im  Vergleich  zu  den  Dimensionen  des  indu- 
cirten Körpers,  und  das  magnetische  Potential  wird  also  durch 
die  folgenden  Bedingungen  bestimmt: 

(1)  Jip  =  0 
im  ganzen  Felde, 

(2)  1^  =  -^    |-^-  =  --B'    ^  =  -C 

^  ^  dx  ö.y  dz 

im  Unendlichen. 

Dazu  kommen  noch   die  Bedingungen   für  die  Grenze  de 
inducirten  Körpers.    Bezeichnen  wir  mit  q>i  und  tpa  die  Functio 
q>  im  Inneren  und  ausserhalb  dieses  Körpers,  mit  n  eine  dei 
beiden  Normalenrichtungen  an  der  Grenzfläche,  so  ist  an  diese 
Fläche 

(3)  q>i  =  9?«, 

(4)  a^  =  i5^. 

Nehmen  wir  zunächst  an,  der  inducirte  Körper  habe  di 
Gestalt  einer  Kugel.  Wir  wählen  dann  die  Richtung  der  indim. 
cirenden  Kraft  zur  ic-Axe,  den  Kugelmittelpunkt  zum  Goordinateim 
anfangspunkt,  und  führen  Polarcoordinaten  r,  -ö*  ein.  Dann  nim 
die  Differentialgleichung  Jtp  -=  0  [nach  §.  42  (1 1)]  die  Form 

oo  1        c  sinir  V,— 

^5)  ^lll-  4-  -J -^1-0 

^^  gra    ^  rsin-^         d%^        ~ 

Setzen  wir  hierin  versuchsweise 

(6)  9?  =  M  cosO" 

und  nehmen  an,  u  sei  allein  von  r  abhängig,  so  erhält  man 

eine  Gleichung,   die  die  beiden  particularen  Integrale  r  und 
hat.     Bezeichnen  wir  mit  A,  Cj,  Cj  Constanten,  so  folgt  hier 
mit  Rücksicht  darauf,  dass   g?,  für  r  =  0  endlich  bleiben  mu 
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(8)  9.  =  (-Är-[-  §)  cosd  ^-Ax-\-^, 

(9)  9><  =  drcosO"  =        C^x 

und  die  Constante  ii  ist  nach  (2)  die  inducirende  Kraft  Zur 
Bestimmung  von  Ci  und  C2  erhält  man  aus  (3)  und  (4)  zwei 
Gleichungen,  nämlich,  wenn  c  der  Eugelradius  ist: 

woraus 

Die  inducirte  magnetische  Kraft  ist  also  im  Inneren  der 
Eagel  constant. 

§.  U8. 
Magnetische  Induction.    Ellipsoid. 

Das  Resultat,  das  wir  im  vorigen  Paragraphen  für  die  Kugel 
gewonnen  haben,  legt  die  Vermuthung  nahe,  dass  das  Verhalten 
bei  einem  Ellipsoid  ähnlich  sein  möge. 

Wir  verallgemeinern,  um  dies  zu  prüfen,  die  Formeln  §.  147 
(8),  (9),  indem  wir  bemerken,  dass  der  durch  (8)  gegebene  Aus' 
druck  9a  iii  seinem  zweiten  Gliede  x/r^  die  a;-Componente  der 
Anziehung  enthält,  die  die  mit  homogener  Masse  erfüllte  Kugel 
^h  dem  New  tonischen  Gravitationsgesetze  ausüben  würde 
(§§•  101,  106).    Dies  verallgemeinern  wir  nun,  indem  wir  setzen 

(1)  fp^  =  —  Ax  "-  By  —  C^  -f  aX  +  zSr+yZ, 

(2)  (pi  =  cc^x  +  ß^y  +  yi^, 

^orin  Xj  Yy  Z  die  Componenten  der  Anziehung  des  mit  homo- 
gener Masse  erfüllten  Ellipsoids  auf  einen  äusseren  Punkt  be- 
<ieuten,  und  a,  /3,  y;  «i,  ß^,  y^  zu  bestimmende  Constanten  sind. 

Durch  diese  Annahme  sind  die  Bedingungen  (1),  (2)  des 
vorigen  Paragraphen  befriedigt,  und  aus  (3)  und  (4)  müssen  die 
sechs  Constanten  a,o(i,...  bestimmt  werden. 

Wir  nehmen  die  Hauptaxen  des  Ellipsoids  zu  Coordinaten- 
Äxen  und  setzen  seine  Gleichung  in  die  Form: 

(3)  £!  +  M?  +  ^  =  1 

Biemann- Weber,  Partielle  Differentialgleichungen.  24 
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Es  ist  dann  an  der  Oberfläche 

,..  8£ x^         8y  y^         dß_ z_ 

^^  ^  dn~a^'     *"  8^  ""  P'     ^d^~  c^' 

wenn  zur  Abkürzung 

(^)  9^  =  ^  +  fl  +  ^ 

gesetzt  ist.    Nun  ist  nach  §.  107  (4),  wenn  dort  «p  =  1  gesetzt 
wird,  das  Potential  eines  homogenen  Ellipsoids: 


(6) 


V  —  f  A  _  ^'  _  y  _  "'  \  ^ 


worin  l  eine  Function  von  x,  y,  e  ist,  die  für  die  Punkte  der 
Oberfläche  verschwindet,  und  D  die  Bedeutung  bat: 


Hieraus  ergiebt  sich 

worin  X^  eine  Function  von  x  ist,  die  für  einen  Punkt  der  Ober- 
fläche in  eine  Gonstante 

^''^  ^'  =  ^]  (a«  +  s)  D 

•: 

übergeht.     Es  ist  ferner,  immer  für  einen  Punkt  der  Oberfläche 
[§.  107  (ll)i, 

dx  ~       ^  "^  a«  dx 

dX  _  2xU 

dy  "~  a2  dy 

dX  2xdX 


und  folglich 


dz  a2   dz 

cX ^   ex    ,    2x  dk 

cn  dn    ^    a^  cn 

Ferner  ist  nach  (4)  und  §.  107  (14) 

Q   :r-  =  2 

dn 
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und  folglich 

(8)  Q^  =  -,  (4  -  Xo). 

Entsprechende  jFormeln  gelten  für  Y  und  Z,  wenn  wir 

(9)  r,  =  2j^p-p^,    Z,  =  2j^^j-p^ 

0  0 

setzen. 

Hiernach  erhalten  wir  nach  (1)  und  (2)  für  die  Punkte  der 
Oberfläche: 

g>,=  -(Ä  +  aXo)x  -{B  +  ß  Yo)y  -  (C  +  y^o)^, 
Mid  femer  nach  (8): 

ii^d  daraus  ergeben  sich  die  sechs  Gleichungen  zur  Bestimmung 
^®r  Constanten  a,  /J,  y,  Oj,  /Jj,  yj: 

(10)  B  +  ^  Fo  +  A  =  0,      £  +  ^(Fo  -  4)  +  iiß,  =  0, 
C+  y  Zo  +  y^  =  0,       C+  y  (Zo  -  4)  +  fiyi  =  0. 

Bs  ist  also  auch  hier  die  inducirte  magnetische  Kraft  und 
^er  auch  die  Polarisation  im  Inneren  des  EUipsoids  nach  Rieh- 
*^6  und  Grösse  constant 


§.  149. 
Ein  permanenter  Magnet  im  magnetischen  Felde. 

Wir  betrachten  jetzt  ein  beliebiges  magnetisches  Feld,  dessen 
^^^etisirungsconstante  ft  =  1  ist,  in  dem  das  magnetische 
Potential  O  herrscht,  das  der  Differentialgleichung  z/  ^  =  0  ge- 
^figen  soll,  so  dass  die  Componenten  der  magnetischen  Kraft 
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^^)  -^--gF'     ^-~d^'     ^-~dJ 

sind.  In  dieses  Feld  werde  nun  an  irgend  einer  Stelle  ein 
manenter  Magnet  M  gebracht,  den  wir  der  Kürze  wegen 
Bussole  nennen  wollen«  Durch  das  Einbringen  dieses  Köi 
wird  das  gegebene  Magnetfeld  verändert,  und  es  ergiebt 
wenn  r  die  Entfernung  eines  Punktes  x^^y^  z  des  Feldes 
einem  Punkte  in  M  ist,  und 

(2)  9"  ={7''* 

gesetzt  wird,  für  das  Potential  in  dem  veränderten  Felde 

(3)  ;|r  =  O  +  9, 

denn  durch  diese  Function  sind  alle  Bedingungen  des  mi 
tischen  Gleichgewichtes  befriedigt  Es  ist  dabei  vorausge 
dass  überall  ft  ==  1  ist,  dass  sich  also  z.  B.  keine  Massen 
weichem  Eisen  im  Felde  befinden;  angenähert  wird  aber 
Ausdruck  (3)  auch  für  diesen  Fall  noch  gelten,  wenn  wii 
nehmen,  dass  die  Bussole  so  klein  und  in  solcher  Entfer 
von  diesen  Körpern  sei,  dass  sie  keinen  merklichen  Einflus 
die  magnetische  Induction  hat. 

Wir  schliessen  nun  die  Bussole  durch  eine  Eläche  0 
die  ausser  ihr  keinen  permanenten  Magneten  enthält,  und 
rechnen  die  magnetische  Energie,  die  in  dem  von  dieser  F 
umschlossenen  l'heile  des  Feldes  enthalten  ist.  Hierfür  erh 
wir  nach  §.  145  (4) 

Auf  das  erste  dieser  Integrale  wenden  wir  den  Gauss'i 
Satz  an  und  erhalten  dafür,  da  ;|53K  nicht  an  Flächen  uni 
ist,  nach  §.  144,  I. 

1    f     8X  ^ 
8^  J  ^  ^n  ^^' 

worin  n  die  an  der  Oberfläche  0  nach  aussen  gezogene  Noi 
bedeutet  und  die  Integration  über  alle  Elemente  do  i 
Fläche  zu  erstrecken  ist. 

In  dem  zweiten  Integrale  der  Formel  (4)  ist  nach  §.  \A 

jd%  =  z/g)  =  —  4jrm, 
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und  wir  erhalten  danach 

worin  das  Integral  nach  dt  nur  über  den  Magneten  M  zu  er- 
strecken ist. 

Der  Einfachheit  halber  nehmen  wir  jetzt  die  Oberfläche  0 
aUKngelfläche  mit  dem  Radius  ü  an,  deren  Mittelpunkt  irgendwo 
in  der  Bussole  liegen  mag.  Wir  nehmen  aber  femer  die  Bussole 
als  unendlich  klein  an;  genauer  ausgedrückt,  wir  setzen  voraus^ 
dass  an  der  Oberfläche  dieser  Kugel  und  darüber  hinaus  eine 
Bewegung  der  Bussole  keinen  merklichen  Einfluss  mehr  auf  das 
Feld  hat,  und  dass  dabei  doch  die  Kugel  als  so  klein  angenommen 
werden  kann,  dass  in  ihrem  Inneren  die  Componenten  X,  Y,  Z 
der  magnetischen  Kraft  des  Feldes  als  constant  angesehen  werden 
können.    Dann  können  wir  im  Inneren  der  Kugel 

(6)  0  =  ^  Xx  —  Yy  -  Zz, 

und  an  ihrer  Oberfläche 

m  ^       ax  +  ßy  -{-  yz 

setzen,  wenn  a,  /3,  y  die  magnetischen  Momente  der  Bussole  sind. 
Bezeichnen  wir  mit  dco  ein  Element  der  Einheitskugel  und  mit 
i)  %  \  seine  Ck)ordinaten,  so  ist  für  das  Element  do\ 

Ä=liJ,      y=i'R%      z  =  R^y      do  =  R^dca^ 

und  man  findet  leicht  durch  Integration  mittelst  Polarcoordinaten 
oder  auf  anderem  Wege 

(8)  [  S^diD  =  f  ti'do}  =  [  i^do  =  ^, 

(9)  j  nid(o  =  [  Udcj  =  j  ^ridGi  =  0. 
Es  ist  femer  an  der  Fläche  0 

•= -  B(X|  4-  Xij  +  zt),   II  =  -  (Xf  +  r,j  +  zt). 

9  -         ^l±_ßV±_H  8  V  _  _  2(«|  +  /?i?  +  yg) 

ind  daraas  ergiebt  sich,  wenn  man  Glieder  der  Ordnung  i?~* 
«nberücksichtigt  lässt,  §.  146  (3): 
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I  x^^dr  ==  I  fpmdt  —  (Xa  -|-  Yß  -\-  Zy), 


i 


z  II  do  =  +  ^  u»  (x^  +  r*  +  z») 

+  ^  (X«  +  X/5  +  Zy). 


Bezeichnen  wir  mit  l  das  Hauptmoment  der  Bussole 
zugleich  die  Richtung  seiner  Äxe,  ferner  mit  L  die  Grösse 
Richtung  der  magnetischen  Kraft  X,  Y,  Z,  so  ist  also 

T  =  i  [  ipmdt  +  ^  B'U  —  ^Ll  cos  (L,  T). 

Hierin  ist  das  erste  Integral  das  Potential  des  Magneten 
auf  sich   seihst,    und   daher  unabhängig   von   der  Lage   di( 
Magneten.     Der  Theil,  der  allein  von  der  Lage  abhängig 
und   dessen   Vergrösserung    also    den   zu    einer  Lagenänder 
erforderlichen  Arbeitsaufwand  misst,  ist  daher 

(10)  Ti  =  '-^Ll  cos  (L,  l). 

Ist  z.  B.  L  die  erdmagnetische  Kraft,  und  nehmen  wir 
der  Magnet  sei  um  eine  durch  seinen  Schwerpunkt  gehende  i 
ticale  Axe  drehbar,  während  die  magnetische  Axe  in  der  H< 
zontalebene  bleibt,  so  ist,  wenn  i  die  magnetische  Inclinati 
^  den  Winkel  bedeutet,  den  die  Axe  des  Magneten  mit  d 
magnetischen  Meridian  bildet: 

Ti  =  —  o"  ü  cosi  cos-ö", 

oder,  wenn 

H  =  L  cos  i 

die  horizontale  Componente  des  Erdmagnetismus  ist: 

Ti  =  —  l-  Hl  cos». 

0 

Wenn  nun  der  Magnet  in  Schwingungen  versetzt  wird, 
ergiebt  sich  aus  dem  Satze  von  der  lebendigen  Kraft,  da  hi 
bei  gegen  die  Schwerkraft  keine  Arbeit  zu  leisten  ist,  wen 
die  Zeit  und  K  das  Trägheitsmoment  des  Magneten  bedeutet: 

l  ^  Gif  =  3'  "^  "^^^  +  '**"'*• 
und  durch  DiflFerentiation 
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(14)  K^=-^  Hl  sin». 

Der  Magnet  schwingt  also  wie  ein  einfaches  Pendel,  dessen 
Länge  8  =  gK\Ul  ist,  wenn  g  die  beschleunigende  Kraft  der 
Schwere  bedeutet 

Nach  §.  144  (5)  ist  hier  die  Einheit  der  magnetischen  Kraft 
dadurch  bestimmt,  dass  sie  in  der  Volumeneinheit  die  Einheit  der 
Arbeit  herrorbringt  Sie  hat  nach  jener  Formel  die  Dimension 
[Jf]  =  [m^ P'» r"^].  Dies  ist  das  absolute  Gauss'sche 
Maass  'des  Magnetismus  i). 


§.  150. 
Magnetische  Doppelflächen. 

Wir   wollen  jetzt    noch   einen    Fall    betrachten,  der  zwar 

Dicht  unmittelbar  realisirbar  ist,  aber  wegen  seiner  Beziehung 

20     der  Theorie    der    elektrischen   Ströme    von   grosser  Bedeu- 
tung ist 

Wir  nehmen  an,  es  sei  in  einer  dünnen  Schicht  von  der 
Kclce  n,  die  sich  über  ein  Oberflächenstück  0  hinlagert,  per- 
manenter Magnetismus  von  der  Dichte  m  ausgebreitet,  und 
^^^  so,  dass  nicht  nur  die  Gesammtmenge  des  wahren  Magne- 
usmug  verschwinde,  sondern  dass  auch  in  jedem  einzelnen, 
öbei-  einem  Flächenelement  do  stehenden  Prisma  ndo  die  Menge 
ded  wahren  Magnetismus  Null  sei.  Ist  dann  B  die  Entfernung 
ciÄös  Raumpunktes  p  von  einem  Punkt  q  dieses  permanenten 
Magneten,  so  ist  das  Potential  des  Magneten  im  Punkte  p 


(i) 


-n 


indodv 


R 


"^Tvh  V  den  Abstand  eines  variablen  Punktes  auf  der  .Normalen 
^  »0,  in  einer  beliebigen  Richtung  positiv  gerechnet,  bedeutet. 
Bei  feststehendem  do  ist  iJ  eine   Function  von  v,  und  wir 
können,  wenn  wir  n   unendlich  klein  und  p  in   endlicher  Ent- 
fernung von  0  annehmen,  nach  dem  Taylor' sehen  Lehrsatz 


^)  OauBB,  „Intensitas  vis  magneticae  terrestris  ad  mensuram  absolu- 
*Wtt  mocatnr«.    Werke,  Bd.  Y. 
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1_ 
B 


1  «- 

r  ~  dv 


setzen,  wenn  r  die  Entfernung  des  Punktes  p  vom  Ele 
ist.    Dies  giebt,  in  (1)  eingesetzt,   da  nach  der  Yorau 

do  \mdv  verschwindet: 


(2) 


9  = 


do 


r 


dv 


mvdv. 


Wenn  wir  nun 


(3) 


,=1 


mvdv 


setzen,  so  ist  rido  das  nach  der  Richtung  v  geschätzte 
des  über  do  stehenden  Elementarmagneten,  und  wir  erl 


w 


9  = 


'    ov 


Hierin  ist  17  eine  Function  des  Ortes  auf  der  Fläch 
der  Ausdruck  (4)  ist  das  Newton 'sehe  Potential  einer 
belegung  mit  den  Massendichten  17  (§.  100). 

Wir  nennen  eine  solche  Fläche  0  eine  magi 
Doppel  fläche.  An  ihr  ist  die  Function  q>  nicht  mel 
sondern  es  ist,  wenn  wir  die  Werthe  von  9  auf  beide 
der  Fläche  durch  g)+  und  g?"  unterscheiden,  nach  §.  10^ 

(5)  g)+  —  9""  =  —  4jriy. 

Wenn  daher  in  einem  irgendwie  beschaffenen  magi 
Felde  solche  Doppelflächen  vorkommen,  so  müssen  di< 
bedingungen,  die  zur  Bestimmung  des  Gleichgewichtsz 
dienen,  dahin  erweitert  werden,  dass  die  Function  tp  nie 
stetig  ist,  sondern  an  diesen  Flächen  der  Bedingung  (5) 


Achtzehnter  Abschnitt. 
Elektrokinetik. 


§.  151. 
Elektrische  und  magnetische  Ströme. 

Wir  haben  im  fünfzehnten  Abschnitt  gesehen,  dass  der  elek- 
trische Zustand  eines  nichtleitenden  P^eldes  bestimmt  ist  durch 
dcü  elektrischen  Kraftvector  6,  dem  die  elektrische  Verschiebung 
®  nach  der  Formel 

(1)  ®  =  7^  6 

öÄtgpricht.  Wenn  sich  der  elektrische  Zustand  mit  der  Zeit  ver- 
modert, so  wird  zu  dem  Kraftvector  ein  neuer  Kraftvector  hin- 
^Jitreten,  den  wir  mit 

dt 

''^Zeichnen  können,  und  dieser  wird  eine  Verschiebung  hervor- 
bringen,  die  nach  (1)  durch  den  Vector 

(2)  ©dt  =  3^  If  dt 

4:71     et 

^^estellt  werden  kann. 

Den  Vector  ©  nennen  wir  den  elektrischen  Strom,  der 
^  Felde  stattfindet,  und  sein  Tensor  S  heisst  die  Strom - 
«lichte. 

Ebenso  bezeichnen  wir,  wenn  in  einem  magnetischen  Felde 
^er  Kraftvector  901  veränderlich  ist,  den  Vector 

(3)  ©  =  Ji-^ 

ijc    dt 
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als  den  magnetischen  Strom.  Wenn  es  erforderlich  ist,  unter- 
scheiden wir  den  elektrischen  und  den  magnetischen  Strom  durch 
die  Bezeichnung  @«,  ©•". 

Anders  verhält  sich  aber  die  Sache  bei  den  Leitern  der 
Elektricität.  Für  den  Gleichgewichtszustand  haben  wir  an- 
genommen, dass  in  einem  Leiter  elektrische  Kraft  und  elektrische 
Verschiebung  gleich  Null  sein  müssen.  Dieser  Zustand  ist  aber 
nicht  nothwendig  mit  der  Natur  des  Leiters  verbunden,  sondern 
er  ist  nur  dem  elektrischen  Gleichgewicht  eigenthümlich.  Die 
Elektrokinetik  geht  von  folgender  Vorstellung  aus.  Wenn  eine 
elektrische  Kraft  im  Leiter  vorhanden  ist,  die  eine  ihr  propor- 
tionale Verschiebung  hervorgerufen  hat,  so  hat  die  elektrische 
Kraft  die  Tendenz,  im  Laufe  der  Zeit  dahin  zu  schwinden. 
Der  Spannungszustand  löst  sich  allmählich,  und  zwar  um  so 
schneller,  je  besser  das  Leitungsvermögen  des  Körpers  ist^). 

Bei  einem  isotropen  Körper  nehmen  wir  an,  dass  eine  vor- 
handene elektrische  Kraft  ohne  Zufuhr  von  neuer  Kraft  in  dem 
Zeitelement  dt  einen  Verlust  erleide,  der  der  Grösse  der  Kraft 
selbst  und  der  Zeit  dt  proportional  ist,  ohne  dass  sich  die  Rich- 
tung der  Kraft  verändert  2). 

Bezeichnen  wir  also  mit  6  den  Kraftvector,  mit  0  eine  dem 
Leiter  eigen thümliche  Constante,  die  (bei  inhomogenen  Körpern) 
auch  eine  Function  des  Ortes  sein  kann,  so  ist  ohne  Zufuhr  von 
neuer  Kraft  im  Verlaufe  der  Zeit  dt 

(4)  6  in  e  (1  —  @dt) 

übergegangen.  Wird  aber  eine  weitere  Kraft  Q'dt  hinzugefugt, 
so  wird 

6  in  6(1  —  0dt)  +  &dt 

übergehen,  und  es  ist  daher  die  Zunahme  von  @  auf  die  Zeit^ 
einheit  berechnet 


^)  Um  ein  Bild  des  Vorganges  zu  haben,  denke  man  sich  etwa  eine 
elastische  P'eder  um  ein  gewisses  Stück  zusammengedrückt,  und  dann  die 
elastische  Kraft  allmählich  erlahmen.  Um  die  Spannunp^  wieder  henn- 
steilen, muss  ein  weiteres  Zusammendrucken  der  Feder  erfolgen. 

')  Bei  krystallinischen  Substanzen  könnte  das  VerhältnieB  anders  sein, 
man  müsste  im  Allgemeinen  den  Verlust  an  Kraft  gleich  einer  linearen 
homogenen  Function  der  drei  Kraftcomponenten  setzen.  Die  Leitongs- 
fähigkeit  würde  sich  dann  in  verschiedenen  Richtungen  verschieden  er- 
geben. 
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(5)  |®  =  6'_06. 

Die  Kraft  6'd^  ruft  nun  eine  gewisse  elektrische  Verschie- 
bung ^ii  hervor,  und  es  ist  nach  der  fundamentalen  Annahme 

(C)  ©  =  r-  6'- 

Setzen  wir  also  noch 

so  ergiebt  sich  aus  (5)  und  (6) 

Dieser  Vector  ist  es,  der  für  den  Fall  eines  Leiters  als  der 
elektrische  Strom  bezeichnet  wird. 

Der  Vector  ©  ist  aus  zwei  Theilen  zusammengesetzt,  von 
denen  der  eine 

(9)  3  =  A6 

der  Leitungsstrom  genannt  wird,  während  zum  Unterschied 
hiervon  ©  der  wahre  Strom  heisst. 

Der  absolute  Werth  eT'von  3  heisst  die  Dichte  des  Leitungs- 
stromes. Der  Factor  A  wird  die  Leitfähigkeit  der  Substanz 
genannt.  Sie  kann  eine  Function  des  Ortes  sein  und  hat  die 
Dimension  einer  reciproken  Zeit.  Sie  kann  auch  noch  von 
anderen  Umständen,  z.  B.  von  der  Temperatur,  abhängig  sein. 
Die  Constante  0  ist  gleichfalls  eine  reciproke  Zeit  und  ihr  reci- 
proker  Werth  1/0  heisst  die  Relaxationszeit. 

Die  Formel  (9)  enthält  das  Ohm'sche  Gesetz,  welches 
besagt,  dass  die  Stromdichte  der  elektrischen  Kraft  und  der 
Leitfähigkeit  proportional  ist. 

Ist  @  die  zur  Zeit  i  vorhandene  elektrische  Kraft,  so  ist 
nach  §.  126  die  im  Element  dx  enthaltene  Energiemenge 

(10)  AT  =4-  -E^dx. 

Von  dieser  Energie  geht  aber  nach  (4)  in  dem  Zeitelement 
dt  ein  gewisser  Theil  dQdt  verloren,  und,  da  man  die  zweite 
Potenz  von  dt  vernachlässigen  darf,  so  ist 

(11)  '  dQ  =  -^  0E^dx  =  kE^dx, 

43r 
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Diese  Energiemenge  ist  aber  nur  für  die  elektrischen  Er- 
scheinungen verloren  und  muss  sich  nach  dem  Princip  von  der 
Erhaltung  der  Energie  in  einer  anderen  Form  wiederfinden.  In 
metallischen  Leitern  nimmt  sie  die  Form  von  Wärme  an 
(Joule'sche  Wärme).    Nach  (11)  und  (9)  ist 

wenn  w  =  \ß  der  reciproke  Werth  der  Leitfähigkeit  oder  der 
specifische  Widerstand  der  Substanz  ist.  Die  Formel  (12) 
enthält  das  Joule'sche  Gesetz,  nach  dem  die  in  der 
Volumeneinheit  in  der  Zeiteinheit  durch  den  elektri- 
schen Strom  erzeugte  Wärme  mit  dem  Quadrat  der 
Siromdichte  und  mit  dem  specifischen  Widerstände  pro- 
portional ist. 

Wenn  sich  die  elektrische  Kraft  mit  der  Zeit  verändert,  so 
ist  die  auf  die  Zeiteinheit  berechnete  Zunahme  der  elektrischen 
Energie  in  dem  Yolumenelement  dz 

und  daraus  ergiebt  sich  nach  (8)  und  (11) 

(U)         ^I+dQ  =  (S.E,  +  SyEy  +  S,E,)  dx. 

Der  Stromvector  @  stellt  also  eine  elektrische  Ver- 
schiebung dar,  entsprechend  einer  Arbeitsgrösse  der 
elektrischen  Kraft,  die  der  Zunahme  der  elektrischen 
Energie,  vermehrt  um  die  verlorene  Energie,  gleich- 
werthig  ist. 

Für  den  Magnetismus  sind  Erscheinungen,  die  der  Leitung 
der  Elektricität  entsprechen,  nicht  bekannt,  und  hierin  besteht 
wieder  eines  der  Unterscheidungsmerkmale  zwischen  Elektricität 
und  Magnetismus. 
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§.   152. 

Die    MaxwelPschen  Grundgleichungen  des  Elektro- 
magnetismus. 

Ist  nun,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  ©  der  wahre  Strom 
in  einem  elektrischen  Felde,  so  nehmen  wir  jetzt  eine  berandete 
Fläche  0  mit  der  in  einer  beliebigen  der  beiden  Richtungen 
positiv  gerechneten  Normalen  i/,  und  bilden  das  Integral 


<i)  j  =  I 


Svdo 


über  diese  Fläche.  Das  Integral  heisst  die  Stärke  oder  In- 
tensität des  durch  die  Fläche  0  fiiessenden  elektrischen 
Stromes. 

Nehmen  wir  z.  B.  einen  sogenannten  linearen  Leiter,  d.  h. 
einen  Leiter  in  Form  eines  Drahtes,  dessen  Querdimensionen  als 
unendlich  klein  gegen  die  Längendimensionen  betrachtet  werden 
können,  so  ist,  wenn  v  in  der  Axe  dieses  Drahtes  gemessen  wird, 
und  q  den  Querschnitt  bedeutet: 

(2)  i  =  3&, 

die  Intensität  des  in  diesem  Drahte  fiiessenden  wahren  Stromes. 
Auf  diese  Formel  kommt  man,  wenn  man  in  (1)  das  Flächen- 
stück 0  unendlich  klein  annimmt,  und  mit  q  zusammenfallen 
lässt,  und  in  diesem  Sinne  gilt  sie  an  jeder  Stelle  des  elek- 
trischen Feldes,  welche  Lage  auch  das  Flächenelement  q  haben 
mag. 

Die  Begriffsbildung,  die  allen  diesen  Betrachtungen  zu  Grunde 
liegt,  hat  den  Zweck  und  setzt  also  die  Möglichkeit  voraus,  die 
Erscheinungen,  die  durch  die  Beobachtungen  der  Physiker  seit 
lange  bekannt  sind,  darzustellen.  -Wir  machen  also  auch  die 
Annahme,  dass  der  Ausdruck  (2)  den  Vorgängen  entspricht,  wie 
sie  in  einem  von  einem  elektrischen  Strome  durchflössen en  Leiter 
stattfinden,  wenn  j  die  Bedeutung  hat,  die  man  schon  früher 
der  Stromintensität  in  einem  solchen  Leiter  beilegte.  Die  elek- 
trischen Ströme  haben  aber,  wie  längst  bekannt  ist,  magnetische 
Wirkungen,  und  durch  diese  lässt  sich  sogar  die  Stromintensität 
messen.  Die  Erfahrung  zeigt  nun,  dass  in  der  Nähe  eines 
linearen  Leiters   ein  der  Stromintensität  proportionales   magne- 
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tisches  Kraftfeld  entsteht,  in  dem  die  Kraftrichtung  in  einer 
auf  der  Stromrichtung  senkrechten  Ebene  liegt  und  so  gerichtet 
ist,  dass  ein  Fortschreiten  in  der  Stromrichtung,  verbunden  mit 
einer  gleichzeitigen  Drehung  in  der  Richtung  der  magnetischeik 
Kraft,  eine  Recht sschraubung  ergiebt  (Ampere' sehe  Regel). 
Wenn  wir  daher  den  Rand  s  der  Begrenzung  von  q  in  dem 
Sinne  durchlaufen,  dass  ein  positives  dv  und  ein  positives  ds 
eine  Rechtsschraubung  ergeben    und  mit  SR  den  magnetischen 

Kraftvector  bezeichnen,  so  ist  das  Integral  I  Jlf«ds  eine  mit  ^' 

proportionale  Grösse,  und  wir  setzen  also 

(3)  4:XqSr  =  c  j  M,ds, 

worin  c  eine  Constante  ist.     Setzen  wir   noch  für  den  Augen- 

bUck 

curl5R  =  6, 

so  ist  nach  dem  Stokes'schen  Satze  (§.  89,  II.) 


f  M,ds  =  [  ado. 


und  es  ergiebt  sich  also,  wenn   wir  q  als  unendlich  klein   an- 
nehmen, aus  der  Vergleichung  mit  (3) 

4:n  St  =  cCt^ 

oder  die  erste  MaxwelTsche  Gleichung 

I.  ccurim  =  4;r©*  =  s^  +  4;rA6, 

Ol 

wenn  @«  der  wahre  elektrische  Strom  ist. 

Hierzu  kommt  noch  eine  zweite  ähnliche  Gleichung,  durch 
die  der  magnetische  Strom  aus  dem  elektrischen  Kraftvector  ab* 
geleitet  wird.  Zu  dieser  zweiten  Gleichung  kann  man  durch 
ähnliche  physikalische  Erwägungen  gelangen,  die  sich  auf  das 
Faraday 'sehe  Gesetz  für  dielnduction  eines  elektrischen  Stromes 
durch  eine  Veränderung  im  Magnetfelde  stützen*).  Wir  wollen 
uns  hier  auf  die  Reciprocität  stützen,  die  zwischen  Elektricität 
und  Magnetismus  besteht,  und  demgemäss  diese  zweite  Gleichung 
nach  der  Analogie  der  Gleichung  I.,  zunächst  als  Hypothese, 
bilden: 


*)  lleavißide,  f'Jectrical  papers,  Vol.  I,  Art.  30. 
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IL  ccurl®  =  —  4ä©"»  =  —  a  -— -, 

dt 

wenn  ß  den  elektrischen  Krafbvector,  und  S*"  den  magnetischen 
Strom  bedeutet.    Dass  die  Constante  c  in  den  beiden  Formeln 

I.  und  n.  dieselbe  sein  muss,  und  dass  auf  der  rechten  Seite  von 

II.  das  negative  Zeichen  stehen  muss,  lässt  sich,  wie  wir  gleich 
zeigen  werden,  aus  dem  Princip  von  der  Erhaltung  der  Energie 
ableiten. 

Bezogen  auf  ein  directes  rechtwinkliges  Goordinatensystem 
lassen  sich  die  Formeln  I.  und  II.  auf  Grund  der  im  §.  150 
gegebenen  Ausdrücke  für  ©*  und  ©•»  explicite  so  darstellen: 

/dJE.  _  dEy\  _  _      dM^ 


c(:;^_:i^)  =  _^rr;i  =  _  ^„s^ 


e 


8^\  _  _      

\dy  de  J~       '^    dt 

.  fdE,        dE.\  dMy  ^ 

VW  -  -dV) ^~^~t ^"^ ' 

und  diese  Gleichungen  haben  die  beiden  anderen  zur  Folge 

(6)  div  &  =  0,        div  ©"•  =  0. 

Unter  der  elektromagnetischen  Energie  des  Feldes  ver- 
stehen wir  die  Summe  aus  der  elektrischen  und  der  magnetischen 
Energie  und  es  ist  also  an  der  Stelle  des  Volumenelementes  dt 
die  auf  die  Volumeneinheit  berechnete  Energiemenge 

(7)  ^  =  J.  £2  4.  ^  M^. 

^  ''  dt        Sn  *    Sn 

Dieser  Ausdruck  gilt  aber,  wenn  für  Energiegrössen  das 
übliche  Maass  [wiZ^^""^]  angewandt  wird,  nur  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  für  Elektricität  und  Magnetismus  das  elektro- 
statische und  Gauss'sche  Maasssystem  angewandt  wird, 
und  demnach  haben  E  und  31  die   Dimensionen  [tn^^lT^^^t^^]. 
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die  noch  bestrittene  Frage,  in  wie  weit  man  dieser  Vorstellung 
eine  physikalische  Bedeutung  beilegen  kann,  mit  anderen  Worten, 
in  wie  weit  man  die  Energie  als  eine  Substanz  betrachten  darf. 
Die  Gleichung  (8)  soll  hier  nur  als  eine  mathematische  Folge- 
rung aus  den  MaxweU'schen  Gleichungen  betrachtet  werden, 
die  uns  sehr  wichtige  Schlüsse  über  die  Integration  dieser  Glei- 
chungen gestattet. 

Ehe  wir  dazu  übergehen,  diese  Schlüsse  zu  ziehen,  leiten  wir 
aus  (6)  die  Gleichungen  ab: 

Jlf.H,     +     MyHy     +     M,Ä    =     0 

ExHx    -f-     EyHy    -f-     EgHg   =    0 


(10)  H  =  \m  +  £f|  +  JU  =  EM  sin  (6,  3K), 

wenn  (@,  W)   den  Winkel  zwischen  den  Richtungen  der  beiden 
Kraftvectoren  (S  und  5K  bedeutet. 

Hieraus  schliessen  wir,  dass  der  Energievector 
senkrecht  steht  auf  dem  elektrischen  und  dem 
magnetischen  Kraftvector,  und  zwar  so,  dass 
$,  @,  ^}  ein  Reohtssystein  bildet,  und  dass 
die  Intensität  H  des  Energievectors  gleich  dem 
Product  der  Intensitäten  von  6  und  von  TO  und 
dem  Sinus  des  von  ihnen  eingeschlossenen  Win- 
kels ist. 

Bei  der  Anwendung  des  Gauss' sehen  Satzes  in  der  Formel 
(8)  ist  vorausgesetzt,  dass  der  Energievector  im  ganzen  Gebiete 
endlich  und  stetig  ist;  kommen  Punkte,  Linien  oder  Flächen 
vor,  in  denen  diese  Voraussetzung  verletzt  ist,  so  muss  man  diese 
zunächst  durch  Hüllen  von  dem  Gebiete  r  ausschliessen ,  und 
wenn  man  dann  bei  unendlicher  Annäherung  einer  solchen  Hülle 
an  dem  Unstetigkeitsort  in  (8)  einen  endlichen  Beitrag  erhält, 
so  hat  man  diese  Stellen  als  (positive  oder  negative)  Energie- 
quellen zu  betrachten.  Hat  man  z.  B.  in  dem  Gebiete  z  eine 
Fläche,  in  der  J/^,  i/y,  11^  unstetig  sind,  so  rechne  man  beide 
Seiten  dieser  Fläche  zur  Begrenzung,  und  wenn  sich  dann 
die  Normalcomponeutc  JIn  beim  Durchgange  durch  die  Fläche 
unstetig  ändert,  so  ist  die  Fläche  als  eine  Energiequelle  zu 
betrachten. 
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§.  154. 
Das  Energieprincip. 

Betrachten  wir  ein  unendliches  Feld,  in  dem  die  elektrischen 

und  magnetischen  Kräfte  im  Unendlichen  so  verschwinden,  wie 

^r  es  im  fünfzehnten  und  siebenzehnten  Abschnitt  [§.  126  (12), 

§•  144]  für  solche  Felder  angenommen   haben,  so  verschwindet 

das  Integral  I  Hndo^  wenn  wir  den  Raum  r  ins  Unendliche  aus- 
dehnen und  die  Formel  §.  153  (8)  giebt,  wenn  T  die  gesammte 
Energie  des  Feldes  ist,  in  Uebereinstimmung  mit  dem  Satze  von 
der    Erhaltung  der  Energie 

Die  Gesammtenergie  des  Feldes  bleibt  also  in  der  Zeit  un- 
geäodert. 

Es  lässt  sich  nun  leicht  zeigen,  dass  mit  dem  Princip  von 
der  Erhaltung  der  Energie  nur  die  Annahme  verträglich  ist,  dass 
der  Factor  c  in  den  beiden  Systemen  §.  152  (4),  (5)  denselben 
Wexrth  hat. 

Ersetzen  wir  nämlich  diesen  Factor  in  dem  System  (5)  durch 
^  xind  bezeichnen  mit  Cx,  Cy,  Cg  die  Componenten  des  Curls 
der  magnetischen  Kraft^  so  erleidet  die  Betrachtung  des  vorigen 
Pa^r^raphen  nur  eine  kleine  Aenderung,  und  es  folgt  für  ein 
'i^exidliches  Feld 

^  +  <?  =  ^T^  l^^'^^  +  ^yC^y  +  t\Cg)dr. 

Nun  können  wir  uns  den  Anfangszustand  beliebig  gegeben 
dexHen ,  und  wenn  wir  also  am  Anfang  (für  t  =^  0)  Ex  =  Cxt 
^  =  Cy,  Es  =  Cm  setzen,  so  ist  für  ^  =  0 

dT    ,    ,.       c'  —  c  f  ^,  , 
dr+^  =  -4i     J^^^'^' 

^^  also  der  Curl  der  magnetischen  Kräfte  am  Anfang  nicht  =  0, 
^^4  c*  von  c  verschieden,  so  würde  gleich  zu  Anfang  ein  Verlust 
^er  ein  Gewinn  an  Energie  eintreten,  was  dem  Energieprincip 

widerspricht.    Es  ist  also  mit  diesem  Princip  nur  die  Annahme 

c  =  cf  verträglich. 

25* 
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§.  155. 

Wirkung   der   elektrischen   Kraft   auf  Elektricitäts - 

mengen. 

Wir  betrachten  jetzt  ein  beliebiges  elektrisches  Kraftfeld,  da.s 
constant  oder  mit  der  Zeit  veränderlich  sein  mag,  und  in  diesem 
Felde  sei  in  einem  bestimmten  Augenblicke  eine  Vertheilung  der* 
wahren  Elektricität  mit  der  Dichte  q  gegeben,  die  irgend  eine 
Function  des  Ortes  sein  kann.  Der  Einfachheit  halber  sehen 
wir  hier  von  flächenhafter  Vertheilung  der  Elektricität  ab. 

Wir  geben  nun  einem  Theil  des  Feldes  eine  infinitesimale 
Deformation,  indem  wir  den  Coordinaten  rc,  y,  e  eines  Punktes 
die  Aenderungen  öx,  Äy,  8z  ertheilen,  von  der  wir  voraus- 
setzen, dass  keine  räumliche  Dilation  stattgefunden  habe,  dass 
also 

(1)  4£f  +  4«^  +  ^=o 

"^  ex     ^     cy     ^     de 

sei. 

Die  räumliche  Dichtigkeit  q  der  Elektricität  verschieben  wi"^ 

zugleich  mit  dem  Raumpunkte  x,  y^  z^  dem  sie  angehört,  so  da9& 

an  der  Stelle  x,  y,  z  nach  der  Verschiebung  die  Dichtigkeit 

(2)  Q  —  TT^  ox  —.-^  Sy  —  T^  oz 

^  '  ^       ex  dy     ^        oz 

dgöx       dgdy       cgdz 

ex  dy  dz 

herrscht 

Wir  können  uns  diesen  Vorgang  dadurch  veranschaulicherB  * 
dass  wir  uns  die  Elektricität  als  eine  incompressible  Substan  ^ 
vorstellen,  die  aber  an  verschiedenen  Stellen  verschiedene  Dich-*^ 
tigkeit  hat,  und  dass  wir  dieser  Substanz  eine  infinitesimal^ 
Deformation  ertheilen. 

Ausserhalb  eines    begrenzten  Raumtheiles   t    soll  die  Ver — 
Schiebung  Öx^'dy,  d^  Null  sein. 

Die  dtirch  die  Formel  (2)  ausgedrückte  Dichtigkeitsändemo^ 
können   wir  al^er  auch  durch  einen  elektrischen  Verschiebungfl* 
vector  dX  hervorrufen,  uiid  zwar  auf  unendlich  viele  verschieden^ 
Arten.     Dazu  muss  die  Bedingung  erfüllt  sein  (§.  126) 


dA. 

dAy 

dy 

de  ' 

8^» 

dA. 

dz 

dx  ' 

dAy 

dA^ 
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dx  dy  dz  •      ' 

oder 

,.     djöD^-i-QSx)       djdPy-^-QStj)       djöD.  +  Qde)  _ 
^  ^  ■   dx  "f"  /dy  "^  dz  "~  "• 

Diese  Gleichung  besagt  aber  nach  §.  94,  dass  es  einen  Vector 
^  geben  muss,  so  dass 

SBx  =  —  (fSx  -\- 
(4)  «2)v  =  — pdy  + 

SD,  =  —  qSz  +0^  o 

ca;  oy 

Durch  diese  Verschiebung  wird  nun  im  elektrischen  Felde 
ein   Energiezuwachs  Von  der  Grösse 

(5>  ST=[{E,iD,-\-Ey6Dy  +  E.8D.)dz 

•■ei^vorgerufen. 
Es  ist  aber 

\dy       ~dT)'^^^\W~   dx  )  ^  ^' \~dF  ~ 'W ) 

+  ^    (^^v       dE.\,     .   foE.       dEA    ,     .   /dE^        dEy\ 

'  VdT  ~  ~d^)  +  ^*  \d~x        cV)  +  ^'  \W  ~  'dx) 

=  -^  (E.Ay-EyA.)  +^  (Sa.-E.A:,)  +^^(EyA,-E:,Ay), 

^"^^  hieraus  ergiebt  sich,  wenn  wir  annehmen,  dass  6  und  91 
jeckaeits  des  Baumes  t  verschwinden,  nach  den  Gleichungen 
I-   162  (5) 

dT=—\Q{E:cSx-^EySy-J^E.öz)dt 


_  ^  f  fcM^        ^^^^y  A     I    ^^'  A\dT 


Wenn  die  magnetischen  Kräfte  mit  der  Zeit  unveränderlich 
®>id,  80  bleibt  nur  der  erste  Theil  dieses  Ausdruckes  bestehen, 
^A  er  besagt,  dass  zur  Verschiebung  der  Elektricitätsmenge 
(fit  =  e  in  der  Richtung  8x  ein  Arbeitsaufwand  von  der 
QrÖBse 
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(6)  eE^8x  =  eE  cos(E,x)dx 

erforderlich  ist,  und  es  ist  also  keine  elektrische  Arbeit  zu  leisten, 
wenn  die  Verschiebung  senkrecht  zur  Richtung  von  @  erfolgt 
Die  Grösse  dieser  Arbeit  ist  von  dem  Vector  21  nicht  abhängig. 

• 

Diese  Ergebnisse  können  wir  auch  so  aus- 
drücken, dass  der  elektrische  Kraftvector 
Q  eine  Elektricitätsmenge  e  in  seiner  Rich- 
tung mit  der  Intensität  eE  fortzubewegen 
sucht. 

§.  156. 

Eindeutigkeit  der  Lösung  der  MaxwelTschen 

Gleichungen. 

Die  Darstellung  des  Energiezuwachses,  die  wir  in  §.  154 
gegeben  haben,  lehrt  uns  ein  System  von  Bedingungen  kennen, 
durch  die  die  Yectoren  @  und  ^t  eindeutig  bestimmt  sind. 
Hierzu  dient  uns  die  Bemerkung,  dass  die  gesammte  elektro- 
magnetische Energie  eines  Systems  nur  dann  gleich  Mull  sein 
kann,  wenn  die  Kraftcomponenten  E  und  M  überall  identisch  ver- 
schwinden. 

Wir  machen  zunächst  immer  die  Annahme,  dass,  wenn  sich 
das  Feld  ins  Unendliche  erstreckt,  dort  die  Bedingungen  der 
§§.  126,  144  erfüllt  seien.  Ferner  schliessen  wir  den  Fall  aus, 
dass  die  Kraftcomponenten  JE,  M  in  Punkten  oder  Linien  un- 
endlich oder  unstetig  werden.  Da  wir  aber  den  Fall  nicht 
ausschliessen  dürfen,  dass  das  Feld  aus  verschiedenartigen  Stoffen 
besteht,  so  müssen  wir  Unstetigkeiten  an  Flächen  für  A,  £,  fi 
zulassen. 

Für  diesen  Fall  machen  wir  die  Annahme: 

1.  An  jeder  Fläche  im  Felde  t  ändern  sich  die 
tangentialen  Componenten  der  Vectoren  6,  W 
beim   Durchgange   stetig. 

Die  Normal  componenten  En,  Mn  müssen  nach  dieser  Vor- 
aussetzung an  einer  Fläche,  in  der  £,  A,  ft  unstetig  sind,  in  einer 
gewissen  Weise  unstetig  werden,  die  durch  die  Maxwell' sehen 
Gleichungen  selbst  näher  bestimmt  ist. 

Aus  dieser  Voraussetzung  folgt,  dass  die  Normalcomponente 


§.  156.  Eindeutigkeit  der  Lösung  etc.  391 

Hn  des  Energievectors  bei  Durchgang  durch  die  Fläche  stetig 
bleibt,  wie  man  sieht,  wenn  man  in  §.  153  (6)  die  z-kxQ  mit  der 
Flächennormale  zusammenfallen  lässt,  und  es  ist  also  die  Formel 
§.  153  (8)  anwendbar. 

Wenn  in  irgend  einem  Augenblick,  von  dem  aus  wir  die 
Zeit  zählen,  in  dem  also  ^  =  0  ist,  die  sechs  GomponentenJE/x,-£^i^,<£^«, 
Msn  My,  Mz  beliebig  gegeben  sind,  so  werden  durch  die  Max- 
well'schen  Gleichungen  [§.  152  (4),  (5)]  die  Veränderungen 
dieser  Functionen  in  der  Zeit  bestimmt,  wenn  noch  gewisse  Be- 
dingungen an  den  Grenzen  hinzukommen. 

Wir  nennen  das  System  der  Werthe  -B,  Jf  für  ^  =  0  den 
Anfangszustand,  und  beweisen  zunächst,  indem  wir  immer  die 
allgemeinen  Voraussetzungen,  die  wir  oben  formulirt  haben,  fest- 
halten : 

2.  In  einem  unbegrenzten  Felde  ist  durch  den  An- 
fangszustand der  weitere  Verlauf  der  Erschei- 
nung vollständig  bestimmt. 

Haben  wir  nämlich  zweiVectorenpaare6,9Ji;  6',9Jl',  die  dem- 
selben Anfangszustande  entsprechen,  so  ergiebt  sich  ein  dritter 
e"  =  6  —  6',  gjl"  =  3n  —  5^',  der  dem  Anfangszustande  Null 
entspricht,  d.  h.  dem  Zustande,  in  dem  alle  Gomponenten  Null 
sind.  Für  diesen  ist  also  auch  der  Anfangswerth  Tq  der  Energie 
gleich   Null  und  aus   §.  154  (1)   ergiebt  sich   durch  Integration 

nach  der  Zeit 

t 


T+  f  Qdt  =  0. 

0 


Da  aber  T  und  Q  niemals  negativ  sein  können,  so  folgt 
hieraus,  dass  6  —  6'  und  5)1  —  W  verschwinden,  also  ö,  9)i  mit 
(5',  W  identisch  sein  müssen. 

Wir  nehmen  ferner  einen  durch  eine  geschlossene  Fläche 
begrenzten  Raum  und  in  diesem  einen  Anfangszustand  für  6 
und  5)1.  Für  diesen  lässt  sich  ebenso  leicht  der  folgende  Satz 
beweisen : 

3.  In  einem  endlichen  Felde  ist  die  Lösung  der 
Maxweirschen  Gleichungen  eindeutig  bestimmt, 
wenn  ausser  dem  Anfangszustande  an  jedem 
Punkte  der  Oberfläche  die  Gomponenten  von  6 
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in  der  Richtung  der  Tangentialebene  der  Ober- 
fläche für  alle  Zeit  gegeben  sind. 

Denn  nehmen  wir  wieder  zwei  denselben  Bedingungen  ge- 
nügende Vectorenpaare  6,  3Jl;  6',  3Jl',  so  ergiebt  sich  ein  drittes 
Vectorenpaar  6  —  6'  =  6",  "131  —  W  =  W\  für  welches  der 
Anfangszustand  Null  ist,  und  bei  dem  der  Vector  @"  an  der 
Oberfläche,  wenn  er  nicht  verschwindet,  überall  die  Richtung  der 
Normalen  hat.  Der  Energievector  ^",  der  ja  auf  6"  senkrecht 
stehen  muss,  wird  daher  für  jeden  Punkt  der  Oberfläche  in  die 
Oberfläche  selbst  fallen  und  es  ist  folglich  an  der  ganzen  Ober- 
fläche H'n  =  0.  Demnach  giebt  die  Gleichung  §.  153  (8)  für 
die  Energie  T"  des  ganzen  Systems 

und  folglich,  da  T"  am  Anfang  verschwindet, 


T"  +  f  g'dt  =  0. 


Es  ist  also,  wie  vorher,  6",  3Jl"  identisch  gleich  Null,  und 
daher  sind  die  beiden  Vectorenpaare  6,  2B;  6',  W  mit  einander 
identisch. 

Man  kann  noch  bemerken,  dass  die  Lösung  ebenso  bestimmt 
ist,  wenn  statt  der  Componenten  von  6  die  Componenten  von  9)1 
in  der  Richtung  der  Oberfläche  gegeben  sind.  Man  kann  sogar 
noch  allgemeiner  sagen,  dass  die  Lösung  bestimmt  ist  durch  den 
Anfangszustand  und  durch  die  Componenten  in  den  Oberflächen- 
richtungen irgend  eines  Vectors  «6  -j-  j39Jl,  wenn  a,  ß  Constanten 
oder  auch  gegebene  Ortsfunctionen  an  der  Oberfläche  sind. 


§.  157. 
Elektromotorisch  wirksame  Flächen. 

Die  Resultate  des  vorigen  Paragraplien  sind  unter  der  in  1. 
ausgesprochenen  Voraussetzung  über  die  Stetigkeit  gewonnen. 
In  einem  für  die  Anwendungen  sehr  wichtigen  Falle  können  wir 
aber  diese  Annahme  nicht  aufrecht  erhalten,  nämlich  dann,  wenn, 
im  Felde  Flächen  vorkommen,  in  denen  eine  Contactkraft  thätig 
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ist,   wie   wir  sie  in  §.  130  betrachtet  haben.     Solche  Flächen 
"tollen  wir  elektromotorisch  wirksam  nennen. 

Ist  do  ein  Element  einer  solchen  Fläche  0,  in  dem  zwei 

Körper  Äy  B  mit    der  Spannungsdifferenz   (Ä^  B)   zusammen- 

stossen,    und    ist   S«    die    Normalcomponente    des    elektrischen 

Stromes  in  der  Richtung  von  A  nach  B^   so  wird  durch  den 

^^rom  beim  Durchgang  durch  die  Fläche  0  in   der  Zeiteinheit 

^ixie  Arbeit  geleistet  von  der  Grösse 


a>  B  =  {AB)^ 


Sndo. 


Diese  Arbeitsleistung  geschieht  auf  Kosten  der  elektro- 
m r> gietischen  Energie,  ebenso  wie  die  Erzeugung  der  Joule'- 
8<5l:Ä.en  Wärme  Q^  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass,  während  Q 
st^-fs  positiv  ist,  jR  je  nach  dem  Vorzeichen  von  (A^  B)  positiv 
oci^r  negativ  sein  kann. 

Ist  z.  B.  ^  Zink  und  B  Kupfer,  so  ist  (^,  B)  und  also  bei 
poativem  Sn  auch  ü  positiv. 

Die  verlorene  (oder  gewonnene)  Energie  B  muss  aber  gleich- 
fa.Xl8  in  anderer  Form  wieder  zu  Tage  treten,  und  sie  nimmt 
eriM.'tiweder  die  Form  von  Wärme* an  (Peltier- Wärme)  oder  sie 
wi:ird  in  chemische  Energie  verwandelt  i). 

Sind  verschiedene  elektromotorisch  wirksame  Flächen  vor- 
h^xiden,  so  erhalten  wir  mehrere  Ausdrücke  JJ,  B\  ...  von  der 
Foxin  wie  (1),  und  wegen  der  Erhaltung  der  Energie  im  ganzen 
System  ist 

(^>  ^+«  +  ü  +  E'  +  ...  =  0. 


dt 
Hierin  ist  nach  §.  153  (7) 


(3) 


dT 
dt 


+  ^  =  -ÄJ*^^^^"' 


^^s    eine  einfache,  rein   mathematische  Consequenz   der  Max- 
^®ll 'sehen  Gleichungen  ist,  und   es   sind  noch  die  Ausdrücke 
»  -R', . . .  näher  zu  untersuchen. 

Ist   0  eine  geschlossene  Fläche,  so  ist  nach  dem  Gauss'* 
*^*ieii  Integralsatze 


Sndo  =  —     divS«dr, 


*)  Hertz,  Gesammelte  Werke,  Bd.  II,  S.  232. 
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wenn  das  zweite  Integral  nach  dt  über  den  Ton  0  umschlossenen 
Raum  erstreckt  wird,  und  es  ergiebt  sich  nach  §.  152  (6)  für 
diesen  Fall  B  =  0,  Geschlossene,  elektromotorisch  wirksame 
Flächen  kommen  also  bei  der  Berechnung  der  Energie  nicht 
weiter  in  Betracht. 

Es  sei  also  0  eine  berandete  Fläche  mit  der  Randcurve 
S,  auf  der  wir  das  Element  dS  so  zählen,  dass  in  einem  Rand- 
punkte dn^  dS  und  das  Innere  der  Fläche  0  ein  Rechtssystem 
bilden,  d.  h.  so,  dass  ein  in  der  Richtung  dn  aufrecht  stehender^ 
in  der  Richtung  dS  fortschreitender  Wanderer  das  Innere  der 
Fläche  zur  Linken  hat.  Dann  ergiebt  sich,  wenn  wir  mit  6"* 
den  Curl  der  magnetischen  Kraft  bezeichnen,  nach  §.  152,  I: 

\  SndO  =  ^  ^    C:  dO, 

und  nach  dem  Satze  von  S tokos  (§.  89) 

also 

(4)  ü  =  (^,  2?)^jil/.dS, 

worin  das  Integral  über  die  Randcurve  S  von  0  zu  erstrecken 
ist.  Es  hängt  also  B  nicht  von  der  Gestalt  der  Fläche  0,  son- 
dern nur  von  deren  Randcurve  ab. 

Hiernach  werden  wir  die  elektrischen  und  mag- 
netischen Kräfte  und  folglich  auch  den  Energie- 
vector  im  ganzen  Felde,  mit  Ausnahme  der  Rand- 
linien S  der  elektromotorisch  wirksamen  Flächen, 
stetig  annehmen. 

Um  das  Verhalten  dieser  Grössen  in  der  Nähe  der  Curve  S 
zu  erkennen,  denken  wir  uns  diese  Curven  zunächst  durch  canal- 
förmige  Flächen  y,  y',  ...  eingehüllt,  die  dadurch  erzeugt  sein 
mögen,  dass  ein  Kreis  mit  dem  Radius  q  so  längs  der  Curve  S 
hinbewegt  wird,  dass  sein  Mittelpunkt  immer  in  S  bleibt,  wäh- 
rend seine  Ebene  auf  S  senkrecht  steht.  Das  über  den  Innen- 
raum dieser  Canäle    genommene  Integral  I  div^dr  muss  dann, 

wenn  das  Integral  in  der  Formel  (3)  überhaupt  einen  Sinn  haben 
soll ,  für  ein  unendlich  kleines   q   verschwinden ,  und  wenn  wir 
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auf  den  Aussenraum  des  Feldes,  der  sich  ins  Unendliche  erstrecken 
mag,  das  Gauss' sehe  Theorem  anwenden,  so  ergiebt  sich  aus  (3) 

und  aus  (2) 


ii  +  i{'  +  ...  =  _^  j/f^dy. 


wenn  dy  die  Elemente  der  Canalflächen  y,  y',  . . .  durchläuft. 
Diese  Gleichung  befriedigen  wir  durch  die  Annahme 

<^)       ^  =  - Äj-^''^'''  ^'  =  -  lil^^^y''  •••' 

worin  die  Integrale  über  die  einzelnen  Canalflächen  y,  y',  ...  zu 
erstrecken  sind.  Es  können  also  die  Curven  S,  S',  ...  als  die 
Quellen  für  die  Energiemengen  iJ,  JS',  ...  angesehen  werden. 

Bezeichnet  0*  den  Winkel,  den  der  Radius  q  mit  einem  festen 
Ausgangsradius  bildet,  so  können  wir  dy  =  gdd^dS  setzen,  und 
die  erste  der  Gleichungen  (5)  giebt  nach  (4) 

(A,  B)  [  MsdS  =  —  [[QH^dddS, 

und  diese  Gleichung  befriedigen  wir,  indem  wir  setzen: 

(6)  {Ä,B)M,  =  -[QH^d», 

0 

worin  q  als  unendlich  klein  anzusehen  ist. 

Rechnen  wir  die  positive  Drehungsrichtung  0*  so,  dass  ein 
Fortschreiten  längs  dS  und  gleichzeitige  Drehung  in  der  Rich- 
tung d^  eine  Rechtsschraube  ist,  so  können  wir  ein  directes 
Coordinatensystem  a?,  j/,  z  legen,  so  dass  a:,  y,  z  der  Reihe  nach  mit 
dp,  d^,  dS  zusammenfallen,  und  dann  ist  nach  §.  153  (6) 

und  wenn  wir  die  magnetischen  Componenten  und  die  Kraft  Eg 
als  endlich  voraussetzen,  so  wird  für  ein  unendlich  kleines  q 

qH^  =  MsQEa, 

und  es  ergiebt  sich  aus  (6) 

27t 

(7)  iA,JU)=-({QE.^da)      , 


396  Achtzehnter  Abschnitt.  §.  157. 

wenn  wir  die  magnetischen  Kräfte  und  ihren  Gurl  endlich  an- 
nehmen und  wenn  wir  ausserdem  d(&/dt  endlich  annehmen  (z.B. 
bei  stationärem  Zustande),  so  zeigt  die  erste  der  MaxwelTschen 
Gleichungen  (§.  152,  L),  dass  auch  die  elektrische  Kraft  @  in 
Leitern  nicht  unendlich  werden  kann.  Da  aber  die  Gleichung  (7) 

ein  Unendlichwerden  von  E^  verlangt, 
so  kann  dies  nur  im  Dielektricum  statt- 
finden. 

Nehmen  wir  z.  B.  für  -4,  B  eine  Com- 
bination  Zink -Kupfer,  so  ist  (A^  B)  posi- 
tiv. Die  Berührungsfläche  sei  in  der 
Figur  durch  P,  P'  dargestellt;  P  und 
P*  sind  die  Spurpunkte  der  Linie  S  mit 
der  Ebene  der  Zeichnung.  Nach  aussen  mögen  beide  Metalle 
an  die  Luft  grenzen.  Die  Curve  S  geht  im  Punkte  P  nach 
oben,  in  P'  nach  unten.  Die  positive  Richtung  von  ^  in  P 
ist  durch  den  Pfeil  angedeutet  Im  Dielektricum  wird  E^  für 
^  =r  0  negativ  unendlich,  d.  h.  wir  haben  im  Dielektricum  eine 
im  Punkt  P  unendlich  gross  werdende  Kraft  in  der  Richtung 
vom  Zink  zum  Kupfer  anzunehmen. 

Wir  erhalten  die  folgende  Ergänzung  zu  den  Sätzen  des 
§.  156: 

4.  Wenn  berandete,  elektromotorisch  wirksame 
Flächen  im  Felde  sind,  so  kann  die  elektrische 
Kraft  nicht  mehr  überall  stetig  sein,  sondern  sie 
wird  an  der  Randcurve  so  unendlich,  wie  es  die 
Gleichung  (7)  angiebt.  Sind  für  jede  solche 
Fläche  die  Constanten  {A^B)  gegeben,  so  ist  hier- 
durch und  durch  die  sonstigen  Bestimmungen 
der  Sätze  2.  und  3.  des  §.  156  der  elektromagne- 
tische Zustand  eindeutig  bestimmt. 

Der  letzte  Theil  dieses  Satzes  wird  ebenso  wie  in  §.  156 
bewiesen. 

Es  ergiebt  sich  aus  diesen  Betrachtungen  noch  eine  für 
später  wichtige  Folgerung. 

Wir  ziehen  eine  beliebige  in  sich  zurücklaufende  Linie  s  im 
Inneren  des  Feldes  und  legen  durch  diese  eine  stetig  gekrümmte 
einfach  zusammenhängende  Fläclie  Sl,  Wir  wählen  eine  positive 
Normalenrichtung  v  auf  Sl  und  eine  positive  Richtung  ds  auf 
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• 

der  Grenzcurve  s,  so  dass,  wie  oben  dv^  ds  und  das  Innere  von 
Si  ein  Bechtssystem  bildet. 

Die  Fläche  £1  wird  im  Allgemeinen  von  einigen  der  Gurven 
S  durchdrungen  werden,  einem  solchen  Durchstosspunkt  P  geben 
wir  das  Zeichen  -f-,  wenn  S  in  der  Richtung  des  positiven  dv 
durch  £1  hindurchgeht,  sonst  das  Zeichen  — .  Die  Punkte  P 
schliessen  wir  durch  kleine  Kreise,  die  als  die  Spuren  der  Canal- 
flächen  y,  y',  ...  angesehen  werden  können,  von  der  Fläche  Sl 
aus,  wodurch  sich  eine  Fläche  «^'ergeben  mag.  Ist  nun  (Sf  der 
Curl  der  elektrischen  Kraft,  so  folgt  aus  dem  Theorem  von 
StokeSy'wenn  do  ein  Element  von  Sl'  ist: 

{cid(o  =  \  Esds 
und  nach  der  zweiten  Maxwell'schen  Gleichung: 

(8)  ^E,ds  =  -I^^^^M,da>, 

worin  das  Integral  nach  ds  über  die  ganze  Begrenzung  von  i^' 
zu  erstrecken  ist  Das  Integral  nach  da?  kann  über  Sl  ge- 
nommen werden,  da  wir  den  magnetischen  Vector  als  stetig  vor- 
aussetzen. 

Ist  nun  P  einer  der  vorhin  charakterisirten  Durchstoss- 
punkte  der  Linie  S  mit  Ä,  und  hat  der  diesen  Punkt  aus- 
schliessende  Kreis  den  unendlich  kleinen  Radius  q,  so  kommt 
in  dem  Integral  auf  der  linken  Seite  von  (8)  ein  Bestandtheil 
vor,  der  wegen  (7)  die  Gestalt  annimmt 

27t 

0 

je  nachdem  der  Punkt  P  nach  der  oben  getroffenen  Bestimmung 
das  positive  oder  das  negative  Zeichen  hat.  Demnach  ergiebt 
die  Formel  (8)  für  das  über  die  Begrenzung  von  Ä  erstreckte 
Integral 

(9)  [  E.ds  =  -t^{  M.dGj  HF  (A  B)  iF  (A\  B') ... 

Wenn  eine  der  Gurven» S  die  Fläche  £1  mehrmals  schneidet, 
so  werden  diese  Durchstosspunkte  abwechselnd  das  Zeichen  ± 
haben,  und  die  entsprechenden  Bestandtheile  in  (9)  werden  sich 
also  aufheben.  Hiernach  können  wir  an  Stelle  der  Gurven  S  die 


n  -♦ 
B 
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elektromotorisch  wirksamen  Flächen  0  in  die  Betrachtung  ein« 
führen.    Wenn  nämlich  in  der  Figur  PP  die  Spur  einer  solchen 
Fig.  64.  Fläche. in  der  Ebene  der  Zeichnung  ist,  die  die 

P'  Raumtheile  A,B  von  einander  trennt,  und  s  die 

durch  den  Pfeil  angedeutete  Richtung  hat,  so 
geht  in  P  die  positive  Richtung  von  S  nach 
oben,  wie  die  Richtung  dv  und  P  hat  also  das 
-A.  Zeichen  -\-.  Die  positive  Richtung  von  s  geht 
in  der  Richtung  dn  durch  die  Fläche  0  hin- 
durch. Demnach  können  wir  dem  Satze  (0) 
auch  den  Ausdruck  geben: 

Es  ist 
(10)      -  j  E,ds  =  iA,B)  +  (^',P')  +  •••  +  itc  I  ^M.dio, 

wenn  (A^  JB),  (A\  B')  die  Spannungsdifferenzen 
an  den  Punkten  bedeuten,  wo  die  Curve  s  die 
elektromotorisch  wirksamen  Flächen  in  der  Rich- 
tung von  A  nach  B  durchdringt. 


§.  158. 
Ausgleichung  einer  elektrischen  Ladung. 

Die  Gleichungen  (4)  §.  152  geben  für  ein  constantes  A  und 
a,  wenn  man  sie  der  Reihe  nach  in  Bezug  auf  x^y^jz  diflFerentiirt 
und  dann  addirt: 

(1)  /-|^div6  +  Adiv6  =  0, 

^  47t  dt  ^ 

oder,   wenn  man  die  Dichtigkeit  der  wahren  Elektricität  mit  q 
bezeichnet,  also  nach  §.  126  (1),  (2) 

6 

-r—  div  6  =  p 
4jr  ^ 

setzt,  und  für  A  die  Constante  S  =  47tk/e  einführt  (§.  151) 

(2)  ll  +  0p  =  0, 

woraus  durch  Integration 

(3)  Q  =  e-^^Qo, 

wenn  Qq  der  Anfangswerth  von  q  ist.    Die  räumliche  Dichtigkeit 
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der  Elektricität  nimmt  also  mit  der  Zeit  ab,  und  zwar  um  so 

schneller,  je  grösser  die  Leitfähigkeit  der  Substanz  ist  und  nähert 
sich  der  Grenze  Null    Da  die  wahre  Elektricität  nach  unserer 
Voraussetzung  nicht  zerstörbar  ist,  so  muss  sie  also  bei  dieser 
Aenderung  an  die  Grenze  zwischen  Leiter  und  Nichtleiter  wandern. 
Um  dies  an  einem  einfachen  Beispiele  zu  erläutern,  nehmen 
wir  an,  es  sei  für  einen,  in  einem  Dielektricum  schwebenden  be- 
grenzten Leiter  das  elektrostatische  Problem  gelöst.    Es  ist  also 
nach  dieser  Annahme  im  äusseren  Räume  eine  Function   qp  des 
Ortes  bekannt,  die  im  Unendlichen  verschwindet,  und  an   der 
Oberfläche  des  Leiters  den  constanten  Werth  A  annimmt,  und 

der  Bedingung  z/9?  =  0  genügt. 

Wir  nehmen  zweitens  eine  willkürliche  Function  ^  im  Inneren 

des  Leiters  an,  von  der  wir  nur  voraussetzen  wollen,  dass  auch 

^e    an  der   Oberfläche    den   constanten  Werth  A    erhält.    Wir 

iiehmen  dann  folgenden  Anfangszustand  an. 

Die  magnetischen  Kräfte  seien  im  ganzen  Felde  zu  Anfang 

gleich  Null    Es  sei  femer 

im  Dielektricum  i?2  =  -  ff,    ^S  =  "  |f >    ^'  =  "  |f ' 

im    Leiter  ^2  =  -  |^,     ^?  =  -  1^'    ^'  =  -  1^- 

dx        ^  dy  dz 

XDann  sind  die  Gleichungen  §.  152  (4)  und  (5)  befriedigt, 
^onn  wir  über  den  weiteren  Verlauf  die  folgenden  Annahmen 
^^<^lien: 

1.  Die  magnetischen  Kräfte  bleiben  dauernd  Null. 

2.  Im  Dielektricum,  wo  A  =  0  ist,  sind  die  elektrischen 
Kräfte  von  der  Zeit  unabhängig 

Ex  =  -EJ,    Ey  =  jBJ,    Ez  =  E^. 

3.  Im  Leiter  ist 

E:,  =  e-^*El    Ey  =  e-^'El    E,  =  e-^*El 

Die  räumliche  Dichtigkeit  der  wahren  Elektricität  ist  nach 
^^Sen  Annahmen  im  Dielektricum  dauernd  =  0;  im  Leiter  ist 

^^^  die  Dichtigkeit  6  an  der  Oberfläche  ist,  wenn  €  im  Dielek- 
^J^cum  =  1  angenommen  und  die  Normale  n  positiv  in  den  Leiter 
"^^eingerechnet  wird 
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Die  Gesammtmenge  der  wahren  Elektricität  ist 
(7)  ^^^\  ^^^  "I"     ^^^' 


also 

49r 


c  =  — -T-C^^* 


und  daher  nach  dem  Gauss' sehen  Integralsatz 

also,  wie  es  sein  muss,  von  der  Zeit  unabhängig.  Für  ^  =  od 
wird  p  =  0  und  47tö  =  d(p/dn^  und  dies  ist  der  elektrostatische 
Zustand.  (Hier  wird  man  e  als  Basis  der  natürlichen  Logarithmen 
nicht  mit  der  Elektricitätsmenge  e  verwechseln.) 

Bei  dieser  Elektricitätsbewegung  ist  der  elektrische  Strom 

dauernd  gleich  Null. 


Neunzehnter  Abschnitt. 


Elektrolytisohe  Leitung. 


§.  159. 
Wirkung  der  elektrischen  Kraft  auf  die  Ionen. 

Eine  besondere  Form  nehmen  die  Gleichungen  für  die  elek- 
trischen Bewegungen  in  den  Lösungen  an,  die  durch  den  elek- 
trischen Strom  chemisch  zersetzt  werden.  Hier  ist  es  unmöglich, 
die  elektrischen  Bewegungen  von  den  Bewegungen  durch  Diffusion 
zu  trennen,  und  beide  müssen  also  gleichzeitig  berücksichtigt 
werden.  Bei  der  Ableitung  dieser  Gleichungen,  die  zuerst  N ernst 
gegeben  hat,  und  die  dann  von  Planck  noch  eingehender  be- 
gründet und  discutirt  sind,  stützen  wir  uns  auf  die  Anschauungen 
von  van't  Hoff  über  die  Natur  der  Lösungen,  die  jetzt  in  der 
Physik  allgemein  angenommen  sind.  Nach  diesen  herrschen  hier 
dieselben  Gesetze,  die  bei  Gasen  längst  bekannt  sind,  nämlich 
die  Gesetze  von  Boyle-Mariotte,  Gay-Lussac,  Avogadro^). 

Die  chemischen  Verbindungen,  die  durch  den  elektrischen 
Strom  zersetzt  werden,  bestehen  aus  einem  elektropositiven 
und  einem  elektronegativen  Bestandtheile.  Diese  Substanzen 
sind  in  einem  Lösungsmittel  gelöst,  etwa  in  Wasser,  dessen  Natur 


^)  Kernst,  Zeitschr.  f.  phyBikalische  Chemie,  Bd.  4  (1889).  Planck, 
Annalen  der  Physik  und  Chemie,  neue  Folge,  Bd.  39  (1889).  F.  Kohl- 
rausch,  Sitzungsbericht  der  Berliner  Akademie  vom  19.  November  1896, 
und  Annalen  der  Physik  und  Chemie,  Bd.  62  (1897). 

Biemann- Weber  ,    Partielle  Differentialgleichungen.  26 
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nicht  in  Betracht  kommt.  Die  Bestandtheile  heissen  die  Ionen, 
die  elektropositiven  die  Kationen,  die  negativen  die  Anionen. 
So  ist  beispielsweise  in  einer  Lösung  von  KCl  oder  Na  Gl  das 
Metall,  Kalium  oder  Natrium,  das  Kation,  Chlor  das  Anion.  In 
einer  Lösung  von  Salzsäure  ist  der  Wassersto£f  das  Kation,  Chlor 
das  Anion.  Auch  complicirtere  Verbindungen  können  in  Betracht 
gezogen  werden,  wie  z.  B.  Schwefelsäure,  H2SO4,  bei  der  H  das 
Kation,  Va^^i  ^^  Anion  ist. 

Wir  werden  aber  auch  annehmen,  dass  mehrere  solcher  Ver- 
bindungen gleichzeitig  in  der  Lösung  gemischt  sind.  Wenn  die 
Lösung  hinlänglich  verdünnt  ist,  wie  wir  hier  voraussetzen,  so 
sind  die  Ionen  vollständig  dissociirt  und  sind  dann  in  ihrer 
Beweglichkeit  gegenseitig  von  einander  unabhängig. 

Die  Concentration  der  Ionen  in  einer  Lösung  wird  hier  nun 
zweckmässig  nicht  nach  Procenten,  sondern  nach  sogenannten 
Grammäquivalenten  oder  Grammionen  gemessen. 

Unter  einem  Grammion  (Grammäquivalent),  einer  lonen- 
art,  deren  Aequivalentgewicht,  bezogen  auf  den  Wasserstoff  als 
Einheit,  gleich  A  ist,  versteht  man  eine  Menge  von  A  Gramm 
dieser  Substanz,  also  z.  B.  bei  der  Zersetzung  von  Schwefel- 
säure würde  ein  Grammion  von  SO4,  wenn  S  und  0  die 
Atomgewichte  von  Schwefel  und  Sauerstoff  sind,  gleich  VsSO« 
=  48  sein. 

Befinden  sich  dann  in  der  Volumeneinheit  (im  Cubikcenti- 
meter)  a  Grammionen,  so  heisst  a  die  Concentration  der 
Lösung,  die  natürlich  auch  eine  Function  des  Ortes  sein  kann. 
Dann  würden  wir  genauer  sagen,  das  Volumen element  dz  ent- 
hält adr  Grammionen. 

Sind  in  einem  Liter  der  Lösung  m  Gramm  einer  lonenart^ 
vom  Aequivalentgewichte  A  gelöst,  so  enthält  also  das  Liter 
fi  =  m/A  Grammionen,  und  es  ist  a=10~^m/ii.  Eine  Lösung, 
in  der  ^  =  1  ist,  die  also  im  Liter  ein  Grammäquivalent  ent- 
hält, heisst  nach  Kohlrausch  eine  Normallösung. 

Befindet  sich  eine  solche  Lösung  in  einem  elektrischen  Felde, 
so  wirkt  die  elektrische  Kraft  E  erfahrungsgemäss  so,  als  ob 
jedes  Ion  eine  ganz  bestimmte  Menge  i]  von  Elektricität  mit  sich 
führte  (§.  155),  und  zwar  die  Kationen  positive,  die  Anionen 
negative  Elektricität,  d.  h.,  es  wirkt  auf  ein  Kation  die  Kraft 
-\rrjE,  auf  ein  Anion  die  Kraft  —rjE.  Die  Constante  ri  ist,  in 
elektrostatischem  Maasse  ausgedrückt, 
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1?  =  289  .  1012  1), 

und  80  yiele  Elektricitätseinheiten  wandern  also  n3it  einem 
Grammion. 

§.  160. 
Der  osmotische  Druck. 

Ausser  der  elektrischen  Kraft  wirkt  auf  die  Ionen  noch  der 
osmotische  Druck  p.  Dieser  ist  abhängig  von  der  Concentra- 
tion  a  der  lonenart,  aber  unabhängig  von  den  etwa  noch  sonst 
in  der  Lösung  enthi^ltenen  Ionen  anderer  Art  Ist  v  das  Volumen 
eines  Grammions,  so  ist  hiemach 

(1)  pv  =  -B, 

worin  jB  der  absoluten  Temperatur  proportional,  aber  von  der 
Qualität  der  Ionen  unabhängig  ist.    Es  ist  für  die  Temperatur 

von  18® 

R  =  2,414  .  IQio, 

wenn  auch  hier  das  Aequivalentgewicht  des  Wasserstoffs  als 
Elinheit  gilt.  Nun  ist,  wenn  ce  die  Goncentration  in  dem  fest- 
gesetzten Sinne  bedeutet,  t;  =  l/ce,  und  daher 

(2)  p  =  aU. 

Der  osmotische  Druck  erzeugt  nun  eine  Kraft,  die  die  Ionen 
von  den  Stellen  höheren  Druckes  nach  denen  von  niedrigerem 
Druck  treibt,  und  die  dem  Druckgefälle  proportional  ist. 

Der  osmotische  Druck  wirkt  auf  die  Ionen  ebenso,  wie  der 
Druck  in  Gasen  wirkt,  d.  h.,  wenn  do  irgend  ein  Flächenelement 
ist,  so  wirkt  gegen  dieses  Flächenelement  normal  eine  nur  von 
der  Stelle,  nicht  von  der  Orientirung  von  do  abhängige  Kraft 
pdo.  Grenzen  wir  irgend  ein  Volumen  r  durch  eine  geschlossene 
Fläche  0  ab  mit  den  Elementen  dt  und  do,  so  ist  nach  dem 
Gauss' sehen  Satze  (§.  89) 


')  In  elektromagnetischem  Maasse  ist  17  =  9650.  Kohlrausch  (An- 
nalen  der  Physik  und  Chemie,  neue  Folge,  Bd.  62,  1897)  misst  die  Gon- 
centration nach  elektrochemischen  Aequivalenten  in  der  Yolumeneinheit, 
wobei  also  bei  jedem  Ion  diejenige  Menge  gleich  Eins  ist,  mit  der  die 
ponÜTe  oder  negative  Elektricitätsmenge  Eins  wandert.  In  diesem  Sinne 
ist  also  i}a  die  Goncentration. 

26* 
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(3)  p  cos(nx)do  =  —      pT^^^ 

und  dies  ist  also  die  2;-Gomponente  der  auf  die  gesammte  Ober- 
fläche von  r  wirkenden  Druckkraft.  Denken  wir  uns  das 
Volumen  t  als  starr,  so  ist  dies  die  von  dem  osmotischen  Druck 
herrührende,  auf  die  in  diesem  Volumen  enthaltenen  Ionen  wir- 
kende Kraft. 

Wenden  wir  dies  auf  ein  einzelnes  Volumenelement  dt  an, 
so  wirkt  also  auf  dieses  in  der  2; -Richtung  die  Kraft 

(4)  _||dr  =  -ij|^dr, 

cx  ox 

und  da  nun  adx  Grammionen  im  Elemente  dz  enthalten  sind, 
so  wirkt  auf  ein  einzelnes  Grammion  die  osmotische  Kraft 

a   cx 

Nehmen  wir  hierzu  die  im  vorigen  Paragraphen  näher  be- 
stimmte elektrische  Kraft,  so  wirkt  also  im  elektrischen  Felde 
auf  ein  Grammion  in  der  a:-Richtung  die  Kraft 

(5)  p.  =  -üi||±i,js;., 

Ol,  c  x 

worin  das  obere  Zeichen  für  die  Kationen,  das  untere  für  die 
Anionen  gilt.  Der  Ausdruck  (5)  ist  die  :i;-Componente  eines 
Kraftvectors  ^,  der  nach  unserer  Vectorbezeichnung  mit 

(6)  ^  =  —  U  grad  log«  ±  iy6 

zu  bezeichnen  wäre. 

Eine  auf  die  Ionen  wirkende  Kraft  bewirkt  nicht,  wie  in 
der  Mechanik  träger  Massen  angenommen  wird,  eine  Beschleuni- 
gung, sondern  eine  Geschwindigkeit,  was  man  als  eine  Folge  des 
Widerstandes  des  Lösungsmittels  ansehen  kann.  Eine  auf  ein 
Ion  wirkende  Kraft  P  ertheilt  daher  diesem  eine  Geschwindig- 
keit in  ihrer  Richtung,  die  mit  P  proportional  ist,  die  wir  gleich 
a  P  setzen.  Der  Coefficient  a  ist  die  durch  die  Einheit  der  Kraft 
hervorgerufene  Geschwindigkeit  und  heisst  die  Beweglichkeit 
der  betreffenden  lonenart.  Die  Beweglichkeit  ä  hängt  nicht  bloss 
von  der  Natur  der  lonenart,  sondern  auch  von  ihrer  Goncentration 
und  sogar  von  der  Goncentration  der  etwa  noch  gleichzeitig  in 
der  Lösung  enthaltenen  anderen  lonenarten  in  einer  nicht  näher 
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bekannten  Weise  ab.  Sie  nähert  sich  aber  bei  abnehmender 
Concentration  der  Lösung  einer  festen  Grenze,  und  bei  sehr  ver- 
dünnten Lösungen  und  constanter  Temperatur  kann  man  daher 
a  genähert  als  eine  Gonstante  der  Substanz  ansehen.  Einst- 
weilen ist  es  aber  nicht  nothwendig,  hierüber  eine  Annahme  zu 
machen. 

Hiemach  erhalten  wir  aus  dem  Kraftvector  ^  einen  Ge- 
schwindigkeitsYector  a^-ß,  der  die  Geschwindigkeit  einer  lonen- 
art  Ä  von  der  Concentration  a  und  der  Beweglichkeit  a  nach 
Grösse  und  Richtung  bestimmt. 

Dieser  Geschwindigkeitsvector  verändert  die  Concentration 
nach  den  im  zehnten  Abschnitte  allgemein  aus  einander  gesetzten 
Grundsätzen. 

Es  ist  nämlich  die  in  ein  Volumen  r  einströmende  Menge 
der  lonenart  A^  auf  die  Zeiteinheit  berechnet,  gleich  dem  über 
die  Oberfläche  von  r  erstreckten  Integral 


I 


aaPndo^ 


wenn  n  die  nach  innen  gerichtete  Normale  ist,  oder  nach  dem 
Gauss' sehen  Satze 


=  —      divaa^^  dt. 


Durch  diesen  Zufluss  wird  aber  die  Concentration,  wenn  t 
die  Zeit  bedeutet,  in  der  Zeiteinheit  um  du/dt  vermehrt,  und 
es  ist  daher  dieses  Integral  auch 


=1 


—  ar, 
dt        ' 


woraus  sich  die  Gleichung 

(7)  It  =  -  diva«^ 

ergiebt,    und   eine  solche   Gleichung   erhält  man   für  jede   der 
lonenarten  i). 


^)  Die  Dimensionen  der  hier  vorkommenden  Grössen  sind  folgende: 
d.  h.,  et  ist  a  eine  Zeit. 
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§.  161. 

Der  elektrische  Strom. 

Um  die  Maxwe  IT  sehen  Gleichungen  auf  den  Fall  der 
elektrolytischen  Leitung  anwenden  zu  können,  haben  wir  nur 
noch  festzustellen,  was  wir  unter  dem  elektrischen  Strome  zu 
verstehen  haben.  Dies  ergiebt  sich  aber  aus  der  Definition 
§.  151. 

Wenn  man,  was  der  Wirklichkeit  jedenfalls  sehr  nahe  ent- 
spricht, das  Lösungsmittel  wie  einen  Nichtleiter  behandelt,  so 
haben  wir  keinen  VerfiEill  von  elektrischer  Kraft,  wie  bei  den 
metallischen  Leitern,  anzunehmen.  Dagegen  wird  ein  Theil  der 
vorhandenen  elektrischen  Energie  zur  Ueberwindung  des  Wider- 
standes, den  das  Lösungsmittel  der  lonenverschiebung  entgegen- 
stellt, verbraucht,  und  auch  hier  in  Wärme  verwandelt  Diesen 
TheiL  können  wir  berechnen,  wenn  wir,  wie  schon  oben,  an- 
nehmen, dass  die  Ionen  die  Träger  bestimmter  positiver  oder 
negativer  Elektricitätsmengen  sind. 

In  §.  155  haben  wir  die  Arbeitsgrösse  bestimmt,  die  zur 
Verschiebung  einer  gewissen  Elektricitätsmenge  im  elektrischen 
Felde  erforderlich  ist 

Die  im  Volumenelement  dz  enthaltene,  an  die  Ionen  u  ge- 
bundene Elektricität  ist  ±  17  ce  ä  r,  und  diese  wird  in  der  Richtung 
des  Vectors  ^  um  die  Strecke  aPdt  verschoben.  Die  elek- 
trische Kraft  E  leistet  also  hierbei  die  Arbeit 

(1)  ±riaaPE  cos(P,E)dt  dt 

=  ±  rjaa  (P,E,  +  PyEy  +  P,E,)  dr  dt. 

Die  Arbeit  der  elektrischen  Kräfte  bei  der  Verschiebung 
aller  Ionen  erhalten  wir  hieraus,  wenn  wir  die  Summe  dieser  für 
die  verschiedenen  lonenarten  gebildeten  Ausdrücke  nehmen,  also, 

wenn  wir  diese  Summe  durch  das  Zeichen  ^]  andeuten: 

(2)  dQdt  = 

V  {£.  ^  ±  aaP,  +  Ey^±  aaPy  +  E,^±aaP,)dxdt. 

Bedeutet  also  d  T  die  elektrische  Energie  im  Volumenelement 
dt,  so  genügt  der  im  §.  151  eingeführte  Strom vector  ©  der 
Gleichung: 
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(3)  ^~-\-dQ  =  (E,S,  +  Ey8y  +  E.8.)  dt. 

Es  ist  aber  nach  §.  126 

dT=J^{E*  +  El-^E!)dx, 
und  folglich 

man  genügt  also  nach  (2)  und  (4)  der  Gleichung  (3),  wenn  man  setzt: 

worin  $'  der  durch  §.  160  bestimmte  Kraftvector  für  die  lonen- 

art  A  ist  und   die   Summe  ^  über  sämmtliche  vorhandenen 

lonenarten  zu  nehmen  ist  Hierin  bedeutet  e  die  Dielektricitäts- 
constante  der  Lösung.  Diesen  Vector  @  betrachten  wir  als  den 
elektrischen  Strom,  der  in  die  Maxwell 'sehen  Gleichungen  ein- 
zusetzen ist 

Da    nun    in  Folge   der  Max weir sehen  Gleichungen  div<S 
immer  gleich  Null  ist,  so  ergiebt  sich  aus  (5),  wenn  wir 

(6)  p  =  ^div6 

setzen,  also  unter  q  die  Dichtigkeit  der  wahren  Elektricität  ver- 
stehen, nach  §.  160  (7): 


8(g-i?S±«)^0 


Es  ist  also  Q  —  fi  ^  ±  a  von  der  Zeit  unabhängig,  und 
wenn  der  Werth  dieser  Di£ferenz  zu  irgend  einer  Zeit  gleich 
Null  ist,  so  bleibt  er  im  weiteren  Verlaufe  des  Vorganges  immer 
gleich  Null.    Dies  wollen  wir  annehmen,  und  setzen  demnach 

(8)  9  =  ly  ^  ±  a. 

Es  ist  also  dann  die  Dichtigkeit  der  wahren  Elek- 
tricität gleich  dem  Ueberschusse  der  von  den  Kationen 
getragenen  positiven  Elektricität  über  die  negative  der 
Anionen. 

Setzen  wir  die  Gleichung  (8)  mittelst  (6)  in  die  Form 

(9)  2±«  =  4^<ii-e. 
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80  zeigt  sie,  dass,  wenn  diy@  nicht  einen  sehr  grossen  Werth 

hat,  ^  ±  (X,  sehr  klein  ist,  weil  das  im  Nenner  stehende  17  einen 

sehr  grossen  Werth  hat  (289  .  lO^^).  Es  sind  also  immer 
nahezu  ebenso  viele  positive  wie  negative  Grammionen 
in  einem  Volumen  enthalten. 

Wir  wollen  schliesslich  die  Gleichungen,  die  wir  in  der 
Vectorbezeichnung  aufgestellt  haben,  in  expliciter  Form  schreiben. 

Zunächst  ergiebt  sich  aus  §.  160  (6),  (7)  die  partielle  Diffe- 
rentialgleichung 


+  Ä(*°l7Ti«''-B-). 


und  eine  solche  Gleichung  besteht  für  jede  lonenart,  wenn  immer 
das  obere  Zeichen  für  die  positiven,  das  untere  für  die  negativen 
Ionen  statt  hat. 

Femer  zerlegt  sich  der  Stromvector  @  hier  nach  (5)  in  drei 
Bestandtheile,  nämlich 

und  es  ist,  wenn  wir 

(12)  k  =  ri^^aa 

setzen, 

(13)  3  =  A  g 

der  Leitungsstrom.    Hierzu  tritt  aber  noch  ein  Strom 

(14)  5  =  lylJ^T^grada, 

den  wir  den  Diffusionsstrom  nennen  können. 
Die  x-Gomponente  des  wahren  Stromes  ist 

Der  Goefficient  k  heisst  auch  hier  die  Leitfähigkeit 

Die  Summe  des  Leitungsstromes  und  des  Diffusionsstromes, 
also 

(16)  6  =  3  +  5, 

können  wir  den  lonenstrom  nennen.    Sein  Ausdruck  ist  nach  (5) 
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(17)  6  =  iy  2  ±  ««^^ 

und  da  nun  a^*'  die  Geschwindigkeit  der  lonenart  A^  und  tja 
die  in  der  Volumeneinheit  mit  dieser  lonenart  verbundene 
Elektricitätsmenge  ist,  so  können  wir  die  Stromdichte  des  lonen- 
stromes  definiren 

als  die  in  der  Richtung  des  Vectors  6  in  der 
Zeiteinheit  durch  die  Flächeneinheit  hindurch- 
gehende Menge  positiver  Elektricität,  vermehrt 
um  die  in  entgegengesetzter  Richtung  fliessende 
Menge  negativer  Elektricität; 

diese  Definition  der  Stromdichte,  die  sich  hier  aus  der  Theorie 

der  elektrolytischen  Leitung  ergiebt,  bildet  in  der  älteren  Theorie, 

die     auf  der  Annahme   zweier    elektrischer  Fluida   beruht,    die 

öefixiition  für  den   elektrischen  Strom  überhaupt,  auch  in  den 

Leitern. 

Nehmen  wir  die  Lösung  homogen,  also  die  Concentrationen  a 
konstant  an,  so  werden  auch  die  davon  abhängigen  Beweglich- 
*^öit;en  a  constant,  und  folglich  wird  auch  die  Leitfähigkeit  X 
^on^tant  Der  Diffusionsstrom  fällt  ganz  weg  und  der  Ausdruck 
f^*^  ß  und  die  daraus  abgeleiteten  Maxwell' sehen  Gleichungen 
men  der  Form  nach  in  völlige  Uebereinstimmung  mit  denen, 
wir  für  metallische  Leiter  aufgestellt  haben.  Das  ganze 
^yst:em  der  Differentialgleichungen  (10)  kommt  auf  die  eine 
^loichung 
Cl8>  divg  =  0 

Die  Grenzbedingungen,    besonders    die    für    die  Elektroden 
igen,    sind   wesentlich   abhängig   von   den    chemischen  Vor- 
Sen,  die  da  stattfinden,  und  einer  mathematischen  Formu- 
^^^xig  im  Allgemeinen  kaum  zugänglich. 
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Stationäre  elektrisohe  Ströme. 


§.  162. 
Stationäre  Zustände. 

In  §.  156  haben  wir  nachgewiesen,  dass  die  Anfangswerthe 
nnd  gewisse  Grenzbedingungen  die  Lösungen  der  Ma^weirschen 
Gleichungen  bestimmen.  Eine  davon  verschiedene  Frage,  deren 
Beantwortung  wir  uns  jetzt  zuwenden,  ist  aber  die: 

Wie  muss  der  Anfangszustand  beschaffen  sein,  damit 
der  Zustand  stationär  sei,  dass  also  der  elektrische  und 
der  magnetische  Kraftvector  von  der  Zeit  unabhängig 
werden? 

Ein  solcher  Zustand  wird  zwar  nicht  von  vornherein  her- 
stellbar sein,  wohl  aber  zeigt  die  Erfahrung,  dass  auch  mcht 
stationäre  Zustände  sich  einem  stationären  oder  wenigstens  fast 
stationären  Zustande  annähern,  so  dass  sie  oft  nach  sehr  kurzer 
Zeit  nicht  mehr  merklich  davon  unterschieden  sind.  Dagegen 
ist  aber  wieder  zu  bemerken,  dass  es  einen  absolut  stationären 
Zustand  im  strengen  Sinne  des  Wortes  wohl  überhaupt  nicht 
geben  kann,  weil  durch  die  umgesetzte  elektromagnetische  Energie 
immer  langsame  thermische  oder  chemische  Veränderungen,  sei 
es  im  Felde  selbst,  sei  es  an  den  Grenzflächen,  vor  sich  gehen. 
Von  dem  Einflüsse  dieser  Veränderungen  auf  das  elektro- 
magnetische Feld  sehen  wir  aber  hier  ab. 

Die  erste  Bedingung  für  einen  stationären  Zustand  ist  die, 
dass,  wenn  6  und  ^  der  elektrische  und  magnetische  Ejraft- 
vector  ist, 
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sein  soll,  und  daraus  ergiebt  sich  nach  den  beiden  Maxwell'- 
schen  Grundgleichungen  I.  und  IL  (§.  152) 

(2)  curl  6  =  0, 

(3)  c  curia»  =  4arA6, 
und  aus  (3)  folgt  dann 

(4)  div  A  6  =  0. 

Die  Gleichung  (2)  besagt,  dass  6  ein  Potentialyector  sein 
mu88,  dass  also  ein  elektrisches  Potential  q)  ezistiren  muss, 
so  dass 

Die  Gleichung  (4)  ergiebt  dann  für  die  Function  9  die 
^fierentialgleichung 

8a|^       8a|^       8a|^ 


dx       ^       dy  dz 

^der  kürzer: 

"-  divAgrad^  =  0, 

**ie   mit  Hülfe  des  Gauss'schen  Theorems  auch  so  ausgedrückt 
Verden  kann: 


Jon 


m  sich  die  Integration  über  die  Begrenzung  eines  Raum- 
^heiles  erstreckt,  in  dem  k  und  d(p/dn  nicht  an  Flächen  un- 
^tetig  ist 

Für  den  nichtleitenden  Theil  des  Feldes,  also  für  das  um- 
^^l>ende  Dielektricum,  in  dem  A  =  0  ist,  besagt  die  Gleichung  I. 
^olits.  In  diesem  Theile  ist  aber  div  6  die  Dichtigkeit  der  freien 
r'*^^ktricität,  und  wenn  wir  also  annehmen,  dass  im  nichtleitenden 

M**^^ile   des  Feldes   keine    in  Betracht   zu    ziehende   elektrische 
^^sen  Yorhanden  sind,  so  gilt  hier  die  Gleichung 

^-  A  9  =  0. 
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Für  den  Fall,  dass  A  Yom  Orte  unabhängig  ist,  geht  die  für 
die  Leiter  gültige  Formel  I.  in  dieselbe  Form  II.  über,  und  sie 
besagt  dann,  dass  bei  einem  stationären  Zustande  im  Inneren 
der  Leiter  keine  Elektricität  vorhanden  ist. 

Hierzu  kommen  nun  noch  Grenzbedingungen  für  die  Flächen, 
in  denen  verschiedene  Substanzen  zusammenstossen. 

Wenn  elektromotorisch  wirksame  Flächen  vorhanden  sind, 
so  ist  noch  die  Bedingung  §.  157  (10)  zu  berücksichtigen: 

(6)  -^E.ds  =  {A,B)  +  (A,  B)  +  .., 
oder  nach  (5) 

(7)  j||ds  =  (^,5)  +  (^'.B')  +  -. 

worin  das  Integral  über  irgend  eine  geschlossene  Gurve  zu 
nehmen  ist.  Nehmen  wir  die  Gurve  s  so ,  dass  sie  von  der 
Seite  B  nach  der  Seite  A  einer  der  Gontactflächen  führt,  ohne 
diese  Fläche  zu  durchdringen,  und  nehmen  an,  dass  sich  9  längs 
dieser  Gurve  stetig  ändere,  so  ergiebt  sich  dieselbe  Bedingung 
wie  in  der  Elektrostatik: 

^>a  —  q>b  =  {A,  B). 

Die  Function  9  ist  durch  (5)  nur  bis  auf  eine  additive  Gon- 
staute  bestimmt,  und  diese  Gonstante  wollen  wir  so  annehmen, 
dass  9  im  Unendlichen  verschwindet  (vgl.  §.  126).  Dann  haben 
wir  die  erste  Grenzbedingung: 

III.  Die  Function  9  ist  überall,  mit  Ausnahme  der 
elektromotorisch  wirksamen  Flächen,  stetig 
und  im  Unendlichen  gleich  Null.  An  einer 
Gontactf lache  mit  der  Spannungsdifferenz 
{A^  B)  ist  9  unstetig,  und  es  ist 

9a    —    96   =   (^>  B), 

Es  ist  hierbei  nicht  ausgeschlossen,  dass  mehrere  elektro- 
motorisch wirksame  Flächen  in  einer  Kante  zusammenstossen. 

Wir  haben  endlich  noch  eine  Bedingung  für  solche  Flächen, 
in  denen  Körper  von  verschiedener  Leitungsfähigkeit  X^  und  A, 
zusammenstossen. 

Da  wir  immer  angenommen  haben,  dass  die  Gomponente 
der  magnetischen  Kraft  in  der  Richtung  einer  Fläche  beim 
Durchgange  durch  die  Fläche  stetig  bleibt,  so  ist  die  Normal- 
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componente  des  Curls  der  magnetischen  Kraft  gleichfalls  stetig. 
Demnach  ergiebt  sich  aus  (3),  wenn  n  die  Normale  an  der  Be- 
riihningsfläche  bedeutet: 


'■  Or '.  ©. 


Hierbei    ist    es    gleichgültig,    ob   die   Berührungsfläche   elektro- 
motorisch wirksam  ist  oder  nicht. 

Für   die  Grenze  zwischen   einem  Leiter  und   einem  Nicht- 
leiter ergiebt  sich  aus  IV.  die  Bedingung 


1^  =  0. 
cn 
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Wir  haben  nun  zu  untersuchen,  in  wie  weit  durch  die  Be- 
dingungen I.  bis  V.  der  Zustand  des  Feldes  bestimmt  ist.  Zu 
^^Bem  Zwecke  denken  wir  uns  irgend  ein  Leitersystem  im  un- 
^licilichen  Dielektricum  eingebettet  und  beweisen  zunächst  den 
folgenden  Satz: 

Durch    die  Bedingungen   I.    bis   V.    (§.    162), 
nämlich 

L    divAgrad^  =  0 
im  Innern  der  Leiter, 

IIL     q)a  —  q>i,  =  (-4,  B) 
an  jeder  elektromotorisch  wirksamen  Fläche, 

IV.  ,jm  =  x,m 

an  der  Grenze  zweier  verschiedener  Leiter  und 

dn 
an  der  Leiteroberfläche, 

ist  die  Function  (p  im  Innern  des  Leitersystems 
vollständig  bestimmt  bis  auf  eine  additive  Con- 
stante. 
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Dies  wird  bewiesen  sein,  wenn  wir  zeigen  können,  dass      ^ 
constant  sein  muss,  falls  alle  (A^  B)  =  0  sind.    Denn  haben 
zwei  den  Bedingungen  I.,  III.,  IV.,  V.  genügende  Functionen 
so  wird  ihre  Differenz  denselben  Bedingungen  mit  (Ä^  B)  =      0 
genügen. 

Dies   folgt    aber   einfach   durch   eine    schon   mehrfach  a  zu- 
gewandte Schlussweise.    Es  ist  nämlich 

=  divA^grad^  —  ^divAgrad^, 

und   folglich,  wenn  wir  über  den  Raum  der  Leiter  integrire^') 
mit  Anwendung  des  Gauss 'sehen  Satzes  nach  I.  und  Y. 

was  nur  möglich  ist,  wenn  (p  constant  ist. 

Hierdurch    wird   nun    eine    bemerkenswerthe   Theilung  de^^^ 
Problems    herbeigeführt.     Wenn    nämlich    die    Function   (p   i 
Innern  des  Leitersystems  bekannt  ist,  so  kennt  man  auch  de 
Stromvector 

(2)  ©  =  —  A  grad  9. 

Um    dann    den    elektrischen   Zustand    im  umgebenden   DL 
elektricum  zu  ßnden,  hat  man  die  Function  q>  im  Aussenraum 
der  Bedingung  ^9  =  0  gemäss  so  zu  bestimmen,  dass  sie  i 
Unendlichen  verschwindet  und  an  der  Oberfläche  mit  dem  fu 
das  Innere  gefundenen  Werth  übereinstimmt,  oder,  wenn  an  de 
Oberfläche  noch  elektromotorische  Kräfte  angenommen  werde 
um  eine  gegebene  Grösse  grösser  ist. 

Die  bei  dem  ersten  Theile  des  Problems  übrig  geblieben 
additive  Gonstante  bei  9,  die  auf  den  Strömungszustand  keine 
Einfluss  hat,   bestimmt  sich  schliesslich  aus  der  Menge  der  de 
Leiter  mitgetheilten  Elektricität.     Dieser  Theil  der  Aufgabe 
also  ein  Problem  der  ^Elektrostatik.     Ist  so  der  elektrische  Z 
stand  bekannt,  so  bestimmt  sich  endlich  der  magnetische  Z 
stand   des   Feldes   aus   den   drei   ersten   Maxwell'schen  61 
chungen,  §.  152  (4). 
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§.  164. 
Das  Kirchhoffsche  Gesetz  der  Strombreohung. 

Der  Grenzbedingung  IV.,  die  an  der  Grenze  zweier  hetero- 
gener Leiter  stattfindet,  hat  Kirchhoff  einen  anschaulichen 
geometrischen  Ausdruck  gegeben,  der  in  seiner  Form  an  das 
Gesetz  der  Brechung  des  Lichtes  an  der  Grenze  zweier  durch- 
sichtigen Medien  erinnert.  Legen  wir,  um  die  Betrachtung  zu 
vereinfachen,  die  ^er-Axe  in  die  Normale  der  Trennungsfläche 
zweier  Leiter  von  verschiedenem  Leitvermögen  Ai ,  A, ,  so  sind 
die  Gomponenten  5^,  8y  des  Stromvectors  @  bei  dem  Uebergang 
von  negativen  zu  positiven  Werthen  von  a  stetig,  während  sich 
Sm  unstetig  ändert,  und  zwar  nach  der  Formel 

Legen  wir  die  j/-Axe  senkrecht  auf  die  Richtung  von  @,  so  wird 
5J^*>  =  S<J»>  =  0  und  S^'^  =  S^^\  Nun  sind  S^  Sy,  S,  die  Gompo- 
nenten der  Strömung  ©  und  bestimmen  also  die  Richtung  der 
Stromlinie,  die  vom  ersten  Mittel  in  das  zweite  übergeht. 
Diese  Linie  erleidet  beim  Durchgange  durch  die  Fläche  einen 
Knick,  aber  beide  Theile  liegen  mit  der  Richtung  der  Normale 
(der  £f-Axe)  in  einer  Ebene.  Sind  S<*>  und  /S^  die  Strömungen 
und  »1,  fa  die  Winkel,  die  sie  mit  der  ;er-Axe  bilden,  so  ist 

Ai  SO)  cos  ii  =  A,  S<2)  cos  i^ , 

S<i)  sin  i,  =  SW  sin  i^ , 
also 

tg  i,         tg  «2 

Aj  Aj 

Bedienen  wir  uns  also  der  in  der  Optik  üblichen  Aus- 
drücke, so  können  wir  das  Gesetz  der  Strombrechung  so  aus- 
drücken : 

Der  einfallende  und  der  gebrochene  Strom  liegen 
mit  dem  Einfallslothe  in  einer  Ebene,  und  die  Tan- 
genten des  Einfallswinkels  und  des  Brechungswinkels 
stehen  in  constantem  Verhältniss,  nämlich  in  dem 
der  Leitungsfähigkeiten. 
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§.  165. 
Lineare  Leiter.     Stromverzweigang. 

In  vielen  Fällen  lässt  sich  das  Problem  der  stationären 
Strömung  noch  weiter  vereinfachen  durch  eine  Annahme,  die 
freilich  auch  nur  eine  Annäherung  an  die  wahren  Verhältnisse 
darstellt    Dazu  führt  die  Formel  §.  162,  I**.: 

(1)  -  js,do  =  JA|^do  =  0, 

in  der  die  Litegration  sich  über  die  Oberfläche  eines  Theiles  t 
des  Leiters  erstreckt.  Dieser  Baum  r  sei  jetzt  begrenzt  durch 
zwei  Stücke  A^  B  zweier  Niveauflächen,  in  denen  q)  die 
Constanten  Werthe  ^a,  (pi  hat,  und  durch  ein  System  von 
Stromlinien,  die  von  den  Punkten  der  Peripherie  von  A  nach 
den  Punkten  der  Peripherie  von  B  verlaufen.  Es  sei  also  r  ein 
Stück  eines  Ganais,  in  dem  die  Strömung  verläuft  Es  ist  dann 
@  senkrecht  auf  A  und  auf  B^  und  an  der  von  den  Stromlinien 
gebildeten  Mantelfläche  ist  5»  =  0. 

Es  ergiebt  sich  also  aus  (1),  wenn  dA  und  dB  die  Elemente 
von  A  und  B  sind, 

(2)  ^SndA  =  I  SndB  =j, 

und  der  gemeinsame  Werth  j  dieser  beiden  Integrale  heisst  die 
Stromintensität  in  dem  betrachteten  Ganal.  Deflnirt  man 
die  Grösse  W  durch  die  Gleichung 

(3)  jW=(pa  —  (Pb, 

so  heisst  W  der  Widerstand  des  Raumtheiles  r.  Für  die 
in  der  Zeiteinheit  im  Raumtheile  r  erzeugte  Joule'sche  Wärme 
ergiebt  sich  nach  §.151 

«=l'[(e)+(lf)'+(rr)?" 

und  nach  der  Formel  §.  163  (1) 

(4)  Q  =  -^X<p^r^^d0=j{v>a-<p»)=J'W. 


§.  165. 
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Die  Fonnel  (S)  ist  das  Ohm 'sehe  und  (4)  das  Joule'scbe 
Gesetz  für  ein  endliches  Leiterstück. 

Wenn  wir  einen  linearen  Leiter  betrachten,  d.  h.  ein 
Leiterstück  nach  Art  eines  Drahtes,  dessen  Querdimensionen  als 
unendlich  klein  im  Vergleiche  zu  den  Längendimensionen  zu  be- 
trachten sind,  so  geben  uns  diese  Formeln  wichtige  Resultate. 
Wir  können  dann  genähert  die  Querschnitte  dieses  Drahtes  als 
Niveauflächen  betrachten  und  die  Stromlinien  der  Axe  des  Drahtes 
parallel  verlaufend  annehmen.  Zählen  wir  die  Länge  s  auf  der 
Axe  des  Drahtes  von  einem  beliebigen  Anfangspunkte  aus,  so  ist 
9>  im  Draht  eine  Function  von  s  und  es  ist 


(5) 


^n  =  —  ^  oTZ^ 
CS 


also,  wenn  wir  mit  q  den  Querschnitt  des  Drahtes  bezeichnen, 
nach  (2) 


(6) 


1  ^9 


wo  dann  also  j  die  Stromstärke  in  dem  Draht  bedeutet 

Nehmen  wir  q  und  k  von  s  unabhängig  an  und  bezeichnen 
mit  c  eine  Gonstante,  so  wird 

(7) 


q>  =  c  — 


qk 


s, 


oder  eine   lineare  Function   von   s.     Nach  (3)  ist,   wenn   l  die 
Länge  des  Drahtes  zwischen  irgend  zwei  Punkten  bedeutet, 

(8)  "  ' 


w  = 


qX' 


der  Widerstand  des   Drahtstückes   h 


Fig.  65. 


(9) 


•Nehmen  wir  an,  dass  von  einem  irgend- 
wie beschaffenen  Leitertheile  mehrere  Lei- 
tungsdrähte 1,  2,  3,  ...  auslaufen,  während 
der  Leitertheil  sonst  durch  Nichtleiter  be- 
grenzt ist,  so  legen  wir  in  jedem  dieser  Zu- 
leitungsdrähte  in  beliebiger  Entfernung  einen 
Querschnitt  und  wenden  die  Formel  (1)  auf 
den  so  begrenzten  Raumtheil  an.  Sind  dann 
JiiJ2iJ3^  ...  die  Stromintensitäten  in  diesen 
Drähten,  positiv  gerechnet,  wenn  sie  in  den 
Leitertheil  hineingerichtet  sind,  so  ergiebt  sich 

ii  +  J-2  +  is  +  •  •  •  =  0, 


Biemann-Weber,  Partielle  Di£ferentialgleichimgeii. 
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und  diese  Formel  gilt  auch  dann,  wenn  mehrere  Leitungsdrähte 
in  einem  Knotenpunkte  zusammenlaufen. 

Eine  zweite  wichtige  Formel  erhalten  wir  durch  Anwendung 
der  Formel  §.  162  (7): 

Wenn  wir  in  einem  irgendwie  verzweigten  System  linearer 
Leiter  einen  geschlossenen  Weg  durchlaufen,  der  nach  einander 
durch  die  Leiter  L],  Lj,  Lj,  . . .  zum  Ausgangspunkte  zurück- 
führt, und  wenn  in  diesen  Leitern  die  Intensitäten  j\,  j,,  jj, 

herrschen,  positiv  gerechnet  in  dem  Sinne,  wie  der  Umkreis  be- 
schrieben wird,  wenn  ferner  FTi,  T7,,  TTj,...  die  Widerstände 
der  Leiter  Li,  Ls,  L^  [nach  der  Formel  (8)]  sind,  wenn  endlich 

(A,  L„  La,  ...)  =  (-^1  B)  +  {A\  JB')  +  •  •  • 

die  Summe  der  SpannungsdiiFerenzen  bedeutet,  die  .sich  auf  dem 
Umkreis  ergeben,  so  ist  nach  §.  162  (7) 

(10)       h  W,  +  J2  W,  +  j,  W,-\-  ...  =  (A,  A,  Ls,  ...)• 

Die  Grösse  (L,,  L2,  Xs,  ...)  ist  die  elektromotorische 
Kraft  in  dem  durchlaufenen  Umkreise.  Diese  ist  eine  durch 
die  Natur  der  Leiter  gegebene  Grösse,  und  ist  gleich  Null  zu 
setzeti,  wenn  die  Drähte  nicht  elektromotorisch  wirksam  gegen 
einander  sind,  oder  wenn  ihre  elektrischen  Differenzen  dem 
Spannungsgesetze  gehorcheo. 

Die  Gleichungen  (9)  und  (10)  sind  die  Kirchhoff'schen 
Gleichungen  für  die  Stromverzweigung.  Aus  ihnen 
kann  man,  wenn  die  Widerstände  und  elektromotorischen  Kräfte 
gegeben  sind,  in  jedem  System  irgendwie  verzweigter  linearer 
Leiter  die  Intensitäten  durch  Auflösung  linearer  Gleichungen 
berechnen  1). 

§.  166. 
Die   Elektroden. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  an  der  Oberfläche  eines  beliebig 
begrenzten,  räumlich  ausgedehnten  Leiterstückes  t  überall  die 
Normalcomponente  S»  der  Strömung  gegeben  sei,  jedoch  so,  dass 
die  Bedingung  §.  165  (1): 

')  Kirchhoff,  Poggendorff's  Annalen,  Bd.  72  (1847).  Von  mathe- 
matischen Ge8icht9X)unkten  sind  diese  linearen  Gleichungen  untersucht  von 
Ähren 8.    Mathematische  Aonalen,  Bd.  49  (1897). 
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(1)  \Sndo=0 
befriedigt  ist,  so  ist  also  an  der  Oberfläche 

*  ä^  -  ~  ^"'  • 

und  hierdurch  ist,  mit  Hinzuziehung  der  Gleichung  §.  162,  I""" 

(2)  \''^<^o  =  0, 

in  der  die  Integration  über  die  Oberfläche  eines  beliebigen 
Theiles  von  t  erstreckt  ist,  die  Function  g>  im  Innern  des 
Raumes  r,  abgesehen  von  einer  additiven  Constanten,  eindeutig 
bestimmt,  wie  sich  mittelst  der  Schlussweise  von  §.  163  leicht 
ergiebt.  Diese  Voraussetzung  ist  nun  zwar  in  den  realisirbaren 
Fällen  niemals  streng  erfüllt,  kann  aber  doch  häufig  mit  grosser 
Annäherung  angenommen  werden. 

Der  wichtigste  Fall  dieser  Art  ist  der  der  sogenannten 
punktförmigen  Elektroden. 

Wenn  einem  räumlich  ausgedehnten  Leiter  durch  Leitungs- 
drähte ein  Strom  von  bekannter  Stärke  zu-  und  abgeleitet  wird, 
so  wird  der  Zustand  zwar  in  unmittelbarer  Nachbarschaft  der 
Mündungen  der  Drähte,  die  wir  die  Elektroden  nennen,  in 
unberechenbarer  Weise  von  der  Beschaffenheit  dieser  Stellen  ab- 
hängig sein;  aber  in  Entfernungen,  die  im  Vergleich  zu  der 
Dicke  der  Drähte  gross  sind,  ist  dieser  Einfluss  nicht  mehr 
merklich,  und  die  Vertheilung  der  Strömung  ist  dieselbe,  als 
wenn  die  Elektroden  Punkte  wären. 

Um  die  Bedingungen,  die  sich  hieraus  für  die  Function  9 
ergeben,  zu  erhalten,  denken  wir  uns  zunächst  eine  solche  punkt- 
förmige Elektrode  e  im  Innern  des  Leiters  r,  durch  die  ein  Strom 
von  der  Intensität  j  zugeführt  wird.  In  der  Nähe  dieser  Elek- 
troden, wo  der  Einfluss  der  entfernteren  Elektroden  nicht  mehr 
merklich  ist,  können  wir  dann  die  Niveauflächen  als  Kugelfiächen 
betrachten,  deren  Mittelpunkt  in  e  liegt,  und  wenn  wir  über 
eine  solche  Kugelfläche  mit  dem  Radius  r  integriren,  so  ergiebt 
sich  nach  §.  165  (2) 

(3)  f.|l..  =  4,A,.|f  =  -,, 
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woraus  durch  Integration  nach  r  folgt: 

Diese  Gleichung  gilt  natürlich  nur  für  ein  unendlich  kleines 
r,  d.  h.  die  Function  9  unterscheidet  sich  von  dem  Ausdrucke 
—  j I A^nkr  nur  durch  einen  Bestandtheil,  der  in  e  endlich  bleibt. 
Um  dies  anzudeuten,  wollen  wir  nach  Rieroann's  Vorgang 
setzen 

(4)  cp  =  -r^^ h  funct.  cont., 

worin  funct.  cont  oder  wohl  auch  f.  c.  eine  Abkürzung  für 
„functio  continua^  ist  und  eine  Function  des  Ortes  bedeutet,  die 
im  Punkte  e  endlich  und  stetig  ist. 

Wenn  die  Elektrode  e  nicht  im  Innern,  sondern  an  der 
Oberfläche  des  Leiters  liegt,  und  zwar  an  einer  Stelle,  die  eine 
bestimmte  Tangentialebene  hat,  so  tritt  an  die  Stelle  der  Kugel, 
die  wir  benutzt  haben,  eine  Halbkugel,  und  die  Formel  (4)  wird 
so  modificirt: 

• 

(5)  q>  =  ^-j^  +  funct.  cont. 

Neben  den  punktförmigen  Elektroden  betrachten  wir  auch 
noch  lineare  Elektroden;  diese  sind  Curven  e,  durch  deren 
Elemente  de  ein  Strom  von  der  Intensität  j* de,  senkrecht  zu  de 
und  nach  allen  Seiten  gleichmässig  in  den  Leiter  tritt  Ist  e 
stetig  gekrümmt,  so  können  wir  das  Element  de  als  geradlinig 
ansehen,  und  die  Niveauilächen  in  unmittelbarer  Nähe  von  de 
werden  cylindrisch. 

Ist  Q  der  Radius  einer  solchen  cylindrischen  Fläche,  so 
ergiebt  die  Formel  §.  165  (2),  angewandt  auf  die  Flächen  eines 
solchen  elementaren  Cylinders, 

2nkQ  r^  de  =  —  jde, 

folglich  durch  Integration  nach  q 

(6)  (p  =  ^—     log  9  H-  funct  cont, 

worin  jetzt  q  die  Entfernung  von  der  Elektrodenlinie  e  bedeutet. 
Die  Intensität  des  gesammten  durch  e  eintretenden  Stromes 
ist  hier 
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(7)  J  =  \j 


de. 


Liegt  die  Elektrode  e  an   der  Oberfläche   des  Leiters,  so   tritt 
eine  der  Formel  (5)  entsprechende  Modification  ein. 

Wir  wollen  femer  öächenhafte  Elektroden  e  betrachten. 
Wenn  eine  solche  Elektrodenfläche  e  im  Innern  des  Leiters  liegt, 
so  ziehen  wir  eine  in  beliebigem  Sinne  positiv  zu  rechnende 
Normale  v  an  e  und  unterscheiden  die  positive  und  die  negative 
Seite  der  Fläche  e  durch  die  Lddices  1  und  2.  Es  ergiebt  sich 
dann,  wenn  jx  und  j^  die  Stromdichten  sind,  mit  denen  der 
Strom  durch  das  Element  ^6  in  den  Leiter  eintritt 

<8,  A  =  -^(|!),,       i.  =  '.(||).. 

und  wenn  nun  j  =  j^  +  h^  nicht  j^  und  j^  einzeln  als  gegeben 
angesehen  werden, 

<»)  ^- =  ^  (H)  -  *■  (H),  • 

Hier  ist  nun  wieder 

(10)  J=\jde 

die  Gesammtintensität  des  durch  e  eintretenden  Stromes. 

Für  die  Function  q>  selbst  besteht  dann  noch  die  Bedingung, 
dass  sie  an  allen  nicht  elektromotorisch  wirksamen  Flächen 
stetig  sein  soll. 

Wenn  wir  in  der  Formel  (9)  j  =  0  setzen,  so  erhalten  wir 
die  Bedingung,  wie  sie  an  einer  Fläche  gilt,  die,  ohne  Elektrode 
zu  sein,  zwei  Leitertheile  von  verschiedenem  Leitungsvermögen 
Ai  und  A)  trennt. 

Wenn  mehrere  Elektroden  Ci,  e^^  Cj,  ...  vorhanden  sind,  seien 
sie  punktförmig,  linear  oder  flächenhaft,  so  ergiebt  sich,  wenn 
die  ihnen  zugehörigen  Stromintensitäten  J^,  e/^,  J-^^  ...  sind,  wenn 
man  eine  Fläche  0  legt,  die  alle  Elektroden  einschliesst  und 
unter  n  die  nach  innen  gezogene  Normale  dieser  Fläche  be- 
zeichnet, 

(11)  |A||d0  =  Ji  +  -/,  +  /,  +  ••• 

Ist  also  der  Leiter  begrenzt,  so  dass  an  seiner  Oberfläche 
cif/cn  -=  0  ist,  oder  findet  im  Unendlichen  keine  Strömung 
statt,  so  muss 


422  Zwanzigster  Abschnitt.  §.  166. 

(12)  e/;  +  e^s  +  Ja  +  . . .  =  0 

sein.  Ist  diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  so  ist  im  Unendlichen 
eine  Strömung  vorhanden,  und  wir  müssen  zur  Aufrechterhaltung 
des  stationären  Zustandes  eine  oder  mehrere  Elektroden  im  Un- 
endlichen annehmen.  Die  Gleichung  (12)  giebt  dann  Aüfschluss 
über  das  Verhalten  der  Function  q)  im  Unendlichen. 

Endlich  muss  noch  eine  Form  der  Bedingungsgleichungen 
für  die  Elektroden  besprochen  werden,  die  gerade  für  Anwen- 
dungen von  Wichtigkeit  ist  Es  kommt  oft  vor,  dass  Leiter  von 
sehr  verschiedenem  Leitvermögen  mit  einander  in  Berührung 
sind;  so  ist  z.  B.  das  Leitvermögen  der  Metalle  millionenmal 
grösser,  als  das  elektrolytischer  Flüssigkeiten. 

Wir  nehmen  also  an,  dass  zwei  Leiter  1  und  2  an  einer 
Fläche  zusammenstossen ,  und  unterscheiden  die  auf  die  beiden 
Leiter  bezüglichen  Grössen  durch  die  Indices  1  und  2.  Wir  con- 
struiren  einen  Stromfaden  für  den  Vector  k  grad  9,  der  aus  dem 
einen  Leiter  in  den  anderen  hinüberführt,  und  wenden  auf  diesen 
den  Satz  §.  91  (1)  an,  indem  wir  beachten,  dass  die  Divergenz 
dieses  Vectors  verschwindet;  so  ergiebt  sich,  wenn  gi,  g,  zwei 
Querschnitte  dieses  Stromfadens  im  ersten  und  zweiten  Leiter 
und  Si,  S2  die  in  der  Richtung  des  Stromes  von  einem  festen 
Anfangspunkte  aus  gemessenen  Längen  auf  dem  Stromfaden 
bedeuten : 

Wenn  nun  A^  /  Aa  unendlich  klein  ist,  während  ji  /  q^  endlich  ist, 
so  muss  8g)j/8s2  gleich  Null  sein,  oder,  genauer  ausgedrückt, 
das  Gefälle  des  elektrischen  Potentials  (p  im  zweiten  Leiter  ist 
verschwindend  klein  im  Vergleich  mit  dem  Gefälle  im  ersten 
Leiter. 

An  solchen  Elektroden  nehmen  wir  also  die  Grenzbedingung 

(13)  9  =  const 

an.  Die  Constante  bestimmt  sich  aus  der  Intensität  des  zu- 
geleiteten Stromes  und  der  etwa  zwischen  beiden  Leitern  be- 
stehenden SpannungsdifFerenz.  Ist  diese  SpannungsdiflFerenz  (1,  2) 
«ine  Function  des  Ortes,  so  tritt  an  Stelle  der  Bedingung  (13) 
die  folgende: 

(14)  9i  =  (1,  2)  +  const. 
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Dieser  Schluss  ist  aber  nicht  mehr  zulässig,  wenn  das  Ver- 
hiUtiiiss  qi/q^  unendlich  gross  ist.  Dieser  Fall  wird  dann  ein- 
treteil, wenn  vermöge  der  Gestalt  des  zweiten  Leiters  eine  ausser- 
ordentUche  Zusammenziehung  der  Stromfäden  nöthig  ist,  wenn 
also  etwa  der  zweite  Leiter  die  Gestalt  eines  dünnen  Drahtes 
oder  einer  dünnen  Platte  hat 


§.  167. 
Widerstand  räumlich  ausgedehnter  Leiter. 

Die  Annahme  einer  punktförmigen  Elektrode  genügt,  wenn  es 
sich  darum  handelt,  bei  gegebener  Intensität  des  eintretenden 
Stromes  die  Stromvertbeilung  in  einem  nach  drei  Dimensionen 
räumlich  ausgedehnten  Leiter  zu  bestimmen.  Sie  ist  aber  un- 
zulänglich, wenn  der  Einfluss  des  Leiters  auf  den  Strom  selbst, 
mit  anderen  Worten  dessen  Widerstand  bestimmt  werden  soll, 
weil  eben  in  diesem  Falle  der  Werth  des  Potentials  in  der  Elek- 
trode selbst  unendlich  wird. 

Streng  genommen  müsste  man,  um  diese  Aufgabe  zu  lösen, 
den  Leiter  mit  seinen  Zuleitungsdrähten  und  der  galvanischen 
Kette,  der  der  Strom  seinen  Ursprung  verdankt,  als  ein  Ganzes 
betrachten;  dann  aber  ist  das  Problem  seiner  Complication  wegen 
der  Analysis  unzugänglich. 

Die  Aufgabe  wird  wesentlich  einfacher,  wenn  wir  die  An- 
nahme'machen,  dass  das  Leitvermögen  des  durchströmten  Kör- 
pers sehr  viel  geringer  sei  als  das  der  Elektroden,  so  dass  wir 
nach  den  Ausführungen  des  vorigen  Paragraphen  das  Potential 
an  der  Grenzfläche  der  Elektroden  als  constant  ansehen  dürfen. 

Dann  stellt  sich  die  Frage  so: 

Die  Function  (p  ist  so  zu  bestimmen,  dass  sie  im 
Innern  eines  gegebenen  Raumes  r  der  Differential- 
gleichung ^iq)  =  0  genügt,  dass  an  einem  Theile*  der 
Oberfläche  von  r,  nämlich  an  den  Elektroden,  y  con- 
stante  Werthe  hat,  während  an  dem  übrigen  Theile  der 
Oberfläche  dq)/dn  =  0  ist. 

Dieser  Umstand  aber,  dass  die  Oberflächenbedingung  nicht 
einheitlich  ist,  sondern  sich  theilweise  auf  (p  selbst,  theilweise 
auf  seine  Ableitung  bezieht,  erschwert  auch  jetzt  noch  die  Lö- 
sung ausserordentlich. 


424  Zwanzigster  Abschnitt.  §.  167. 

Eine  weitere  Vereinfachung  wird  dann  durch  die  folgenden 
Annahmen  gemacht,  unter  denen  das  Problem  in  vielen  Fällen 
der  Analysis  zugänglich  wird. 

Die  Elektroden  sind  kreisförmige  Flächen,  die  an 
der  Oberfläche  des  Leiters  r  liegen;  die  Radien  der 
Elektroden  sind  unendlich  klein  im  Vergleich  zu  den 
Krümmungsradien  der  Oberfläche  von  x  in  der  Nähe 
der  Elektroden  und  im  Vergleich  zu  ihrer  Ent- 
fernung von  anderen  Oberflächentheilen  und  von 
anderen  Elektroden. 

Betrachten  wir  nämlich  einen  Raumtheil  ro,  der  ein  Stück 
der  Grenze  enthält,  das  wir  als  eben  betrachten,  und  darin  eine 
der  kreisförmigen  Elektrodenüächen  ej.  Dann  ist  innerhalb  Ci 
die  Function  tp  constant,  an  dem  ausserhalb  ei  gelegenen  Theile 
der  Grenze  ist  3 9/8 n  =  0,  und  dies  sind  nach  §.  134  genau 
die  Bedingungen,  denen  das  Potential  einer  mit  statischer  Elek- 
tricität  geladenen  Kreisscheibe  zu  genügen  hat  Innerhalb  der 
Elektrode  Ci  ist  dann  dq)/dn  proportional  mit  der  Dichtigkeit 
der  statischen  Elektricität,  also  im  Innern  von  Ci  [§.  134  (13)] 

(1)  ^^  =  i=fi=^ 

^  an        y^  a f2 

wenn  c^  eine  Constante,  rj  der  Radius  von  ei  und  r  der  Abstand 
eines  variablen  Punktes  in  Ci  von  dem  Mittelpunkte  von  «i  be- 
deutet. 

Man  kann  Ci  aus  der  eintretenden  Stromstärke  j'i  bestimmen; 
denn  es  ist,  wenn  k  die  constante  Leitfähigkeit  der  Körpers  be- 
deutet, 

ii  =  —  A         ^  rdrdd^  =:  —  2  ;r  A  ri  Cj, 

0  0 
also 

Hierdurch  ist  also  das  Problem  der  elektrischen  Strömung 
in  dem  Körper  r  auf  das  Folgende  zurückgeführt: 

Es   soll   die   Function   9   so   bestimmt    werden, 
dass  im  Innern  von  r  die  Differentialgleichung 
(3)  z/g)  =  0 

befriedigt  ist,   und  dass  an  der  Oberfläche  von  t 
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worin   O  eine   gegebene   Function   des   Ortes  an 
der  Oberfläche  ist. 

Wird  die  Normale  nach  innen  gerechnet,  so  ist  <P  ausser- 
halb der  Elektroden  gleich  Null,  innerhalb  der  Elektrode  ei 

und  entsprechend  in  den  anderen  Elektroden  €2,  ^3, ...     Die  Func- 
tion 0  muss  der  Bedingung  genügen 


I 


0do  =  0, 


wenn  das  Integral  über  die  ganze  Oberfläche  ausgedehnt  wird; 
es  ist  also 

(6)  ji  +i2  +  ---  =  o. 

Durch  diese  Bedingungen  ist  die  Function  9  bis  auf  eine 
additive  Gonstante  bestimmt,  und  wenn  die  Integration  gelungen 
ist,  so  kann  man  den  Werth  von  9  auch  in  den  Elektroden- 
flächen bestimmen,  den  man,  zwar  nicht  genau,  aber  doch  an- 
genähert gleich  einer  Gonstanten  flnden  wird. 

Sind  z.  B.  nur  zwei  Elektroden  ei,  e^  vorhanden,  so  ist 

(7)  j  =  ii  =  —  J2 

die  Intensität  des  durch  ei  eintretenden  und  durch  e^  austreten- 
den Stromes,  und  wenn  (p^  und  9)3  die  constanten  Werthe  von 
q>  in  €1  und  e^  sind,  so  ist  der  Widerstand  W  des  ganzen 
Körpers  z  nach  §.  165  (3)  durch  die  Gleichung  bestimmt: 

(8)  jW=(p,  -  92. 

Die  experimentelle  Bestätigung  dieses  Ergebnisses  ist  darum 
schwierig,  weil  der  Widerstand  in  hohem  Maasse  abhängig  ist 
von  der  Oberflächenbeschaffenheit  der  Elektroden,  die  ja  schon 
in  Folge  der  elektrochemischen  Vorgänge  fortwährenden  Aende- 
rungen  unterworfen  ist. 


Einundzwanzigster  Abschnitt 

Strömung  der  Elektrioität  in  Platten. 


§.  168. 
Conforme  Abbildung  von  Flächen. 

Aehnlich  wie  wir  im  §.  165  als  eine  Annäherung  an  wirk- 
liche Vorgänge  die  Strömung  der  Elektrioität  in  Linien  betrachtet 
haben,  wollen  wir  jetzt  als  einen  idealen  Grenzfall  die  Strömung 
in  Flächen  untersuchen.  Es  ergeben  sich  dabei  mannigfaltige 
interessante  Probleme,  die  sich  näherungsweise  gut  realisiren  lassen 
und  auch  einer  mathematischen  Behandlung  leichter  zugänglich 
sind,  als  die  Probleme  der  Strömung  im  Räume. 

Um  die  Differentialgleichungen  aufzustellen,  durch  die  diese 
Flächenströme  bestimmt  sind,  müssen  wir  eine  geometrische  Be- 
trachtung vorausschicken. 

Wir  denken  uns  eine  krumme  Oberfläche  0  in  der  Weise 
analytisch  dargestellt,  dass  wir  die  rechtwinkligen  Goordinaten 
I,  iy,  5  eines  Punktes  dieser  Fläche  als  Functionen  von  zwei 
neuen  Variablen  j>,  q  betrachten: 

(1)  I  =  qp  (p,  g),    V  =  '^  (i>,  «)i    t  =  X  (P^  2)i 

ähnlich  wie  wir  in  §.  37  (1)  die  Coordinaten  eines  Raumpunktes 
überhaupt  als  Functionen  von  drei  Variablen  dargestellt  haben. 
Man  kann  etwa  annehmen,  dass  die  Ausdrücke  (1)  aus  jenen 
hervorgehen,  indem  wir  die  dritte  Variable  r  einer  Constanten 
gleich  setzen.  Constante  Werthe  von.p  bestimmen  dann  auf  der 
Fläche  eine  Curvenschaar,  die  die  g-Curveii  heissen.  Ebenso 
bestimmen  constante  Werthe  von  q  die  Schaar  der  p-Curven. 
Je  eine  Curve  der  einen  und  der  anderen  dieser  beiden  Schaaren 
bestimmen  in  ihrem  Durchschnitt  einen  Punkt  (p^q)  der  Fläche  0. 
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Durch  Differentiation  ergiebt  sich  aus  (1) 

d|  =  adp  -|-  a'dg, 

(2)  drj  =  bdp  +  b'dq, 

dg  =  cdp  +  ^dg, 

worin  z.  B.  a,  a'  die  partiellen  Ableitungen  8|/8p,  8|/82  be- 
deuten.   Setzen  wir 

(3)  dö^  =  d|a  +  dija  +  dg«  =  J^dj?«  +  2 Fdpdq  +  Gdg«, 

i?  =  a«  +  6«  +  c«, 

(4)  F=aa'  +  bV  -j- cc\ 

so  ist  d<5  ein  Linienelement  auf  der  Fläche  0. 

Wenn  es  nun  gelingt,  an  Stelle  der  Variable  p,  q  zwei  neue 
Variable  a;,  y  (Functionen  von  p  und  q)  einzuführen,  so  dass  dö^ 
die  ein&chere  Form  annimmt: 

(5)  d6^  =  mä»  {dx^  +  dy^)  =  mMs«, 

w  können  wir  |,  iy,  g  auch  als  Functionen  dieser  neuen  Variablen 
^1  y  ansehen,  die  dann  auf  der  Fläche  0  zwei  neue  Curven- 
«chaaren,  die  a?-Curven  und  die  y-Curven  bestimmen,  und  diese 
Curren  sind  orthogonal.  Sie  haben  aber  noch  eine  andere 
^chtige  Eigenschaft,  nämlich  sie  vermitteln  eine  conforme 
Abbildung  der  Fläche  0  auf  eine  Ebene.  Wenn  wir  nämlich 
^»  y  als  rechtwinklige  Coordinaten  in  einer  Ebene  deuten,  so  ist 
^8  ein  Linienelement  in  dieser  Ebene  und  die  Gleichung  (5) 
^gt,  dass  für  alle  einander  entsprechenden,  von  einem  Punkte 
Ausgehenden  Linienelemente  dö^  ds  das  Verhältniss  dö/ds  den- 
^Iben  Werth  m  hat.  Unendlich  kleine,  einander  entsprechende 
J^reiecke  auf  der  Fläche  und  der  a:?/- Ebene  sind  also  einander 
ähnlich  und  entsprechende  Winkel  sind  einander  gleich  (vgl.  §.46). 

Um  eine  solche  conforme  Abbildung  zu  finden,  kann  man 
^cn  Ausdruck  (3)  in  zwei  conjugirt  imaginäre,  lineare  Factoren 
^^riegen,  und  erhält  nach  (5): 

(ß) {Edp  +  Fdq  +  i\E G-^F^dq)  (Edp-^Fdq—i]^EG—F^dq) 

=  Em^  {dx  -f-  idy)  (dx  —  idy). 

Wenn  es  nun  gelingt,  den  Factor  fi  so  zu  bestimmen,  dass 


ft  [Edp  +  (F  +  t  yEG  —  F^)  dq] 
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ein  vollständiges  Differential  in  Bezug  auf  p  und  q  wird,  so 
setze  man  dieses  gleich  dx  -\-  idy,  und  die  Gleichung  (6)  ist 
befriedigt,  wenn  m^  aus 

(7)  fifi'Em^  =  1 

bestimmt  wird  (worin  fi  und  fi'  conjugirt  imaginär  sind).  So 
erhalten  wir  für  fi  die  partielle  Diffierentialgleichung  erster  Ord- 
nung: 

^^^  -w "" ^ 

und  jede  Lösung  dieser  partiellen  Differentialgleichung  giebt  uns 
eine  Darstellung  von  der  gesuchten  Form.  Hat  man  eine  Be- 
stimmung der  Functionen  x,  t/,  so  kann  man  daraus  unendlich 
viele  andere  ableiten,  wenn  man 

^1  +  iyi  =  0  (x  +  iy) 

setzt,  worin  O  eine  willkürliche  Function  ist. 

Als  einfaches  Beispiel  mag  die  Abbildung  der  Kugelfläche 
auf  die  Ebene  angeführt  werden.  Bedeutet  R  den  Kugelradius, 
so  setzen  wir  in  Polarcoordinaten 

(9)  I  =  iZcosO",    ij  =  üsin %  cosy,    f  =  iZsind  sin tp 

dö^  =  R^  (d^a  +  sin^^dg)«), 
nehmen  wir  dann 

(10)  X  =  Rtg^  cosq),         y  =  Rtg  ^  Bing), 

so  findet  sich 

ds^  =  dx^  +  dy^  =  R^ -^ ^  , 

4  cos*  ^ 

und  wenn  wir  also 

m  =  2  cos^  _  r=  1  -|-  cos  0" 

setzen,  so  ergiebt  sich 

d6  =  nids. 

Diese  Art  der  Abbildung  der  Kugelfläche  heisst  die  stereo- 
graphische Projection.  Sie  wird  beim  Kartenzeichnen  häufig 
angewandt.  Man  kann  sie  darstellen  als  Centralprojection 
der  Punkte  der  Kugelfläche  vom  Südpol  aus  auf  die  Aequatorial- 
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ebene.  Jedem  Pankt  der  Kagel,  mit  Ausnahme  des  Südpoles 
selbst»  entspricht  ein  Punkt  der  Ebene  und  umgekehrt  Der  Süd- 
pol wird  ins  Unendliche  projicirt.  Diese  Art  der  Abbildung  hat 
die  ausgezeichnete  Eigenschaft,  dass  jeder  Kreis  auf  der 
Kugelfläche  einem  Kreise  oder  einer  geraden  Linie 
in  der  Ebene  entspricht  und  umgekehrt. 


§.  169. 
Strömung  in  Platten. 

Wir  denken  uns  nun  eine  ebene  oder  gekrümmte  leitende 
Platte  von  der  unendlich  kleinen  Dicke  &,  die  vir  nicht  noth- 
wendig  als  constant  vorauszusetzen  brauchen,  und  bezeichnen  die 
Mittelfläche  dieser  Platte  mit  0.  Diese  Fläche  0  stellen  wir  in 
der  Weise  dar,  wie  wir  es  im  vorigen  Paragraphen  besprochen 
baben,  dass  also  die  Goordinaten  |,  17,  ^  eines  Punktes  von  0 
.80  als  Functionen  zweier  Variablen  ar,  y  bestimmt  sind,  dass 

(1)  dö  =  mds,        ds^  =  dx^  +  dy^ 

TOd,  Die  Platte  möge  das  Leitvermögen  k  haben,  welches 
ebenfalls  eine  Function  des  Ortes,  also  eine  Function  von  x,  y 
sein  kann. 

Die  Elektroden  denken  wir  uns  als  Linienstücke,  die  die 
Platte  der  Quere  nach  durchsetzen.  Sollten  die  Elektroden 
punktförmig  sein,  so  wird  dies,  wenigstens  für  alle  Stellen,  deren 
Entfernung  von  den  Elektroden  im  Vergleich  zur  Dicke  der  Platte 
gross  ist,  keinen  merklichen  Unterschied  machen. 

Schneiden  wir  aus  der  Platte  ein  Stück  t  heraus,  welches 
keine  Elektrode  enthält,  so  ist,  über  die  Grenzfläche  von  r  inte- 
grirt,  nach  §.  162,  I** 


m  J 


dn 


do  =  0. 


Das  Stück  r  begrenzen  wir  nun  so,  dass  wir  in  der  Fläche 
0  zunächst  eine  beliebige  geschlossene  Linie  ö  abgrenzen,  und 
dann  durch  Errichtung  der  Normalen  zu  0  längs  ö  eine  Mantel- 
fläche construiren.  Die  tangential  an  die  Fläche  0  nach  innen 
gerichtete  Normale  an  ö  bezeichnen  wir  mit  v.  Alsdann  können 
wir  für  die  Mantelfläche  do  =  hdö   setzen   und  da  durch  die 
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ein  vollständiges  Differential  in  Bezug  auf  p  und  q  wird,  so 
setze  man  dieses  gleich  dx  -\-  idy^  und  die  Gleichung  (6)  ist 
befriedigt,  wenn  m^  aus 

(7)  fifi'Em^  =  1 

bestimmt  wird  (worin  fi  und  fi'  conjugirt  imaginär  sind).  So 
erhalten  wir  für  fi  die  partielle  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung: 

^^^  -JT  "" ^ 

und  jede  Lösung  dieser  partiellen  Differentialgleichung  giebt  uns 
eine  Darstellung  von  der  gesuchten  Form.  Hat  man  eine  Be- 
stimmung der  Functionen  x^  y^  so  kann  man  daraus  unendlich 
viele  andere  ableiten,  wenn  man 

^1  +  iyi  =  ^  (x  +  iy) 

setzt,  worin  O  eine  willkürliche  Function  ist 

Als  einfaches  Beispiel  mag  die  Abbildung  der  Kugelfläche 
auf  die  Ebene  angeführt  werden.  Bedeutet  R  den  Kugelradius, 
so  setzen  wir  in  Polarcoordinaten 

(9)  I  =  iZcosO",    iy  =  ü sin d  cos 9,    f  =  iZsind  sinqp 

nehmen  wir  dann 

(10)  X  =  Big  2  cosy,         y  =  iJtg  ^^  sin 9, 

so  findet  sich 

ds^  =  dx^  +  dy^  =  R^ — ^  , 

4  cos*  ^ 

und  wenn  wir  also 

m  =  2  cos2  -  =  1  -|-  cos  O" 

setzen,  so  ergiebt  sich 

dö  =  mds. 

Diese  Art  der  Abbildung  der  Kugelfiäche  heisst  die  stereo- 
graphische Projection.  Sie  wird  beim  Kartenzeichnen  häufig 
angewandt.  Man  kann  sie  darstellen  als  Centralprojection 
der  Punkte  der  Kugelttäche  vom  Südpol  aus  auf  die  Aequatorial- 


§.  170.  Strömung  in  ebenen  Platten.  431 

8  in  der  Ebene,  mit  r  den  Abstand  eines  veränderlichen  Punktes 
in  der  Ebene  von  dem  Bilde  einer  punktförmigen  Elektrode  be- 
zeichnen (für  unendlich  kleine  r): 

d0  =  mds^      dv  =  mdn ,      de  =  mde ,      q  =  mr. 

Dadorch  gehen  die  Bedingungen  (5),  (6),  (7)  in  folgende  über: 

(8)  |&||d8  =  0, 
im  Allgemeinen, 

(9)  (p  =  jr — T-  log  r  4-  funct.  cont. 
für  die  Punktelektroden, 

»       *.  (i).  -  *.  ©. = ^f 

för  die  Linienelektroden.  Aus  (8)  leitet  man  noch  mittelst  d^s 
Gauaa'schen  Satzes  die  partielle  DifiFerentialgleichung  her: 

^e  für  alle  Punkte  gilt,  die  nicht  Elektroden  sind. 

Man  kommt  also  genau  auf  dieselben  Bedin- 
gungen, die  man  erhalten  hätte,  wenn  man  die  Fläche 
▼on  vornherein  als  eben  angenommen  hätte^). 


§.  170. 
Strömung  in  ebenen  Platten. 

Wir  nehmen  jetzt  eine  homogene  ebene  Platte  an,  so  dass 
"^®  Leitfähigkeit  fc  constant  ist.  Dann  wird  die  allgemeine  Dif- 
ferentialgleichung für  das  Potential  9 

(^)  1^  +  15  =  0, 

^^^  sie  besagt,  dass 


*)  Die  Strömung  in  ebenen  und  gekrümmten  Platten  ist  in  mehreren 
bhaudlungen    von   Kirchhoff  behandelt.     Gesammelte  Abhandlungen, 
**^Piig  1882. 
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Plattenfiächen  keine  elektrische  Strömung  stattfindet,  so  folgt 
aus  (2) 


(3)  I 


kh^d6=  0, 


worin  wir  jetzt  g)  als  Function  in  der  Fläche  0  betrachteiL 
können. 

Die  Grösse 

(4)  Ti  =  Xh 

bezeichnen  wir  als  die  Leitfähigkeit  der  Platte  und  erhaltea 
aus  (3) 

(5)  |&||dö  =  0. 

Eine  Elektrode  repräsentiren  wir  durch  einen  Punkt  e  auf  der 
Fläche  0,  und  dann  ergiebt  sich  nach  §.  166  (6)  für  diesen  Punkt 
die  Bedingung 

(6)  9  =  —  2^  ^^6  ?  +  ^""^^-  ^^^^•' 

worin  J  die  Gesammtintensität  des  eintretenden  Stromes,  also 
gleich  jh  ist.  Unter  q  können  wir  hier,  wenigstens  wenn  die 
Elektrode  an  einem  stetig  gekrümmten  Theile  der  Fläche  0 
liegt,  ein  in  dieser  Fläche  gemessenes,  von  e  auslaufendes  Linien- 
element verstehen. 

Wenn  wir  auch  tiächenhafte  Elektroden  in  der  Platte  zu- 
lassen, die  sich  dann  in  der  Fläche  0  als  linienförmige  Elek- 
troden B  projiciren,  so  erhalten  wir  für  eine  solche  Linie  aus 
§.  166  (8) 

•^'^*^  =  -  *^  (Hl'    ^*'*^  =  ^(l?); 
und  wenn  wir  also 

0'i*i  +  hK)  ds  =  dJ 

setzen,  so  dass  dJ  die  durch  das  Element  de  der  Elektrode  e 
eintretende  Stromintensität  ist: 

<')         "-  (II).  -  ^  (H), = ^- 

Wir  fuhren  jetzt  die  Variablen  x^  y  ein,  die  wir  zugleich  als 
rechtwinklige  Coordinaten  in  einer  Ebene  E  deuten.  Einer  Curve 
6  oder  B  in  der  Fläche  0  entspricht  eine  Curve  s  oder  e  in  der 
Ebene  J?,  und  es  ist,  wenn  wir  mit  dn  das  Normalenelement  an 


§.  17QL  Strömung  in  ebenen  Platten.  431 

s  in  der  Ebene,  mit  r  den  Abstand  eines  veränderlichen  Punktes 
in  der  Elbene  von  dem  Bilde  einer  punktförmigen  Elektrode  be- 
zeichnen (ior  unendlich  kleine  r): 

d6  =  mdSy      dv  =  mdn,      de  =  mde  ^      q  =  mr. 

Dadorch  gehen  die  Bedingungen  (5),  (6),  (7)  in  folgende  über: 

(8)  |Ä||d8  =  0, 
im  Allgemeinen, 

(9)  (p  =  - — =-  logr  -4"  funct.  cont. 
für  die  Punktelektroden, 

"»'  ^  (Ü).  -  ^  ©.  =  rf 

für  die  Linienelektroden.    Aus  (8)  leitet  man  noch  mittelst  des 
Gauss'schen  Satzes  die  partielle  Differentialgleichung  her: 

die  für  alle  Punkte  gilt,  die  nicht  Elektroden  sind. 

Man  kommt  also  genau  auf  dieselben  Bedin- 
gungen, die  man  erhalten  hätte,  wenn  man  die  Fläche 
von  vornherein  als  eben  angenommen  hättet- 

§.  170. 
Strömung  in  ebenen  Platten. 

Wir  nehmen  jetzt  eine  homogene  ebene  Platte  an,  so  dass 
die  Leitfähigkeit  k  constant  ist.  Dann  wird  die  allgemeine  Dif- 
ferentialgleichung für  das  Potential  tp 

und  sie  besagt,  dass 


*)  Die  Strömung  in  ebenen  und  gekrümmten  Platten  ist  in  mehreren 
Abhandhingen  von  Kirchhoff  behandelt.  Gesammelte  Abhandlungen, 
Leipzig  1882. 
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ein  vollständiges  Differential  ist,  also 

dx  ~  dy'    dy  ~       dx' 
Es  ist  hiernach 

(2)  q>  +  it  =  F{x  +  iy) 

eine  Function  des  complexen  Argumentes  x  -{-  yi. 
Wir  setzen 

(3)  X  =  9>  +  i^y    jg  =  x-\-iy,    x  =  F{e). 
Die  Function  ^  ist  durch  das  Integral 

w  * = 1 01  ■<»  -  H  ^-) 

bis  auf  eine  additive  Gonstante  bestimmt.    Die  Curven 

(ö)  i\>  =  const. 

sind  orthogonal  zu  den  Curven 

(6)  q>  =  const 

Die  letzteren  sind  die  Niveaucurven,  die  ersteren  die 
Stromcurven. 

Die  Function  (p  muss  in  der  ganzen  Ebene,  mit  Ausnahme 
der  Elektroden,  stetig  sein.  Die  Function  ^  muss  dagegen  an 
Linien  unstetig  werden. 

Wenn  wir  nämlich  ein  Flächenstiick  betrachten,  in  dem 
keine  Elektrode  liegt,  in  dem  also  die  Function  q>  stetig  bleibt, 
so  ergiebt  sich  aus  dem  Gauss* sehen  Theorem,  dass  das  In- 
tegral (4),  über  die  Begrenzung  dieses  Flächenstückes  genommen, 
verschwindet 

Erstreckt  man  also  das  Integral  über  eine  geschlossene 
Curve,  die  eine  Elektrode  e  einschliesst,  so  ist  sein  Werth  un- 
abhängig von  der  Gestalt  des  Integrationsweges,  und  wenn  man 
für  den  Integrationsweg  einen  unendlich  kleinen  Kreis  wählt,  so 
kann  man  qp  durch  den  genäherten  Werth 

ersetzen.     Dann    wird,    wenn  man    der  Einfachheit    wegen  den 
Goordinatenanfangspunkt  in  die  Elektrode  e  legt: 
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dtp —  J  X      d(p —  J  y 

dx  ~  27tk'P'    dy  ~23tk'r^' 

oder,  wenn  man  x  =  rcosO",  y  =  rsinö"  setzt: 

dx     '^        öy  27ck 

Hieraus  ergiebt  sich  dann  für  das  Integral  (4),  auf  dem  ge- 
schlossenen Wege  um  e  erstreckt,  der  Werth  — J/k.  Die  Func- 
'tion  ifj  die  durch  (4)  definirt  ist,  ist  also  nicht  stetig,  sondern 
erleidet  eine  sprungweise  Aenderung  von  der  Grösse  —  J/k 
SLü  einer  Linie,  die  von  der  Elektrode  e  ausläuft. 

Dieselbe  Eigenschaft  hat  aber  die  Function  — Jlogz/k  und 
es  wird  folglich 

in  der  Umgebung  des  Punktes  e  stetig  bleiben. 

Haben  wir  mehrere  Elektroden  6^,  e^^  63,  ...,  in  denen  die 
Variable  0  die  complexen  Werthe  Cj,  Cj,  C3,  ...  hat,  so  ist  dem- 
nach 

<7)  kx  =  —  Ji  log (z  —  Ci)  —  J2  log  (z  —  C2)  —  Jz  log (£r  — Ca)  . . . 

-f-  funct.  cont., 

"^orin  funct.  cont.  eine  Function  bedeutet,  die  in  der  ganzen 
blatte  stetig  ist,  und  die  durch  die  Bedingungen  an  der  Grenze 
bestimmt  werden  muss. 

Nehmen  wir  eine  unendliche  Platte  an,  in  der  eine  endliche 
Anzahl  von  Elektroden  vertheilt  ist,  so  muss,  wenn  im  Unend- 
^chen  keine  Elektrode  liegt,  J^  +  f/j  +  ^s  +  *  *  •  =  ^  sein.  Die 
Function  q>  und  mithin  auch  %  ist  im  Unendlichen  constant, 
"und  es  ist  daher  auch  die  in  (7)  vorkommende  funct.  cont.  con-* 
istant,  und  sie  kann  =  0  gesetzt  werden.  Dies  bleibt  auch  noch 
Tichtig,  wenn  im  Unendlichen  eine  Elektrode  mit  der  Strom- 
stärke —  (e^i  +  e/a  -f-  J3  4-  . . .)  liegt. 

Setzen  wir  also  zur  Vereinfachung 

iCCti  =^  e/|,  ku^  =  e/j,  a'Äj  =  t/3,  ... 

«0  folgt  aus  (7): 

(8)  x  =  —  log  [{z  —  c,Y^  (z  —  c,p  (z  —  c,Y^  . . .] 

und  die  Function  x  Js^  ^Iso  vollständig  bestimmt. 

Riemann-Weber,   Partielle  Differentialgleichungen.  28 
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Dies  Resultat  lässt  sieb  aber  aucb  auf  begrenzte  Platten 
anwenden,  wenn  die  Elektroden  so  vertheilt  sind,  dass  die 
Grenze  zur  Stromlinie  wird,  und  das  frucbtbarste  Hülfs- 
mittel  zur  Lösung  solcher  Probleme  besteht  darin,  dass  man  sich 
die  begrenzte  Platte  ins  Unendliche  erweitert  denkt,  und  dass 
man  dann  in  der  Erweiterung  die  Elektroden  so  anzubringen 
sucht,  dass  die  gegebene  Grenze  in  der  unbegrenzten  Platte  zur 
Stromlinie  wird. 

Wenn  wir  die  Gleichung  (8)  nach  z  diflFerentiiren ,  so  er- 
giebt  sich 

/gx     ^  =  _  _?5i ^ ^  —  ^{^) 

^^     dz  z  —  Ci       z  —  Cj       "         {z — Ci)  {fs  —  c^)... 

Hierin  ist  0{z)  eine  ganze  Function,  deren  Grad  um  eine 
oder  um  zwei  Einheiten  geringer  ist,  als  die  Anzahl  der  Punkte 
c,  je  nachdem  «i  -f-  o^  -f-  Og  -4-  •••  nicht  verschwindet  oder  ver- 
schwindet, je  nachdem  also  eine  Elektrode  im  Unendlichen  liegt 
oder  nicht.  Also  ist  allgemein  der  Grad  von  ^{z)  um 
zwei  Einheiten  kleiner  als  die  Zahl  der  Elektroden. 
In  besonderen  Fällen  könnte  er  sich  auch  noch  weiter  ver- 
mindern. 

Ist  also  m  die  Anzahl  der  Elektroden,  so  giebt  es  tn  —  2 
Werthe  von  z^  für  die  der  DiflFerentialquotient  dxidz  Null  ist. 
Von  diesen  Punkten  können  unter  Umständen  mehrere  in  einen 
zusammenfallen,  oder  es  können  einige  ins  Unendliche  fallen. 
Projicirt  man  aber  die  ganze  Platte  durch  stereographische  Pro- 
jection  auf  eine  Kugelfläche,  so  fällt  die  exceptionelle  Stellung 
des  unendlich  entfernten  Punktes  völlig  weg. 

Diese  Punkte,  in  denen  dx/dz  verschwindet,  deren  es  also 
immer  m  —  2  giebt,  wollen  wir  Kreuz ungspunkte^)  nennen. 

In  diesen  Punkten  hat  die  Strömung  einen  besonderen 
Charakter.  Um  davon  eine  Anschauung  zu  gewinnen,  legen  wir 
zur  Vereinfachung  den  Coordinatenanfangspunkt  in  einen  solchen 
Punkt,  und  denken  uns  x  nach  Potenzen  von  z  entwickelt. 
Nehmen  wir  noch  ;|ro  =  0  an,  so  wird  diese  Entwickelung  die 
Form  haben 

(10)  ;t  =  ta;?2  +  ••• 


*)  F.  Klein,  Ueber  Riemann's  Theorie  der  algebraischen  Functionen. 
Leipzig  1882. 
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und  die  Constante  a  wird,  wenn  wir  annehmen,  dass  xr  =  0  eine 
einfache  Wurzel  von   0  =  0   ist,    von  Null    verschieden    sein. 
Durch   eine    Drehung    des  Goordinatensystems   können   vrir  er- 
reichen, dass  a  reell  und  positiv  vrird.    Dann  ergiebt  sich  aus 
CIO)  in  erster  Annäherung: 

(p  =  —  2  axy,      ^  =  a{x^  —  y% 

und  es  sind  also  sowohl  die  Niveaucurven  als  die  Stromcurven 
gleichseitige  Hyperbeln.  Die  Fig.  66  zeigt,  wie  diese  Curven  in 
der  Nähe  des  Nullpunktes  verlaufen. 

Im  Nullpunkt  kreuzen  sich  zwei  Stromlinien.    Auf  der  einen 
▼on  ihnen  (der  Linie  x  -\-  y  =  0)  fliesst  der  Strom  von  beiden 


Fig.  6G. 


Seiten  zu,  auf  der  anderen  (der 

Linie  x  —  y  =  0)  fliesst  er  ab. 

In  dem  Kreuzungspunkte  selbst 

ist  die  Strömung  Null. 

Wenn  die  Gleichung  *  =  0 

Mehrere  gleiche  Wurzeln  hat,  so 
Schneiden  sich  in  einem  solchen 
tunkte  mehr  als  zwei  Strom- 
linien. 

Kepräsentirt  man  die  Werthe 
der  complexen  Variablen  %  in 
^iuer  %-£bene,  so  erhält  man  ein 
conformes  Abbild  der  leitenden  Platte,  die  aber,  da  derselbe 
™erth  von  %  zu  verschiedenen  Werthen  von  z  gehören  kann,  die 
X*  Ebene  mehrfach  überdecken  muss.    Beispielweise  wird  in  der 

^nigebung    des    oben    betrachteten    Kreuzungspunktes    derselbe 

^erth  von  %  zm  -]-  z  und  zu  —  z  gehören.  Die  Bilder  derKreu- 

^Ungspunkte  in  der  ;|r- Ebene  sind  Verzweigungspunkte.  Die 

Bilder  der  Elektroden  fallen  ins  Unendliche. 

Die  Kreuzungspunkte    können  auch    dadurch  charakterisirt 

Verden,  dass  in  irgend  zwei  von  einander  verschiedenen  (z.  B. 

auf  einander  senkrechten)  Richtungen  x^  y  die  Derivirten  d(p/dx 

Und  d(p/dy  verschwinden. 

Wir  werden  die  Formel  (8)  auch  auf  den  Fall  anwenden, 

dass  die   Anzahl  der  Elektroden    unendlich  ist.    Es  muss   nur 

das  unendliche  Product,  was  dann  in  der  Formel   (8)  auftritt, 

convergent  sein,   oder  wenigstens  durch  Hinzufiigung  eines  con- 

stanten  Factors  convergent  gemacht  werden  können. 

28* 
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Aus  einer  solchen  Platte  können  wir  dann  durch  eine  ge- 
schlossene Stromlinie  eine  endliche  Platte  herausschneiden,  in 
der  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Elektroden  liegt. 


§.  171. 
Kreisförmige  Platten. 

Wir  betrachten  einige  Beispiele  zu  der  im  Vorhergehenden 
auseinandergesetzten  Theorie. 

Wenn  in  einer  unbegrenzten  Platte  nur  zwei  Elektroden 
ei,  62  mit  den  Stromstärken  +  J  vorhanden  sind,  die  im  End- 
lichen liegen,  so  ist 

wenn  91,  q^  die  Entfernungen  eines  variablen  Punktes  von  den 
Elektroden  61,  63  bedeuten.  Die  Niveaucurven  97  =  const.  sind 
hier  bestimmt  durch  die  Gleichung 

wo  c  der  Parameter  der  einzelnen  Curve  ist,  und  diese  Curven 
bilden  also  ein  Kreisbüschel  mit  imaginären  Schnittpunkten, 
dessen  Grenzpunkte  die  beiden  Elektroden  sind;  die  Strom- 
linien bilden  ein  zweites  Kreisbüschel,  aber  mit  reellen  Schnitt- 
punkten, und  zwar  sind  die  Elektroden  die  Schnittpunkte  dieses. 
Büschels. 

Wenn  man  einen  durch  die  Elektroden  gehenden  Kreis  als 
Grenzcurve  auffasst,  so  erhält  man  die  Strömung  in  einer* 
kreisförmigen  Platte,  wenn  die  beiden  Elektroden  an  der 
Peripherie  liegen  (Fig.  67). 

Nehmen  wir  dagegen  in  der  unbegrenzten  Platte  zwei  Elek- 
troden mit  gleicher , positiver  Stromstärke  «7  an,  so  muss  eine 
dritte  Elektrode  mit  entgegengesetzter  und  doppelt  so  grosser 
Stromstärke  im  Unendlichen  angenommen  werden.    Dann  ist 

(2)  9  =  ^^  log  (>i  (>2, 

und  die  Niveaucurven  bestehen  in  einem  System  confocaler 
Lemniscaten.  Die  Stromlinien  werden  in  diesem  Falle,  wie  aus 
<ler  Geometrie  bekannt  ist,  gleichseitige  Hyperbeln,  die  alle  durch 
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die    lieideD  Brennpunkte  gehen.  Wir  haben  hier  einen  KreuzungB- 

puTikt  im  Mittelpunkte  der  Lemniscaten. 

Auch  für  den  Fall,  dass  im  Inneren  einer  kreisförmigen 
Scheibe  eine  beliebige  Anzahl  von  Elektroden  «i,«:,...  lie^  laast 
sicli  das  Problem  leicht  lösen.  Es  müssen  in  diesem  Falle  die 
Stt-omstärken  Jj,  J^^  ...  der  Bedingung 

{3>  j;  +  /, +  -.-  =  o 

gei:iügen.  Wir  denken  uns  die  Scheibe  zu  einer  unendlichen 
Pla.t.te  erweitert,  und  Tilgen  zu  jeder  Elektrode  ei  in  dem  hinzu- 
geftägten  äusseren  Theil  eine  Elektrode  e'i  hinzu,  die  dieselbe 
Str-omstärke  wie  Ci  hat,  und  deren  Ort  der  harmonische  Pol 
Ton    ti  in  Bezug  auf  den  gegebenen  Kreis  ist, 

Fig.  67.  Fig.  C8. 


Wenn  dann    Qt   und    qI   die   Entfernungen    eines   variablen 
"*Hkte8  Ton  Bi  und  ej  sind,  so  ist 

Von  der  Richtigkeit  überzeugt  man  sich  leicht.  Denn  zu- 
Dikhst  genügt  der  Logarithmus  einer  Entfernung  q  immer  der 
DiSerentialgleichung  ^  log  ^  =;  0.  Führen  wir  aber  Polar- 
coordinaten  r,  *  um  den  Mittelpunkt  des  gegebenen  Kreises  ein, 
dessen  Radius  gleich  c  sei,  so  ist 

9i   =  »■?  +'■■'-  2rr,  cos  (ft  —  &,), 

p'*  =  r'/  +  rä  —  2  rr[  cos  (ö  —  »i), 

r,  r[  ^=  c\ 

und  auf  der  Peripherie  des  Kreises,  also  für  r  =  c,  ist  demnach 

fi  q'^  =  r'iQl  =  c*  [ri  4-  ri  —  2  c  cos  {(t  —  d,)]. 
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Die  Normale  an  der  Grenzcurve  fällt  aber  hier  mit  dem 
Radius  r  zusammen,  und  es  ist  für  r  =  c 

d  log  Qi  q[ c  —  r,  cos  {%•  —  l>i)        c  —  r[  cos (d  —  d^i) 1_ 

dr        ""  Q^  ^  q{^  ~  c' 

Es  ist  also  nach  (3)  und  (4)  an  der  Peripherie  des  gegebenen 
Kreises 

Dieser  Kreis  ist  also  Stromlinie,  und  kann  als  Grenze  einer 
Platte  betrachtet  werden. 

Nehmen  wir  z.  B.  im  Inneren  des  Kreises  zwei  Elektroden 
an,  so  haben  wir  zwei  Kreuzungspunkte.  Diese  müssen  auf  der 
Kreisperipherie  liegen.  Denn  der  DiflFerentialquotient  9  9/ 8-0" 
kann  nicht  auf  der  ganzen  Kreisperipherie  einerlei  Zeichen  haben, 
weil  sonst  97  keine  eindeutige  Function  sein  könnte.  Es  muss 
also  8  9/ 8 -9"  auf  der  Kreisperipherie  zweimal  durch  Null  gehen. 
Die  Fig.  68  zeigt  den  ungefähren  Verlauf  der  Niveau-  und 
Stromlinien. 


§.  172. 
Strömung  in  Röhrenflächen. 

Das  Princip,  das  wir  oben  angedeutet  haben,  nach  dem  man 
unter  Umständen  unendlich  viele  Elektroden  in  einer  unbegrenzten 
Platte  annimmt,  um  die  Strömung  in  einer  endlichen  Platte  zu- 
bestimmen,  dient  uns  unter  anderem  dazu,  um  die  Strömung  in- 
einem  unendlichen,  von  zwei  parallelen  Geraden  begrenztea 
Streifen  zu  bestimmen.  Wir  legen  die  x-Axe  in  die  eine  be- 
grenzende Gerade  und  setzen  zur  Vereinfachung  der  Formeln 
die  Breite  der  Platte  =  7t, 

Wir  wollen  zunächst  nur  eine  Elektrode  e  im  Endlichen  an- 
nehmen, weil  sich  aus  diesem  Falle  der  allgemeine  leicht  durch 
Superposition  ableiten  lässt.  Sind  a,  b  die  Coordinaten  von  e,  so 
muss  h  <C  7t  sein  und  wir  setzen: 


(1)  z  =  X  -^  yi,        c  =  a  -^  bi. 

Wenn   nur  eine  Elektrode  im   Endlichen   vorhanden  ist,  so 
muss  eine  zweite  im  Unendlichen  liegen,  und  es  ist  nicht  gleich- 
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ipiltig,  ob  wir  diese  auf  der  einen  oder  der  anderen  Seite  an- 
nehmen, ob  also  die  Strömung  im  Ganzen  nach  der  positiven 
oder  der  negativen  Seite  der  x  hin  erfolgt.  Wir  können  auch 
«auf  jeder  Seite  im  Unendlichen  eine  Elektrode  annehmen. 

Wir  denken  uns  nun  zunächst  unseren  Streifen  zu  einer 
unendlichen  Platte  erweitert  und  fügen  zu  der  Elektrode  e  eine 
zweite  ef  hinzu,  die  in  Bezug  auf  die  :r-Axe  symmetrisch  zu  e 
liegt,  also  die  Goordinate  d  •=■  a  —  hi  hat,  und  lassen  in  ihr 
dieselbe  Stromstärke  eintreten  wie  in  6.  Dann  ist  für  diese 
Strömung  die  ^-Axe  Stromlinie,  nicht  aber  die  Kante  y  •=.  %, 
Wollte  man  diese  zur  Stromlinie  machen,  so  hätte  man  eine 
Elektrode  im  Punkte  c"  =  23rt  -f-  ^  annehmen  müssen.  Um 
nun  dies  zu  vereinigen,  nehmen  wir  Elektroden  in  allen  Punkten 
2Ä«f  -j-  c,  2h3ti  -}-  d  an,  worin  h  eine  ganze  positive  oder  nega- 
^ve  Zahl  ist. 

Alle  diese  Elektroden,  mit  Ausnahme  der  ursprünglichen, 
liegen  dann  ausserhalb  des  gegebenen  Streifens.  Ihre  Lage  fällt 
mit  den  Nullpunkten  der  Function 

(c*  —  e")  {e  —  O 

zusammen,  und  die  Formel  §.  170  (8)  giebt  uns,  wenn  wir  noch 
zur  Vereinfachung  JjJc  =  \  setzen: 

(2)  %  =  —  log  (e-  —  e^)  (e*  —  e^'), 
oder  wenn  ;jr  =  q?  -|-  i  ^  gesetzt  wird : 

(3)  er^-i^  =  (e*  _  gc)  (^  _  ßC), 

Wenn  0  reell  ist,  oder  wenn  der  imaginäre  Theil  von  z  ein 
Vielfaches  von  tci  ist,  so  wird  der  Ausdruck  (2)  reell,  also  i\f 
gleich  einem  Vielfachen  von  n. 

Es  sind  also,  wie  es  sein  sollte,  alle  Linien  y  =  hn  Strom- 
linien. 

Multiplicirt  man  den  Ausdruck  (3)  mit  seinem  conjugirten, 
so  ergiebt  sich: 

(4)  er^'f  =  [e^*  —  2e«  +  *  cos  (b  —  y) -\-  e^a] 

X  [e^'  —  26«+*  cos  (b  -\-  y)  -\-  e»«], 

woraus  man  für  ein  constantes  (p  die  Gleichung  der  Niveau- 
curven  erhält. 

Für  ein  unendlich  grosses  negatives  x  wird  (p  =  —  2  a, 
also  constant,  für  ein  unendlich  grosses  positives  x  aber  wird  <p 
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negativ  unendlich,  und  zwar  genähert  =  —  2x^  und  wir  haben 
also  hier  den  Fall,  dass  die  zweite  Elektrode  auf  der  Seite  dei 
positiven  x  im  Unendlichen  liegt.  Um  den  entgegengesetzten 
Fall  zu  erhalten,  setze  man 

Xi  =  -  log  (C-'  — c--)  (e-*  -  e-0  =  a:  +  2^  +  c  +  c', 

oder  man  füge,  was  dasselbe  ist,  zu  der  vorigen  eine  constante 
Strömung  in  der  Richtung  der  negativen  ^-Axe  von  gleichei 
Intensität  hinzu. 

Man  kann  auch  eine  lineare  Combination  der  Functionen 
%  und  %x  nehmen,  und  erhält  dann  eine  Strömung,  die  theils 
nach  der  einen,  theils  nach  der  anderen  Seite  verläuft. 

Setzen  vrir  97  =  —  2a,  so  geht  die  Gleichung  (4)  über  in 

^x  —  4e3x+«  cos6  cosy  +  26*+^«  (2cos«6  -\-  2co8«y  —  1) 

—  4c^"  cos6  cost/  =  0, 

und  dies  ist  die  Gleichung  einer  speciellen  Niveaucurve,  nämlich 
der  ins  Unendliche  verlaufenden.  Für  x  •=  —  c»  wird  auf  dieser 
Curve  cosy  =  0,  also  y  =  \%  und  diese  specielle  Niveaulinie 
hat  also  die  Mittellinie  der  Platte  zur  Asymptote. 

Um  die  Kreuzungspunkte  zu  finden,  haben  wir  dx/dz  =  0 
zu  setzen  und  erhalten  aus  (2) 

e  •=  e^  cos  6, 

also,  wenn  cos  6  positiv  ist 

:r  =  a  -f-  log  cos  6,    y  =  0, 

und  wenn  cos  6  negativ  ist 

X  =  a  4"  log  cos  6,     y  =  jt. 

Wir  haben  also  einen  Kreuzungspunkt,  der  auf  einem  der 
beiden  Ränder  liegt,  und  zwar  auf  dem,  der  der  Elektrode  am 
nächsten  kommt.  Liegt  die  Elektrode  gerade  in  der  Mitte,  so 
fällt  der  Kreuzungspunkt  ins  Unendliche. 

Dieser  letzte  Fall  ist  von  besonderem  Interesse.  In  ihm  ist 
die  Mittellinie  der  Platte  auch  Stromlinie,  und  wir  können  die 
auf  ihn  bezüglichen  Formeln  daher  auch  aus  (2)  ableiten,  wenn 
wir  c  =  c',  also  6  =  0  setzen.  Die  streiienförmige  Platte  er- 
streckt sich  dann  von  —  ;r  bis  -(-  :r,  und  es  ergiebt  sich 

Z  =  -  2  log  (C  —  e«), 
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legen,  dass  a  =:  0  wird 

!)■ 

und  StromlinieD  in  der 


ixfer,  weDD  wir  das  GoordinateDsyatem  i 
(5)  X  =  -  2log(e'- 

Für  diesen  Fall  sind  die  Niveau- 
beiBtehenden  Figur  dargestellt. 

Dieser  Fall  bietet  darum  ein  beeonderes  Interesse,  weil  er 
uns  die  Losung  des  Strömungsproblema  in  einer  Cylinder- 
fläclie  giebt. 

Es  hat  nämlich  die  durch  (5)  deSoirte  Function  %  die- 
selben Werthe  für  y  =  +  k  und  y  =  —  n  und  ist  überhaupt 
periodisch  mit  der  Periode  2«.  _ 

Denken    wir    uns    daher    den 
Streifen,    mit  Erhaltung    der 
FuDctionswerthe  %,   zum  Cy- 
Under  zusammengerollt,    und 
<ue  fiänder    an  einander  ge- 
äeftet,  so  setzt  sich  die  Func- 
tion X  nebst  ihren  Differential- 
<3uotienten     stetig    über    die 
■^aht  hinweg  fort  Sie  ist  also 
*'*f  dem  ganzen  Cylinder  stetig 
**ad  genügt  den  Bedingungen, 
**>«    wir   im   §.    169    formulirt 
»aben. 

Der  Umfang  des  Cylinders,  der  nicht  nothwendig  einen 
■^«isfÖrmigen  Querschnitt  zu  haben  braucht,  ist  hier  gleich  2« 
**i8enommen. 

Wenn  nun  auf  einem  solcben  Cylinder  mehrere  Elektroden 
'^Sen,  so  führen  wir  ein  Coordinatensystem  ein,  bei  dem  die  y 
^^f  einem  Querschnitt  von  einem  beliebigen  Anfangspunkte  aus 
^|s  Langen  gemessen  sind,  und  von  0  bis  2 n  laufen,  während 
"*ö  X  von  diesem  Querschnitt  aus  auf  den  Erzeugenden  des  Cylin- 
.  *^  gemessen  werden.  Hat  dann  eine  Elektrode  e,  die  Coor- 
öaten  x  =  a„  y  =  b,,  und  die  Stromstärke  JV,  so  setzen  wir 
c,  =  a,  +  iby 
"*^  erhalten  nach  (5) 


u. 


diu 


(O 


,j, , 


■  B. 


Dia  lineare  Function  4  ^  -[-  B  kann  hier  hinzugefügt  werden, 
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weil  wir  zu  jeder  Strömung  eine  constante  Strömung  in  dei 
Sichtung  des  Cylinders  hinzufügen  können. 

Es  ist  hierin  ^Ä;  die  Intensität  der  Strömung  in  der  Richtung 
der  rr-Axe  für  negativ  unendliche  x^  und  Ak  -{-  ^Jp  für  positiv 
unendliche  x. 

Wenn  im  Unendlichen  keine  Strömung  stattfinden  soll,  s« 
muss  A  =  0  und  v  j^  =  o  sein. 


§.  173. 
Strömung  in  einer  Ringfläche. 

Aehnlicli  wie  wir  im  vorigen  Paragraphen   eine  elektrisch- 
Strömung  in  einem  unendlichen  Gylinder  untersucht  haben,  he 
der  nur  eine  einzige  Elektrode  vorhanden  war,  wobei  im  Unendi 
liehen  eine  constante  Strömung  parallel  der  Gylinder -Erzeugen 
den  angenommen  werden  musste,  so  können  wir  uns  auch  eiin 
Strömung  in   einer  Ringfläche  denken,  bei   der  nur  eine  Elels 
trode   vorhanden    ist.     Diese   Annahme    führt  dann   freilich  z' 
einem   mehrwerthigen    Potential,   insofern    das  Potential,  wen" 
man   längs   einem   Parallelkreise  um   den    ganzen  Ring   herunx 
gegangen  ist,  nicht  wieder  zu  demselben  Werthe    zurückkehr" 
und  auch  der  Differentialquotient  des  Potentials  zeigt  noch  einj 
solche  Mehrwerthigkeit.    Um  diese  Erscheinung  physikalisch  z 
deuten,  kann  man  annehmen,  dass  eine  elektrische  Strömung  ir 
einem  Querschnitt  der  Ringfläche  aus-  oder  eintritt. 

Man  kann  aber  die  Mehrdeutigkeit  des  Potentials  aufheben: 
wenn  man  verschiedene  Elektroden  zugleich  annimmt,  bei  denea 
die  Summe  der  Intensitäten  verschwindet,  und  dies  ist  der  Fall 
der  Wirklichkeit,  den  wir  aber  durch  das  angedeutete  Verfahre* 
in  mehrere  einfachere  Fälle  zerlegen. 

Für   die  Mathematik    erhalten    wir    auf  dem   angedeutetes 
Wege   eine   einfache   Veranschaulichung  der  Fundamentaleigen 
Schäften  der  Theta-Functionen. 

Die  Ringfläche,  die  wir  betrachten,  wird  erzeugt  durch  di« 
Rotation  eines  Kreises  um  eine  in  seiner  Ebene  gelegene  Axei 
die  die  Kreisperipherie  nicht  schneidet. 

Wir  haben  schon  früher  die  Punkte  einer  solchen  Ringflächtf 
durch  zwei  unabhängige  Variable  dargestellt. 

Wenn  nämlich  a  der  Radius  des  erzeugenden  Kreises,  c  de:« 
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Abstand  seines  Mittelpunktes  von  der  Drehungsaxe,  b  =  '^c^  —  a» 
gesetzt  ist,    so  werden   die  rechtwinkligen  Coordinaten   |,  17,  g 
eines  Punktes  der  Ringfläche  durch  zwei  veränderliche  Winkel 
«>,   •©  ausgedrückt  durch  die  Formel  [§.  44  (13)]: 

fi  = 1 COS  0", 

c  -^  a  cos  w 

(1)  17  =  — I sin-O-, 

c  -\-  a  cos  CO 

5  =  — j sm  CO, 

c  -\-  a  cos  CD 

^nd  wir  können,  um  alle  Punkte  der  Ringfläche,  und  jeden  nur 
^mmal  zu  erhalten,  cd  und  -O"  von  —  sr  bis  -j-  ^  gehen  lassen 
(xnit  Einschluss  der  einen  und  Ausschluss  der  anderen  Grenze), 
^^nstanten  Werthen  von  d"  entsprechen  die  Meridiankreise,  con- 
®^«tiiten  CD  die  Parallelkreise ;  cd  =  ±  ä  ist  der  äussere,  cd  =  0  der 
^liiicre  Aequator. 

Für  das  Linienelement  auf  der  Fläche  haben   wir   an  der 
^'^'^^ähnten  Stelle  den  Ausdruck  gefunden: 

(c-f- a  cos  CDJ2  ^  '  ^ 

^Äcä  wir  erhalten  also  eine  conforme  Abbildung  der  Ringfläche 
die  xy-Ehene^  wenn  wir 


^^^  acD  bd"  Ttb 


x=  —-,    y  =  — -,    m  = 


n       ^         n  c  -{-  a  cos  cd 

m: 

^^<i  die  ganze  Ringfläche  wird  einfach  abgebildet  auf  ein  Recht- 
^^^  dessen  Seiten  die  Gleichungen 

•    X  =  ±  a^        y  =  +  h 

*^^'ben.  Den  Seiten  dieses  Rechtecks,  das  wir  das  Perioden- 
^ Achteck  nennen,  entsprechen  die  vier  Ränder  zweier  Schnitte, 
^Oxi  denen   der  eine  längs  dem  äusseren  Aequator  (co  =  ±  ä), 

^^x  andere  längs  einem  Meridian  (^  =  i  ;r)  verläuft. 

Betrachten  wir  aber  rc,  y  als  krummlinige  Coordinaten  eines 

*^Txnktes  auf  der  Ringfläche,  so  entspricht  allen  Werthen 

X  -f-  2fAa,        y  -f-  2i/6, 
*^f  beliebige  ganzzahlige  ft,  v  derselbe  Punkt  der  Ringfläche. 
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Nach  §.  170  ist  nun  das  elektrische  Potential   q>  der 
Theil  einer  Function  ;|r  =  ^  -|-  t^    des   complexen   Argumenl 
z  =z  X  -^  iy^  die,  wenn  nur  eine  Elektrode  angenommen 
in  einem  Punkte  logarithmisch  unendlich  wird. 

Eine    solche    Function    lässt    sich    aber    leicht    darstelle      ^n 
mit  Hülfe  der  schon  im  §.  142   zu  einem  ähnlichen  Zwecke  b< 
nutzten  Theta- Functionen.     Wir   haben  dort  die  Function  b< 
trachtet: 

(4)  »,,(v)  = 

00 

»=1 

in   der  q  einen  echten  Bruch    bedeutet.     Diese  Function  kan^^in 
auch  durch  die  unendliche  Reihe  dargestellt  werden: 

(5)  ^i ^(v)  ■=  2 g'/*  sin tcv  —  2 q^^*  sin 3 ä v  -f-  2 g**'^^  sin ö « v  —  • 

Sie  hat  die  Eigenschaften,  die  aus  diesen  Ausdrücken  leic^V^^ 
zu  verificiren  sind: 

m         »..  (.  +  "-^)  =  0, 

wenn  fi,  v  beliebige  ganze  Zahlen  sind,  und  sie  verschwindet  fi 
keine  anderen  Werthe  von  v.  Ausserdem  ist  sie  für  alle  en 
liehen  Werthe  von  v  endlich  i). 

Hierin  machen  wir  nun  die  Annahme: 

nb 

und  setzen: 

^ii(«^)=0(4 

Dann  ergeben  sich  für  0  {z)  aus  (6)  die  Eigenschaften : 

&{z  -\-  a)    =  —  0  (^  —  a), 

(8)  ^lll 

{z  +  ih)  =  —  e     "   0  (^  -  ih\ 


*)  Weber,  Elliptische  Functionen,  S.  48,  65. 
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und  9  yerschwindet  in  dem  Periodenrecbteck  nur  an  der  einen 
Stelle  ir  =r  0. 

Nun  bedeute  y  =z  a  -\-'  ßi  irgend  einen  Punkt,  der  in  dem 
Periodenrechteck  liegt,  so  dass 

—  a<a<a;        — &</J<i. 

Wir  setzen: 

(103  c*^      ^e""'  @ia  -y)  0(0'  —  y'), 

wox-in  j?',  y'  zu  jßT,  y  conjugirt  imaginär  sind.     Dadurch  ist  tp 
als     eine  reelle  Function  q>  (rc,  y)  von  a:,  y  eindeutig  bestimmt. 
Für  diese  Functionen  ergeben   sich  aus  (8)    die    folgenden 
^S^nschaften: 

(1  1  3  (p  (x  +  a,y)  =  (p  (x  —  a,y), 

(1  3)  9  (^,  y  +  6)  =  9>  (^,  y  -  ft)  +  ^, 

^**^ci  ausserdem  ist  für  den  Punkt  y 

qp  -|-  t>  =  log  (z  —  y)  +  funct.  cont, 
als«: 

(l  ^)  (p  =  logr  -|-  funct.  cont., 

^^:iin  r  =  '^  (x  —  «)*  +  (!/  —  ß)^  die  Entfernung  des  Punktes 
'     "^om  Punkte  y  bedeutet. 

Fasst  man  den  Punkt  y  als  Elektrode  und  9  als  elektrisches 
^^^'tential  auf,  so  hat  man  die  eintretende  Stromstärke  =  —  2nTc 
2^^  setzen  [§.  169,  (9)].  Die  Formel  (12)  aber  zeigt,  dass  bei 
9  ^==  -|-  b  und  y  =  —  6  die  Function  9  sowohl  als  d(p/dy 
»schiedene  Werthe  hat,  und  man  muss  daher  die  beiden 
-nder  eines  an  dieser  Stelle  durch  den  Ring  geführten  Schnittes 
*"  ^  Uneare  Elektroden  auffassen.  Die  an  dieser  Linie  eintretende 
"^^romstärke  ist,  auf  die  Längeneinheit  bemessen, 

bei  y  =  4-  b:        h  =       h  t^ 

bei  !/  =  —  6:       i-,  =  —  fc  tt^ 
50  nach  (12) 

,       .  Tili 
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und  folglich  die  ganze  durch  diese  Linien  eintretende  Strom* 
stärke  2n1c,  also  ebenso  gross  und  im  Zeichen  entgegengesetzt 
wie  die  Intensität  der  Punktelektrode. 

Die  durch  die  Formel  (12)  ausgedrückte  Unstetigkeit  der 
Function  tp  ist,  wie  man  sieht,  von  dem  Punkte  y  unabhängig. 
Nehmen  wir  also  mehrere  solcher  Punkt -Elektroden  y^,  yj,  . . ., 
mit  den  Stromstärken  J^  J%^  ...  und  setzen 

(14)  Ji-\-J%-\ =  0 

voraus,  und  bezeichnen  mit  q>^^  qp^i  •  •  •  ^^^  diesen  yerschiedenen 
y  entsprechenden,  durch  (10)  definirten  Functionen  9,  so  erhalten 
wir  für  diesen  Strömungszustand  das  Potential  durch  den  Ausdruck 
dargestellt : 

und  wegen  (14)  ist  diese  Function  auf  der  Ringfläche  eindeutig, 
und  mit  Ausnahme  der  Punkte  y^,  7^2^  ...  stetig. 

Die  lineare  Elektrode  ist  jetzt  nicht  mehr  vorhanden. 


§.  174. 
Strömung  in  einer  zusammengesetzten  Platte. 

Wir  wollen  noch  einen  Fall  betrachten,  in  dem  zwei  lei- 
tende Platten  von  verschiedenem  Leitvermögen  in  einer 
Linie  zusammenstossen ,  wobei  liann  an  dieser  Trennungslinie 
eine  Brechung  der  Stromlinien  stattfinden  muss. 

Eine  unendliche  ebene  Platte,  deren  Ebene  wir  zur  xy^ 
Ebene  wählen,  bestehe  aus  zwei  längs  der  i/-Axe  an  einander 
stossenden  Theilen  aus  verschiedenem  Material,  z.  B.  aus  Kupfer 
und  Zink.  Für  den  einen  Theil,  den  wir  den  ersten  nennen 
wollen,  hat  dann  x  negative,  für  den  zweiten  positive  Werthe. 
Wir  bezeichnen  alle  Grössen,  die  sich  auf  den  ersten  Körper 
beziehen,  mit  dem  Index  1,  die  entsprechenden  für  den  zweiten 
Körper  mit  dem  Index  2. 

Es  sollen  im  ersten  Theile  die  Elektroden  e^  «i,  el',  . . .  mit 
den  Stromstärken  Ji,  Ji,  «7i',  ...,  im  zweiten  die  Elektroden  e^  ^, 
e'it  ...  mit  den  Stromstärken  «72,  J2,  «^i',  .«.  liegen,  in  beliebiger 
Anzahl.    Es  sei  aber 

Ji  -\-  J\  -\-  J\  -p  '  *  *  "f"  «^  "H  <^a  "j~  «^'2  ~|"  •  •  •  =  0, 
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eine  Gleichung,  die  wir  abgekürzt  so  darstellen: 
(1)  VJ.+VJ,  =  0. 


Wenn  femer  (p^  und  qpj  die  elektrischen  Potentiale  im  ersten 
und  im  zweiten  Theil  der  Platte  bedeuten,  so  ist  ^^  nur  für 
negative,  tp^  nur  für  positive  x  vorhanden. 

Die  Coordinaten  von  Cj  und  ^a  bezeichnen  wir  mit  Oi,  bi 
und  O},  bi^  und  setzen 

r,  =  iix  -  a,y  +  (y  —  b,)% 

verstehen  also  unter  Vi  die  Entfernung  des  variablen  Punktes 
X,  y  von  der  Elektrode  ej,  und  entsprechend  für  die  übrigen 
Elektroden.  Sind  endlich  ki  und  Ic^  die  Leitfähigkeiten  der  beiden 
Plattentheile,  und  (l,  2)  ihre  Spannnungsdifferenz,  also  eine 
gegebene  Gonstante,  so  haben  die  Functionen  9)^,  qp,  die  fol- 
genden Bedingungen  zu  erfüllen: 

I.  Hauptgleichungen:  Jq>i  =  0^    J(p^  =  0. 

II.   In  Ci  und  e^  ist 

j 

9i  =  —  "2^  log  n  +  fünct.  cont, 

9)3  =  —  ^   *     logra  +  funct.  cont 


m.   Für  a:  =  0  ist 

9i  —  9>2  =  (I1  2),    fci  ^  =  fe 


IV.   Im  Unendlichen  erhalten   (p^  und  93   constante  Werthe, 
deren  Unterschied  gleich  (1,  2)  ist. 

Dieses  Problem  lässt  sich  sehr  einfach  in  folgender  Weise 
lösen:  wir  schliessen  zunächst  den  Fall  aus,  dass  einer  der 
Punkte  «1  symmetrisch  zu  einem  Punkt  ea  liegt,  und  nehmen 
zu  jeder  Elektrode  e  ihr  Spiegelbild  e  in  Bezug  auf  die  Grenz- 
linie. Nach  der  Annahme  fällt  keiner  der  Punkte  s  mit  einem 
der  Punkte  e  zusammen.  Wir  bezeichnen  mit  q  die  Entfernung 
des  variablen  Punktes  a:,  y  von  £,  setzen  also  z.  B.: 

Qi  =  V(^  +  aja  +  (2/  —  60^. 
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An  der  Grenze  selbst,  also  für  a;  =  0,  ist 

(3)  fy  =  9i,        rj  =  p, 

gJogTi  _  _  8log_Pi       8 log u  _       8 log pa 
8a;  8a;     '8a;  8a;     " 

Wir  machen  den  folgenden  Ansatz: 


(4) 


9^»  =2  •2SF  ^^8^2  +  2  ^i^^K^'i  +  2  -^a^ög?«  +C»T 


2 

worin  sich  die  Summenzeichen  auf  die  sämmtlichen  Elektroden 
1  oder  2  beziehen.  A^^  B],  Ci,  A^,  JBa»  Ca  sind  Constanten,  die 
noch  näher  zu  bestimmen  sind. 

Durch  diese  Annahme  sind  die  Bedingungen  I.  und  II.  schon 
befriedigt,  und  damit  IV.  erfüllt  sei,  muss 

(5)         2^.  +  S5.=^,    2^^  +  ^^»  =  !^' 

(6)  Ci  -  Ca  =  (1,  2) 

sein.  Durch  (6)  ist  eine  der  Constanten  Ci,  Ca  durch  die  andere 
bestimmt;  eine  von  ihnen  bleibt  der  Natur  der  Sache  nach 
willkürlich. 

Die  Bedingungen  III.    ergeben  nun  mit  Rücksicht  auf  (3) 
und  (6) 

s  (iä + ^.  -  -^0  '»8- = 2  (st + B,-Ä,y<^... 

J^    I    7.  T.     I    7-   >•  \  »logra 


=  2(^  +  ^'^^a  +  ^i^0 


8a;     ' 

und  da  diese  Bedingungen  für  alle  Punkte  der  Grenze  bestehen 
müssen,  so  ergeben  sich  die  folgenden  Gleichungen: 

^1  =  -Bi  —  2^'    ""  ^2^^  =  ^'^^1  +  2ä' 

A2  =  B-i  —  2nk  '     —  ^^  i^%Ji%  -7-  2^» 

woraus  man  erhält: 
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und  hierdurch  sind  auch,  mit  Rücksicht  auf  (1),  die  Bedingungen 
(5)  befriedigt,  woraus  sich  dann  folgende  definitive  Lösung  des 
Problems  ergiebt: 

<8)  i-r    i 


Vi 


^+-f  2ra7i«g^«  +  ^«- 


Diese  Formeln  bleiben  aber  auch  noch  richtig,  wenn  der 
Vorhin  ausgeschlossene  Fall  eintritt,  dass  einige  der  Punkte  £ 
<tiit  Punkten  e  zusammenfallen. 

Nehmen   wir  an,  dass  auf  jeder  Seite  nur  eine  Elektrode 

'V'orhanden  sei,  und  setzen  J^  =  —  J^  z=  J^  so  folgt  hieraus  als 

Specialfall: 

j 

9>i  =  —  2^fc^  (fc^  ^~kÄ  K^'^  +  *2)  log^i  —  2Äilogra 

+  (fci-ft,)log^,l-f  6\, 

'^^  "^        2;rfc,(fct  +ta)  1^^^'^  +  ^'^  ^^^  r^  —  2  A^  logr, 
—  (kl  —  A'a)  log  ^2]  +  0.2, 


<:9) 


as  für  kl  =  fcj  in  den  früher  schon  gefundenen  Ausdruck  für 
^ine  homogene  Platte  übergeht. 

Nehmen  wir  in  (9)  an,  dass  die  beiden  Elektroden  syrame- 
"tirisch  liegen,  so  wird  Qi  =  r^,  q^  =  ^n  ^^^  ^s  ergiebt  sich: 

Hier  werden  also  die  Niveaulinien,  und  folglich  auch  die 
Stromlinien,  genau  dieselben  (Kreise),  als  ob  die  Platte  homogen 
'Wäre. 

Biemann-Weber,  Partielle  Differentialgleichungen.  29 
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Endlich  wollen  wir  noch  den  Fall  betrachten,  dass  in  dem 
zweiten  Theile  der  Platte  keine  Elektrode  liege,  in  der  ersten 
zwei,  ^1,  e\.    Dann  ergiebt  sich  aus  (8): 

»■ = -  2^  ('°' I + ItI '"41) + "■• 

^'•=-»(t,+t,)'°'^+^' 

und  es  zeigt  sich  also,  dass  in  der  elektrodenfreien  Hälfte  der 
Platte  die  Strömung  ganz  so  erfolgt,  als  ob  die  Platte  homogen 
wäre,  nämlich  in  Kreisen,  die  sich  in  den  Elektroden  schneiden. 
In  der  die  Elektroden  enthaltenden  Hälfte  der  Platte  erfolgt 
die  Strömung  nach  einem  complicirteren  Gesetze. 


Zweiundzwanzigster  Abschnitt. 
Strömung  der  Elektrioität  im  Räume. 


§.  175. 

Anwendung  des  Green'scben  Satzes  auf  elektrische 

Strömung. 

Im  §.  163  haben  wir  die  Bestimmung  der  elektrischen  Strö- 
Qiung  im  Räume  unter  gewissen  vereinfachenden  Voraussetzungen 
*uf  ^Q  Aufgabe  zurückgeführt,  die  Differentialgleichung 

(1)  J(p  =  0 

^^t    der  Grenzbedingung  zu  integriren,   dass  an  der  Oberfläche 
®    gegebenen  Raumes  r 

(2)  1^  =  O, 

•  h..  gleich  einer  gegebenen  Function  an  der  Oberfläche  sein 
^^U*  Diese  Function  ist  nicht  ganz  willkürlich,  sondern  muss 
^^    Bedingung 

[  0do  =  0 

^f^ügen;  andererseits  ist  aber  durch  die  Bedingungen  (1)  und  (2) 
^le    Function  (p  nur  bis  auf  eine  additive  Constante  bestimmt. 

Diese  Aufgabe  lässt  sich  nun  mit  Hülfe  des  Green'scben 
^t^es  auf  eine  einfachere  zurückführen. 

Wir  können  hierzu  die  Formel  §.  97  (1)  benutzen.  Wenn 
^atulich  f7,  V  zwei  im  Gebiete  r  stetige  Functionen  mit  stetigem 
^fälle  bedeuten,  und  p^  q  zwei  Punkte  dieses  Gebietes  ih  der 
K^BBnseitigen  Entfernung  r  sind,  so  ist  nach  dieser  Formel 
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(3)  4 «  Fp  =  j  (O"  —  J-)  z/  Fdr  —  I  V^Udz 


+ 


\  r/dn 


dn 


do. 


Wir  bestimmen  nun  eine  Function  H  von  zwei  Punkten  f^q 
im  Innern  des  Raumes  r,  die,  als  Function  von  g,  der  Differential- 
gleichung 

(4)  JH=0 

genügt,  die  überall,  mit  Ausnahme  des  Punktes  j),  stetig  ist  und 
den  Bedingungen  genügt,  dass  im  Punkt  p 

(5)  H  = 1-  funct.  cont, 

und  an  der  Oberfläche 

(6)  -TZ —  =  const. 

ist.    Die  Gonstante  in  (6)  ist  nicht  willkürlich,  sondern   es   er- 
giebt  sich  dafür  aus  (3),  wenn  man 

(7)  Cr=i  +  if 

und  V=  l  setzt: 

(8)  F.  const.  =  —  4  3r , 

wenn  F  die  Grösse  der  Oberfläche  von  r  ist,   also  sowohl  von  p 
als  von  q  unabhängig. 

Setzt  man  aber  in  (3)  für  V  die  Function  q>  und  macht  für 
U  die  Annahme  (7),  so  folgt : 

(9)  4t7tq)p  =  Const.  +  \0Hdo, 

j 

worin  die  neue  Gonstante  mit  der  in  (6)  durch 


Const 


.  =  —  const.  I  ipdo 


in  Zusammenhang  steht.  Diese  Constante  ist  zwar  von  vorn- 
herein nicht  bekannt;  es  kommt  aber  auch  für  die  Function  fp 
auf  eine  additive  Constante  nicht  an,  und  durch  (9)  ist  also, 
wenn  //  bekannt  ist,  unsere  Aufgabe  gelöst.  Wir  können  in  der 
Formel  (9)  die  Constante  =  0  setzen. 


\ 
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Die  Function  H  hat  für  sich  selbst  eine  physikalische  Be- 
deutung. Sie  ist  das  elektrische  Potential  unter  der  Voraus- 
8et;zung,  dass  durch  eine  punktförmige  Elektrode  in  p  ein  Strom 
von  der  Intensität  4  :r  A  austritt,  der  mit  überall  gleicher  Dichtig- 
keit durch  die  Oberfläche  eingetreten  ist,  worin  X  die  Leitfähig- 
keit der  Substanz  bedeutet  [§.  166  (4)]. 

Diese  Function  H^  die  nur  von  den  geometrischen  Verhält- 
nissen des  Körpers  x  abhängig  ist,  wird  von  F.  Neumann  die 
eil.  arakteristische  Function  genannt^). 

Die  Function  H  oder  jBp,g  unterscheidet  sich  von  der 
Green'schen  Function  (§.  97)  nur  durch  die  veränderte  Form 
dex  Oberflächenbedingung  (6).  Durch  diese  ist  die  Function  H 
nur  bis  auf  eine  additive  Constante,  A  h.  eine  von  q  unabhängige 
Grrösse,  die  aber  eine  willkürliche  Function  von  p  sein  kann,  be- 
stimmt. Ueber  diese  willkürliche  Function  kann  man  aber  noch 
eine  nähere  Bestimmung  treffen. 

Betrachten  wir  zwei  Functionen,  Hp^^q  und  Hp^q'^  und  wenden 
da^irauf  die  Formel  §.  97  (4)  an,  in  der  wir  G  durch  H  er- 
Sötizen,  so  ergiebt  sich: 

^^.s  sich  mit  Hülfe  von  (6)  und  (8)  auch  so  darstellen  lässt: 

Da  nun  das  Integral 

^^^T  eine  Function  des  einen  Punktes  p  ist,   so  können  wir  die 
^^"Vähnte  additive  Function   so    bestimmen,    dass,    wie   bei    der 
*een' sehen  Function 

Hierdurch  ist  dann  die  Function  Hp^q  bis  auf  eine  von  p 
^^d  q  unabhängige  additive  Grösse,   die   willkürlich  bleibt,   be- 
^wmmt.     Dabei    sind   p,  q    aber    als    innere    Punkte    voraus- 
gesetzt 


*)  Yorlesungen  über  elektrische  Ströme,  herausgegeben  von  K.  Von- 
^erMühll.    Leipzig  1884. 
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• 

Lässt  man  einen  der  Punkte,  etwa  j),  in  die  Oberfläche 
rücken,  so  geht  H  in  eine  ganz  bestimmte  Function  von  g  über, 
der  wir  keine  Bedingungen  mehr  vorschreiben  dürfen.  Es  lässt 
sich  zeigen,  dass  die  Bedingung  (5)  für  diesen  Fall  nicht  mehr 
allgemein  besteht.  Genauer  kann  man  aber  das  Verhalten  der 
Function  H  für  die  Oberfiächenpunkte  erst  dann  bestimmen, 
wenn  sie  durch  Integration  ermittelt  ist 

Nehmen  wir  an,  dass  eine  endliche  Anzahl  von  Elektroden 
e^,  e2)...  mit  den  eintretenden  Stromintensitäten  ii,iaf-  ^^  ^^^ 
Oberfläche  vertheilt  sind,  und  denken  uns  diese  Elektroden  wie 
in  §.  167  als  kleine  Scheiben,  in  denen  wir  9  als  constant  an- 
sehen, so  ist  O  im  Allgemeinen  gleich  Null,  und  nur  inner- 
halb  der  Elektrodenflächen  a. 


_  —  ^1 


2jrAnyr?— r« 


[§.  1:67  (1),  (2)], 


wenn  r,  der  Radius  der  Elektrode  ist.  Nach  unserer  Annalime 
sind  die  Dimensionen  der  Elektroden  sehr  klein  im  Vergleich  zu 
den  Dimensionen  des  Körpers. 

Ist  nun  der  Punkt  p  entfernt  von  allen  Elektroden,  so  er- 
hält Hy  wenn  g  innerhalb  einer  Elektrode  liegt,  endliche  Werthe, 
die  nur  kleinen  Schwankungen  unterworfen  sind.  Wir  setzen 
also  den  Werth  von  H  in  e»  gleich  flp,«^.  Dann  ergiebt  die 
Formel  (9) 


(11) 


und  durch  Ausführung  der  Integration   in  Bezug  auf  do  über 
die  ganze  Elektrodenfläche 

(12)  4:7rA9)p  =  — 2>^p,e,, 

wo  die  Summe  sich  auf  alle  6,  bezieht. 

Zur  Bestimmung  des  Widerstandes  kommt  es  aber  darauf 
an,  die  Function  q)p  unter  der  Voraussetzung  zu  bestimmen,  dass 
der  Punkt  p  in  einer  der  Elektroden,  etwa  in  ßj,  liegt.  Dann 
enthält  die  Summe  (11)  ein  Glied 

(13)  -^[-ßiL.  =  -hi\, 

und  der  Werth  des  Integrals 


§.  176.  Methode  von  Kirchhoff.  455 

lasst  sich  ermitteln,  wenn  die  Function  H  bekannt  ist. 

Für  die  übrigen  Glieder  der  Summe  (11)  gelten  die  früheren 
Ausdrücke. 

Nehmen  wir  nur  zwei  Elektroden  ei,  e^  an  und  setzen 
j==ji  =  — j*,,  so  ergiebt  sich 

4:rA9i  =       j  (—  Ui  +  51,2), 

wenn  zur  Vereinfachung  9)1,  (p^,  //i,2  für  ^eii  9e„  JJei.e,  gesetzt 
ist;,  und  demnach  ist  der  Widerstand  des  ganzen  Körpers 
[&•    167  (8)] 

(I03  ^  =  4^  (2^^  -  ?7,  -  U,). 


§.  176. 

^dethode   von  Kirchhoff  zur  Vergleichung   der 

Leitfähigkeiten. 

Auf  die  Theorie  der  Stromvertheilung  in  körperlichen  Leitern 
"^*  Kirchhoff  eine  Methode  gegründet,  um  das  Verhältniss 
^^^  Leitfähigkeiten  verschiedener  Substanzen  zu  bestimmen  1). 
^^s  Princip  dieser  Methode  lässt  sich  aus  den  Entwickelungen 
d^^  vorigen  Paragraphen  leicht  ableiten. 

Wir  wollen  vier  Elektroden  e^,  e^,  ej,  64  annehmen;  e^  und  e^ 
^'^llen  durch  einen  Prüfdraht,  etwa  ein  Galvanometer,  mit  ein- 
*^^€ier  verbunden  sein,  in  dem  keine  elektromotorische  Kraft 
^t^Stig  ist  Es  wird  dann  ein  Strom  von  der  Intensität  j  durch 
^Ä  ein-  und  durch  64  austreten.  Durch  e^  und  63  soll  der  Strom 
^^'Oer  galvanischen  Kette,  dessen  Intensität  J  sei,  ein-  und  aus- 
^^^ten.  Die  Stromstärke  j  wird  dann  von  der  als  gegeben  be- 
^^^chteten  Stromstärke  J  abhängen,  und  kann  bestimmt  werden, 
^nn  noch  der  Widerstand  to  des  Galvanometers  bekannt  ist 

Nach  den  Formeln  (11),  (12)  und  (13)  des  vorigen  Paragraphen 


^)  Monatsbericht   der   Berliner   Akademie   vom   Juli  1880    nnd    vom 
^ö.  April  1883. 
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erhalten   wir   für  die   Werthe   91,  921  Va»  94    ^^^   elektrischen 
Potentials  in  den  Elektroden  ^1,  e^y  es,  e^  die  Ausdrücke 

4  ^  A  9)3  =  —  e7'iri,3  -|-  JH^^z  —  jTJ^    +  j  fli,4 , 

Hieraus  ergiebt  sich  nach  §.  175  (15) 

TT,,«  =  ^  (2  J?M  -  CT,  -  U,\ 

>^8.4  =  J^(2Ä,,,-    Ü3-    C^,) 

für  die  Widerstände  des  Körpers,  wenn  nur  die  beiden  Elel 
troden  1,2  oder  3,4  in  Thätigkeit  sind. 

Nun  fliesst  aber  auch  im  Galvanometerdraht  ein  Strom  voia 
der  Intensität  j,  und  zwar  von  e^  nach  e^  gerichtet,  und  wenx* 
daher  w  der  Widerstand  des  Galvanometers  ist,   so  haben  wiT 
nach  §.  165 

(3)  j  w^  =  94  —  93  , 

oder  mit  Hülfe  der  beiden  letzten  Gleichungen  (1) 

4.nk3w  =  J{Hy^z  —  H,^,  +  J?,,^  —  if«,«)  +i(i78  +U,  —  2H^,\ 
also  mittelst  der  zweiten  Gleichung  (2) 

(4)  4nkj{tv  +  TF8,4)  =  J{H^^s  -  ^,,4  +  H,^,  -  ^a,.). 

Wenn  wir  nun  annehmen,  was  in  praktischen  Anwendungen 
immer  zutriflFt,  dass  der  Widerstand  1^8,4  gegen  den  Wider- 
stand w  vernachlässigt  werden  darf,  so  ist  hieraus 

Bezeichnen  wir  mit  P  das  elektrische  Potential  in  einem 
beliebigen  Punkt  p,  das  sich  ergeben  würde,  wenn  nur  die 
beiden  Elektroden  öj,  €2  in  Thätigkeit  wären ,  und  zwar  punkt- 
förmig und  mit  der  Intensität  «7=  4;rA,  so  ist  nach  §.  175  (12) 

und  wenn  also  Pj,,  P4  die  Werthe  der  Function  P  in  den  Elek- 
troden 63,  64  bezeichnen,  so  können  wir  die  Formel  (5)  auch  so 
schreiben : 
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Um  nun  hieraus  X  zu  bestimmen,  nehmen  wir  an,  dass  zwei 
solche  Körper  A,  A\  wie  wir  hier  einen  betrachtet  haben,  hinter 
eina^nder   in    denselben    Stromkreis   mit    der   Intensität  J  ein- 
geschaltet seien. 

Die  Elektroden  6,,  e^  einerseits,  el,  e^  andererseits,  verbinden 
mit  den  beiden  Windungen  eines  Dififerentialgalvanometers, 
elches  so  eingerichtet  ist,  dass  kein  Ausschlag  der  Magnetnadel 
erfolgt,  wenn  beide  Windungen  in  umgekehrter  Richtung  von 
demselben  Strome  durchflössen  sind.  Dann  wird  bei  der  oben 
beschriebenen  Anordnung  die  Magnetnadel  dann  in  Ruhe  bleiben, 
'^^eiin  j  =  f  ist.  Dies  erreichen  wir  durch  Vergrösserung  oder 
Verkleinerung  des  Widerstandes  w'  der  zweiten  Galvanometer- 
indung  durch  passende  Ein-  oder  Ausschaltungen,  und  dann 
fr,  uf'  als  durch  die  Beobachtung  gegeben  anzusehen.  Wir 
tiÄben  dann  ausser  (6)  die  Gleichung 

''iXKi  daraus 

(8^  i^  -  ^  (^3  -  PI) 

Hierin  sind  nun  die  Grössen  P,  P'  aus  der  Theorie  zu  be- 
»tinamen,  was  voraussetzt,  dass  die  leitenden  Körper  J.,  Ä'  eine 
^ohl  definirte  einfache  Gestalt  haben.  Besonders  einfach  ge- 
staltet sich  aber  die  Theorie  dann,  wenn  die  beiden  Körper  A^  A' 
geometrisch  congruent  sind  und  auch  die  Elektroden  an  con- 
S'^ent  liegenden  Stellen  angebracht  sind.  Dann  sind  nämlich 
^^  P  und  P'  identisch  und  wir  erhalten  einfach 

w         X' 


§•  177. 
Strömung  in  einer  Kugel. 

Einfach  ist  die  Bestimmung  der  Function  H  für  eine  Kugel. 
™ir  bezeichnen  mit  c  den  Radius  der  Kugel,  mit  Qq^  q  die  Ab- 
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§.  177. 


stände  der  Punkte  p  und  €[  vom  Mittelpunkte,  und  mit  %•  den 
Winkel  zwischen  Qq  und  q. 

Indem  wir  nun  die  Function  IJ  [§.  175  (7)]  nach  steigenden. 
Potenzen  von  q  entwickelt  annehmen,  setzen  wir 


(1) 


^=-7  +  2^-9"^-. 


n=0 


worin  Pn  oder  PnCcos-O")  die  einfache  Kugelfunction  n**'Ordnun  ; 
(§.  112)  und  An  eine  Constante  bedeutet;  und  wenn  wir  noa 

Fig.  70.  r  =  Vp«  — 2ppocosa'  +  pj 

setzen  und  1/r  nach  fallende 
Potenzen  von  p  entwickeln,  ea 
giebt  sich  für  p  >  po 


^=-2 


PS 


n=0   ^ 


»1+1 


+  2^?"^- 


n=:0 


Hieraus  folgt  nun  für  q  =  c 


=  2^^^4#^^-  +  2^-««-'^-. 


und  da  diese   Grösse  nach   §.   175   (6)   constant  sein   soll, 
muss  für  jedes  positive  n 


A^  = 


n 


C2n  +  1 


sein,  während  ^o  unbestimmt  bleibt  und  gleich  0  gesetzt  werde 
kann.    Demnach  wird 


(2) 


H 


—       r        ^      n       c^n  +  i-^«- 


n  =  l 


Diese    unendliche  Reihe    lässt    sich    aber  durch  einen   g^" 
schlossenen  Ausdruck  darstellen.     Es  ist  nämlich  [§.  112  (2)] 

c 1^ 

Vc*  —  2  02^^0^08-^  4-  q^qI        c' 


(3) 


Q^'Ql   T)    ^ 


«2 


«=1 


und  wenn  man  mit  dglQ  multiplicirt  und  integrirt 


1  Pl£o.p   _  f 

w  C2-  +  1     **        JpV^*  — 2c2 


_lfd^_ 


ppocosa-  +  p^pj      ^  i  9 


§•  177.  Strömung  in  einer  Kugel.  459 

Setzen  wir 

o  ist  q'  die  Entfernung  des  Poles  g'  von  q  vom  Mittelpunkte 
F'ig.  70)  und  es  ergiebt  sich 

*>.   r c  dg C  dg' 

=  —  -  log(()'  —  Qo  cos^  +  V^'«  — 2()op'cos^  +  p2), 

Eid.  daraas  nach  (4)  und  (5),  wenn  man  die  additive  Gonstante 
1X8   ^  =  0  bestimmt, 

n  vi-  ^'^^S  p  _ 

log(c«  —  p  Po  cosa-  4"  Vc*  —  2c»ppoCOS'9'  +  q^q^) 

+  ilog2c^ 

^mnach  ergiebt  sich  schliesslich  explicite  durch  Addition   von 
0    und  (7)  nach  (2) 

0     H=l-  ^ 


H"  -  log(c«  —  p  Po  cos^  +  y  c4  —  2  c2 p  Po  cos-^  +  p2  qI) 

—  -  log  2  ca. 

Um  hieraus  nach  der  Formel  §.  175  (15)  den  Widerstand 
Kugel  zu  berechnen,  muss  man  diesen  Ausdruck  auf  zwei 

^xikte  der  Eugeloberfläche  anwenden ;  man  setzt  also  q  =  Qq  =  c 

^^  erhält 

.)  Ä=i L_^  +  i  ,„g  (sin.  f  +  ,i.  I). 

c  sm  - 

Dieser  Ausdruck  giebt  uns  unmittelbar  den  Werth  -ffei,e«? 
''^xin  man  unter  O*  den  auf  der  Kugelfläche  gemessenen  Winkel 
^•ischen  den  Mittelpunkten  der  beiden  Elektroden  versteht. 

Um  aber  Ui  zu  finden,  hat  man  ^  vom  Mittelpunkte  der 
^^ten  Elektrode  innerhalb  dieser  zu  messen,  und  da  hierbei  d' 
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fortwährend  sehr  klein  bleibt,  kann  man  r  =  2c8in(^/2)  setzen 
und  kann  das  Quadrat  von  r  gegen  r  selbst  vemachlässigeiu 
Man  erhält  dann  aus  (9) 

TT         12,1,       r 
^^=7-7  +  7^^8  2"c- 

Hiernach  hat  man  den  Ausdruck 

TT  _      ^      f    ^do_  _  1   ? H^rdr 
^  ~  2nr^  J  '^rl  —  r»  ~"  ^i  J  \r-  —  r^ 

0 

zu  bilden  und  findet  durch  Ausführung  dieser  Integration 

(10)  ü-,  =  -^  +  ilog^, 
^     ^  ri    ^    c  c 

und  ebenso 

(11)  (/,  =  _^  +  ilog^, 

und  folglich  erhält  man  den  Widerstand 


2 


c8in-2- 


+  7  ^""^  (''"'  f  +  ""^  f)}' 


worin  also  d'  den  Winkelabstand  der  beiden  Elektroden  bedeute<> 


§.  178. 
Strömung  in  einer  planparallelen  Platte. 

Es  soll  jetzt  die  stationäre  Strömung  der  Elektricität  in 
einer  planparallelen  Platte  untersucht  werden,  die  wir  zunächst 
als  seitlich  unbegrenzt  annehmen.  Es  sei  also  ein  Leiter  begrenzt 
von  zwei  unendlichen  parallelen  Ebenen  und  es  trete  ein  elek- 
trischer Strom  von  der  Intensität  j  ein  und  aus  durch  zwei  ein- 
ander gerade  gegenüberstehende,  gleiche,  kreisförmige  Elektroden, 
über  die  wir  die  Voraussetzungen  wie  in  §.  167  machen. 

Wir  wählen  die  Mittelebene  der  beiden  Grenzebenen  zur 
xy 'Ebene  und  bezeichnen  die  Dicke  der  Platte  mit  2%,  den 
Radius  der  Elektroden  mit  r^,  Führen  wir  Cylindercoordinaten 
jgr,  r,  d"  ein,  so  ist,  wie  aus  der  Symmetrie  folgt,  das  elektrische 


f 
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Potential  9  von  dem  Winkel  d^  unabhängig.  Nehmen  wir  die  posi- 
tiTe  jer-Axe  der  Richtung  des  positiven  Stromes  entgegengesetzt, 
30    ergeben   sich,   wenn   k   die  Leitfähigkeit   der  Substanz  be- 
deutet, zur  Bestimmung  von  q>  die  Bedingungen 

fiir    unendlich  grosse  Werthe  von  r  muss   9  einen  constanten 

ÜVerth  erhalten. 

Aus  der  Symmetrie  der  Anordnung  folgt,  dass  der  Strom 

die  Mittelebene  senkrecht  durchsetzt,  dass  also  die  Ebene  js  =  0 
eitle  Niveaufläche  sein  muss,  und  da  q>  bis  jetzt  nur  bis  auf  eine 
additive  Constante  bestimmt  ist,  so  können  wir  annehmen,  dass 

(4)  9  =  0         für  ;^  =  0 

sein  soll.     Dann   folgt,    wie   gleichfalls  aus  der  Symmetrie  zu 
»chliessen  ist, 

(5)  g,(_^)  =  _g,(4 

^-  h.,  9  ist  eine  ungerade  Function  von  js. 

Es  genügt  daher,  wenn  wir  die  Function  q>  für  positive 
*^erthe  von  g  gefunden  haben. 

Zur  Integration  wenden  wir  die  Methode  der  parti- 
kularen Lösungen  an,  die  darin  besteht,  dass  man  particulare 
Lösungen  der  Differentialgleichung  (1)  zu  bestimmen  sucht  und 
^^Hu  von  dem  Satze  Gebrauch  macht,  dass  man  bei  linearen 
*^^ifferentialgleichungen  allgemeinere  Lösungen  erhält,  wenn  man 
*^^  particülaren  mit  willkürlichen  Constanten  multiplicirt  und 
*ie  Summe  bildet. 

Wir  suchen  nun  der  Differentialgleichung  (1)  dadurch  zu 
Stufigen,  dass  wir  für  9  das  Product  BZ  einer  Function  B  von 
*"  ülein  und  einer  Function  Z  von  js  allein  setzen.  Dies  giebt 
^^^  Bedingung 

^^d  diese  Gleichung,  deren  eine  Seite  nicht  von  z^  deren  andere 


462  Zweiundzwanzigster  Abschnitt.  §.  173. 

nicht  von  r  abhängt,   kann  nur  bestehen,    wenn  beide  Seiten 
gleich  einer  und  derselben  Constanten  a^  sind,  also: 

(8)  g^..Z=0. 

Die  Lösung  wird  allgemein  genug,  wenn  wir  a^  als  posx^iT 
(a  reell  und  positiv)  voraussetzen.  Wollten  wir  eine  andere  A^x^- 
nahme  machen,  so  würde  sich  die  Lösung  in  einer  anderen  Foirm 
ergeben,  die  sich  aber  den  Grenzbedingungen  weniger  leicht  ein- 
passen lässt.    Die  Gleichung  (8)  wird  dann  durch  die  Functioi^ 

Z  =  e^*  —  6-«' 


befriedigt,  und  zwar  so,  dass  zugleich  die  Bedingungen  (4) 
(5)  durch  das  particulare  Integral  selbst  erfüllt  sind. 

Die  Diflferentialgleichung  (7)  geht,  wenn  wir  a;  =  «r  8etzöXi> 
in  die  DiflFerentialgleichung  der  Bessel' sehen  Function  Jq  C-^) 
oder  J(x)  über  [§.  69  (13)],  und  wir  können  also 

R  =  J{ar) 

setzen.  Das  zweite  particulare  Integral  der  DiflFerentialgleichung  (  ^) 
kommt  hier  nicht  in  Betracht,  weil  es  für  r  =  0  nicht  endli^^*^ 
bleibt.  Demnach  genügen  wir  der  Dififerentialgleichung  (1),  wei^^  ^ 
wir  für  q>  einen  Ausdruck  von  der  Form  setzen 

(9)  9  =  ^AJ{ar) {^'  -  er-'), 

worin  sich  die  Simime  auf  der  rechten  Seite   auf  verschiede^^^^ 
Werthe  von  a  bezieht  und  Ä  eine  Reihe  willkürlicher  Gonstan 
durchläuft. 

Nun  liegt  aber  hier  kein  Grund  vor,  irgend  einen  positiv 
Werth  von  a  auszuschliessen.    Wir  können  also  in  der  Sumi*^^^^ 
(9)  unendlich  viele,  in  unendlich  kleinen  Intervallen  auf  einan^  ^^r 
folgende  Werthe  von  a  benutzen.     Die  Constante  Ä  hat 
für  jedes  a  einen  willkürlichen  Werth,  und  sie  kann  also 
eine  willkürliche  Function  von  a  angesehen  werden,  die  wir 
F(a)da  bezeichnen,  worin  da  den  unendlich  kleinen  Zuwachs 
einem  Werthe  a  zum  nächsten  bedeutet.    Hierdurch  erhalten 
für  (p  einen  Ausdruck  durch  ein  bestimmtes  Integral,  dem 
die  Grenzen  0  und   oo   geben  können,  nämlich 


n 
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(10)  (p=  {F{a)J{ttr){&"  —  €r^')d  a. 

0 

Die  Fnnction  F(a)  ist  hierin  noch  so  zu  bestimmen,  dass 
die  Bedingungen  (2),  (3)  erfüllt  werden. 

Um  dies  zu  erreichen,  bemerken  wir,  dass  sich  die  beiden 
Bedingungen  (2)  und  (3)  mit  Hülfe  der  für  Bessel'sche  Func- 
tionen bestehenden  Integralformeln  in  eine  zusammenfassen 
lassen.    Es  ist  nämlich  nach  §.  77  (6)  und  (7) 

I  sin  (ari)  J{ar)  da  =  0,  ^  >  ^n 

0 

^^d  hiemach  können  die  beiden  Bedingungen  (2)  und  (3)  durch 
^i©    eine  ersetzt  werden: 

(^1)  If  =  2Ä;r  J  8in  («r.)  J{ar)  da,      {z  =  h). 

0 

^^8  (10)  aber  ergiebt  sich  für  ^r  =  ä 
(12)  ||-  =  \F(a)  J{ar)  a{^^  +  e-'»«)  da, 

0 

wid  durch  den  Vergleich  von  (11)  mit  (12)  findet  man 

lP(n\  —       ^  ^injar;) 

und  folglich 

/19^  J       C  &"  —  er-*"  sinari  , 

0 

Dies  Integral  convergirt  unbedingt  für  alle  Werthe  von  z 
zwischen  — h  und  -{-h  und  verschwindet  für  r  =  oo.  Es  ge- 
nügt also  allen  Bedingungen  unserer  Aufgabe. 

Unser  Ausgangspunkt  in  den  Betrachtungen  §.  167,  die  auch 
hier  zu  Grunde  liegen,  war  der,  dass  g?  innerhalb  der  Elektroden- 
flächen einen  constanten  Werth  haben  sollte.  Dieser  Forde- 
rung entspricht  unser  Ausdruck  (13)  aber  nicht  genau,  sondern 
nur  80  weit,  als  rj  im  Vergleich  mit  h  als  unendlich  klein  an- 
gesehen werden  kann.     Es  zeigt  sich  aber  hier,  dass  der  Aus- 
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druck  (13)  innerhalb  einer  Elektrodenfläche,  also  für  ;er  =  A  oiii 
r  <^riy  schon  mit  Vernachlässigung  von  Grössen  der  Ordnan 
(Ti/hy  constant  wird,  und  man  kann  daher  mittelst  (13)  au< 
die  Abhängigkeit  des  Widerstandes  von  r^  und  h  mit  einer  g 
wissen  Annäherung  finden. 

Aus  (13)  erhalten  wir  nämlich,  wenn  wir  an  die  Elektro 
0  =  +  h,  r  <Z  r^  gehen. 


0 


d«, 


oder,  wenn  wir 


ß«'»  —  6-«*  2c-*«* 


setzen : 
(15) 


eoÄ_|_g-«»  1  +  c 


00 


0 

00 


_  _-L_  f  flu! 

nkri   j         a 


e-2***  J(ar)sinari  da 


(1  +  c-2aÄj 

0 

Es  ist  aber  nach  §.  78  (3)  für  r  <  r^ 

00 

(16)  I  J(oer)8mar,  —  =  ^- 

und  ferner 


00 

C    fi—2uh 


(1  +  e-2«Ä) 

0 

00 

0 

und   nun   können   wir   mit  Vernachlässigung   von    Grössen 
Ordnung  (ri/Ä)3  setzen 

Danach  wird  das  Integral  (17)  gleich 


<'«  T  [t 


c-««       ,  n  log  2 

a«  =  ^ 


+  e-2«  Ä      2 

Aus  (15)  und  (18)  ergiebt  sich 
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„    ^_j J}og2 

^*        4Ari        2jtkh 

Der  Widerstand  W  der  Platte  ist  aber  nach  §.167  aus 

j  W=  fpH  —  q>-K  =  2  9;^, 

bestimmt,  und  folglich  ist 


(19)  w  = 


1  log  2 


2  A  Ti        %kh 


§.  179. 
Riemann's  Theorie  der  Nobili'schen  Farbenringe. 

Der  Ausdruck  (13)  §.  178  für  das  Potential  q>  gestattet  leicht 
den  Uebergang  zu  punktiormigen  Elektroden.  Man  braucht  darin 
nur  ri  =  0  und  sinari/arj  =  1  zu  setzen.    So  ergiebt  sich 

GO 

(1)  y  =  ^  [  ^'  7  ^\'  J(ar)  da. 

0 

Für  eine  dünne  Platte,  d.  h.  für  Werthe  von  r,  die  im  Ver- 
gleich zu  Ä  gross  sind,  ist  dieser  Ausdruck  schlecht  brauchbar. 
Denn  das  Integral  ist  für  z  =  h  nur  bedingt  convergent,  und 
^^  Integral,  was  den  Diflferentialquotienten  d(p/dz  darstellt,  ist 
^r  jer=Ä  divergent.  Es  lässt  sich  daher  auch  dem  Ausdruck  (1) 
^icht  unmittelbar  ansehen,  dass  er  der  Bedingung  §.  178  (2) 
genügt.  Einen  Ausdruck,  der  in  dieser  Hinsicht  weit  vorzuziehen 
^^^t  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Function  g?  in  eine  Sinusreihe 
^iitwickeln,    in   der  jedes  einzelne  Glied  jener  Grenzbedingung 

genügt,  also  in  eine  Reihe,  deren  Glieder  den  Factor  sin  ^  z 

^i^thalten,  worin  n  die  Reihe  der  ungeraden  ganzen  Zahlen 
^^chläuft. 

Wir  entwickeln  also  eine  ungerade  Function /(^),  die  in  dem 
^J^tervall  von  — h  bis  -}-ä  mit  der  Function 

^^reinstimmt,  und  darüber  hinaus  nach  dem  Gesetze: 
(3)  /(^)  =  /(2  h  -  z) 

^lemaBB- Weber,   Partielle  Differentialgleichungen.  30 
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§.17? 


fortgesetzt  wird  nach  §.  33  in  eine  Sinusreihe 


W 


nn 


/W  =  S^^^^öT^' 


und  in  dies^er  Reihe  kommen  nach  (3)  nur  die  ungeraden  n  y( 
Mau  tiudet  nach  §.  33  für  An 

h 

—  e~^*    .    nn      , 


h 

—  7l  f  ^' 


und  nach  Ausführung  dieser  Integration 

n  — 1 

(5) 


2 


^-  =  (-1)»     l 


a 


«2  + 


4A2 


Macht  man  hiervon  in  (1)  Gebrauch,  so  folgt 


(ö) 


n  — 1 


9  =  ^lTi2(-i)^  si 


nx 

sin  TT-r  jer 


2h 


j 

0 


aj(ar)  da 


a2  -f- 


TP" 


Setzt  man  hierin  nach  §.  73  (9) 

^.2   fsin(arf)df 

HO  erhält  man  durch  Umkehrung  der  Integrationsfolge: 


0 


aJ'(ar)da  2 

,      ,      W2ä2     ~    " 


00 


;r 


df 


!^ 


Vl^  - 1 


1 


a  sin  (a  r  £)  d  a 


0 


«2  4- 


2-172       ' 


ir. 


und  wenn  man  die  Integration  in  Bezug  auf  a  nach  §.19  (3) 
ausführt,  so  ergiebt  sich 


(7) 


n  — 1 


n  7t  ^ 
2h 


"dl 


1 


1^ 


Dieser  Ausdruck  wird  unendlich  für  r  =  0 ,  ist  aber  sehr 
gut  convergent  für  grosse  Werthe  von  r. 
Der  Coefficient 

(£rt'^^  =  ?f^^'^^  +  ''^^''^^^     [§-73(9)] 
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ist  eine  Bessersche  Function  und  kann  für  hinlänglich  grosse 
Werthe  von  k  durch  eine  halbconyergente  Reihe  dargestellt  werden. 
Beschränkt  man  sich  in  dieser  halbconvergenten  Reihe  auf  das 
6rste  Glied,  was  für  grosse  Werthe  von  r/h  gestattet  ist,  §.  76  (16), 
30  folgt 


^_^  n  —  1        /   r        njt 


n  —  1        /7.  n  7t  ^^ 

fiTC 

sin  ^  z. 


oder  endlich,  wenn  man  sich  auch  in  dieser  Reihe  auf  das  erste 
Glied  beschränkt, 

«in  Ausdruck,  der  für  hinlänglich  grosse  Werthe   von  r/A  ge- 
nügende Genauigkeit  giebt. 

Diese  Formeln  geben  für  ;er  =  0  den  Werth  g?  =  0,  und  es 
ist  in  ihnen  also  auch,  wenn  man  sich  auf  positive  Werthe  von 
-JS  beschränkt,  die  Lösung  eines  anderen  physikalischen  Problems 
Enthalten,  nämlich  das  der  Strömung  in  einem  Elektrolyten, 
<ier  itt  einer  Schicht  von  der  Dicke  A  eine  Metallplatte  über- 
deckt, wenn  der  Strom  durch  eine  Elektrode  an  der  Oberfläche 
<le8  Elektrolyten  eintritt.  Es  muss  in  diesem  Falle  das  Potential 
in  dem  guten  Leiter  constant  sein  und  kann  gleich  Null  gesetzt 
'Werden.  Der  DiflFerentialquotient  kdq)lcz  giebt  für  z  =  0  die 
Dichte,  mit  der  der  Strom  in  die  Metallplatte  eintritt,  die  eine 
F'unction  von  r  ist.  Die  Formel  (9)  ergiebt  dafür  den  ge- 
näherten Ausdruck 


<10)  X 


d(p  _     j 


7t  r 
2h 


'dz        2hYrh 

Hierauf  hat  Riemann   eine   Theorie   der  Erscheinung   der 
Kobili'schen  Farbenringe  gegründet *)•     Bei  geeigneter  Anord- 
nung nämlich  scheidet  sich  auf  der  Metallplatte  ein  Ion  ab,  und 
zwar  in  einer  Menge,  die  der  Stromdichte  proportional  ist.   Wenn 
nun  die  abgelagerte  Schicht  die  Farben  dünner  Plättchen  zeigt, 
«o  lässt  sich  aus  der  Farbe  die  Dicke  dieser  Schicht  sehr  genau 
bestimmen,    und    man    würde     damit    eine    Prüfung    für    die 
Formel  (10)  erhalten. 

Es  ist  jedoch  in  dieser  Theorie  von  Riemann  ein  Umstand 
nicht  berücksichtigt,  der  auf  die  Erscheinung  von  wesentlichem 

*)  Zur  Theorie  der  Nobili'schen  Farbenringe.     Riemann's  Werke, 
Seite  55. 

30* 
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Einfluss  ist,  nämlich  die  Polarisation.  Es  entsteht  nämlich  eben 
durch  die  Ablagerung  des  Ions  an  der  Grenze  der  Metallplatte 
eine  elektromotorische  Kraft,  die  eine  der  ursprünglichen  ent* 
gegengesetzte  elektrische  Strömung  erzeugt,  und  die  bis  zur 
völligen  Aufhebung  des  ursprünglichen  Stromes  ansteigen  kann. 
Hieraus  erklärt  sich  die  Abweichung  von  dem  Riemann'- 
sehen  Gesetze ,  die  sich  bei  einer  Reihe  schöner  Versuche  yon 
Guebhard  ergeben  hat,  und  wir  wollen  daher  im  Folgenden 
noch  etwas  auf  die  Theorie  der  elektrischen  Polarisation  ein- 
gehen 1). 

§.  180. 
Polarisation  der  Elektroden. 

Wenn  durch  einen  elektrolytischen  Process  eine  chemische 
Zersetzung  vor  sich  geht,  so  entsteht  durch  die  Ablagerung  auf 
einer  der  Elektroden  eine  elektromotorische  Kraft,  die  dem  ur- 
sprünglichen Strome  immer  entgegengesetzt  gerichtet  ist,  diesen 
also  schwächt  und  daher  auch  auf  die  Stromvertheilung  in  dem 
Elektrolyten  einen  Einfluss  hat  Diese  entgegenwirkende  elektro- 
motorische Kraft  heisst  die  Polarisation  der  Elektrode.  Diese 
Polarisation  entsteht  aber  nicht  mit  einem  Male  in  ihrer  ganzen 
Stärke,  sondern  steigt  allmählich  in  dem  Maasse,  wie  sich  die 
elektrolytische  Substanz  auf  der  Elektrode  absetzt»). 


')  Guebhard  hat  bei  seinen  Beobachtungen  die  Gurren  gleicher 
Farbe  nahe  übereinstimmend  gefunden  mit  den  Curven  gleichen  Potentials^ 
wenn  man  die  Strömung  in  der  Platte  nach  den  Annahmen  des  einund- 
zwanzigsten Abschnittes  behandelt  Die  Arbeiten  von  Guebhard  sind  ver- 
öffentlicht  in  den  Comptes  rendus  der  Pariser  Akademie ,  im  Journal  de 
physique  und  in  der  Zeitschrift  l'Electricien  in  den  Jahren  1880  bis  1883. 
Diese  Arbeiten  haben  zu  weiteren  theoretischen  und  experimentellen  Unter- 
suchungen Anlass  gegeben,  von  denen  die  Arbeiten  von  W.  Voigt  (Annalen 
der  Physik,  Bd.  XVII.  und  XIX.)  und  Vol terra  (Atti  diTorino,  Bd.  XVIII.) 
hier  erwähnt  sein  mögen. 

*)  Bei  den  Versuchen  von  Beetz,  auf  die  sich  Riemann  bezieht, 
wird  eine  Lösung  von  Bleioxyd  in  concentrirter  Kalilauge  durch  einen 
Strom  zersetzt,  der  durch  eine  punktförmige  Elektrode  eintritt,  und  an 
einer  Platte  aus  Platin,  vergoldetem  Silber  oder  Neusilber  austritt.  Auf 
der  Platte  lagert  sich  Bleisuperoxyd  als  Kation  ab,  während  an  der  Anode 
Wasserstofif  frei  wird.  Die  Versuche  sind  in  mannigfacher  Weise  ab- 
geändei*t  worden. 
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Die  genauen  Gesetze  dieses  Vorganges  sind  nicht  bekannt, 
und  um  die  Erscheinung  theoretisch  angreifen  zu  können,  muss 
irgend  eine  plausible  Annahme  über  die  Wirkungsweise  der 
Polarisation  gemacht  werden. 

Der  Herausgeber  dieses  Werkes  hat  die  Annahme  gemacht, 
dasB  die  elektromotorische  Kraft  der  Polarisation  mit  der  sie 
erzeugenden  Stromdichte  proportional  sei,  und  hat  daraus  für 
das  elektrische  Potential  q)  die  Grenzbedingung 

hergeleitet,  worin  h  als  constant  angesehen  wurdet). 

Diese  Annahme  kann  aber  dem  wirklichen  Vorgange  nur  in 
den  Anfangsstadien  entsprechen,  so  lange  die  Polarisation  noch 
schwach  ist,  und  die  Beobachtung  der  Nobili'schen  Ringe,  die 
durch  starke  Ströme  erzeugt  werden,  giebt  daher  auch  keine 
fiestätigung  derselben. 

Eine  andere  Annahme  ist  von  Roiti^)    gemacht  und  von 
Volterra^)  theoretisch  verfolgt  worden.    Diese  Annahme  führt 
auf  eine  auch  mathematisch  interessante  Form  der  Grenzbedin- 
Sungen. 

Nach  dieser  Annahme  kann  die  Polarisation  in  einem  ge- 
gebenen Falle  immer  nur  bis  zu  einem  gewissen  Maximum  an- 
steigen.   Wenn  dies  Maximum  erreicht  ist,  bringt  eine  weitere 
Ablagerung  des  Ions  keine  Veränderung  mehr  hervor.     Es  wird 
sich  dann,  wenn  die  Stärke  des   eintretenden  Stromes  constant 
erhalten  wird,  mit  der  Zeit  ein  stationärer  Zustand  einstellen, 
^vo  dann  auf  einem  Theile  der  leitenden  Oberfläche  dieses  Maxi- 
nam  erreicht  ist.    In  dem  anderen  Theile  dieser  Fläche,  wo  das 
Maximum  noch  nicht  erreicht  ist,  darf  beim  stationären  Zustande 
kein  Strom  eintreten,  da  sonst  eben  die  Polarisation  noch  steigen 
'Würde.    Der  ganze  Strom  tritt  also  durch  die  Stellen  der  Fläche 
«in,  wo  das  Maximum  erreicht  ist.     Diese  Bedingungen  wollen 
wir  nun  in  einem  einfachen  Falle  mathematisch  formuliren. 

Wir  wollen  annehmen,  es  sei  auf  einer  unendlichen  Metall- 


*)  H.  Weber,  Ueber  die  BesserBcben  Functionen  und  ibre  An- 
wendung auf  die  Tbeorie  der  elektriscben  Ströme.  Grelle *8  Journal, 
Bd.  75  (1872). 

■)  Nuovo  Cimento,  vol.  X. 

•)  Atti  deUa  R.  Accademia  di  Torino,  vol.  XVIIl.  (1882  —  1883). 
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platte,  deren  obere  Grenze  wir  zur  xy-Ehene  wählen,  eine 
elektrolytische  Flüssigkeit  von  unendlicher  Höhe  ausgebreitet» 
Durch  einen  Punkt  e  dieser  Flüssigkeit  trete  ein  Strom  von  ge- 
gebener Stärke  j  ein.  Die  Elektrode  liege  in  der  js-Axe  und 
habe  die  Höhe  c  über  der  Grenzfläche.  Es  wird  sich  dann  in 
der  Grenzfläche  ein  Kreis  bilden,  dessen  Radius  mit  a  bezeichnet 
sein  mag,  in  dessen  Innern  die  Polarisation  ihr  Maximum  er- 
reicfit  hat.  Da  wir  das  elektrische  Potential  in  dem  Metall  als 
constant  ansehen  können,  so  wird  das  Potential  in  der  Flüssig- 
keit ebenfalls  im  Unendlichen  constant,  und  da  es  auf  eine 
additive  Gonstante  nicht  ankommt,  so  können  wir  es  im  Unend- 
lichen gleich  Null  annehmen.  Der  Werth  des  Potentials  an 
jeder  Stelle  der  Metallfläche  drückt  dann  die  elektromotorische 
Kraft  der  Polarisation  aus,  und  diese  wirkt  dem  ursprünglichen 
Strome  entgegen  und  hat  also  bei  positivem  j  einen  negativen 
Werth.  Das  Maximum  der  Polarisation  sei  daher  gleich  —  E. 
Da,  wo  das  Maximum  der  Polarisation  noch  nicht  erreicht  ist, 
darf,  wenn  der  stationäre  Zustand  erreicht  ist,  kein  Strom  mehr 
in  das  Metall  eintreten,  da  sonst  die  Polarisation  noch  wachsen 
würde;  an  diesen  Stellen  muss  also  dq>/d^  =  0  sein.  In  diesen 
Theilen  der  Grenze  wird  die  Polarisation,  d.  h.  also  der  Werth  des 
Potentials  (p  selbst,  mit  der  Dicke  der  abgelagerten  Schicht  pro- 
portional angenommen,  und  der  Werth  von  q>  bestimmt  demnach 
die  Newton'sche  Farbe. 

Wenn  keine  Polarisation  vorhanden  wäre,  so  wären  die  Be- 
dingungen, denen  die  Function  cp,  die  wir  in  diesem  Falle  mit 
g?i  bezeichnen  wollen,  zu  genügen  hat,  die  folgenden: 

J(p^  =  0,        ^  >  0, 

(Pi  =  0  für  z  =  0  und  im  Unendlichen, 

op,  =  —-^^ \-  funct.  cont  im  Punkte  c, 

wenn  k  die  Leitfähigkeit  der  Flüssigkeit  und 

Q  =  \(2  —  cy  +  r2 

den  Abstand  eines  veränderlichen  Punktes  p  von  der  Elektrode  e 
bedeutet.    Diesen  Bedingungen  genügt  die  Function 


j     /l         1\ 


wenn 


»'  =  V(^  +  r)«  -fr« 
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den  Abstand  des  Punktes  $  von  dem  Spiegelbilde  d  der  Elek- 
trode t  bedeutet.  Aus  diesem  Ausdruck  für  ^>^  ergiebt  sich  für 
<lie  Dichte,  mit  der  der  Strom  in  das  Metall  eintritt: 

8yi  _  j_c^        1 

'dz      '  2nk  y^a-fr»'* 

Um  nun  das  wahre  Potential  (p  zu  erhalten,  hat  man  zu  ^i 
noch  einen  von  der  Polarisation  herrührenden  Theil  g?2  hinzu- 
zufügen. Wenn  wir  annehmen,  dass  bei  unendlich  schwachen 
Strömen  die  Polarisation  mit  der  Stromdichte  proportional  sei, 
80  folgt  aus  dem  Ausdruck  für  d^i/d^er,  dass  tp^  im  Unend- 
lichen wie  die  dritte  Potenz  von  1/r  verschwinden  muss, 
und  daraus  ergiebt  sich,  dass  Qq)  für  ein  unendlich  wachsendes 
Q  nicht  bloss  endlich  bleiben,  sondern  verschwinden  muss. 

Demnach  ergeben  sich  aus  unseren  Voraussetzungen  unter 
Berücksichtigung  der  Polarisation  für  das  Potential  (p  im  statio- 
nären Zustande  die  folgenden  Bedingungen: 

(1)  J(p  =  0    für    i?  >  0, 

(2)  cp  =  -r-^ h  funct.  cont  im  Punkte  e. 

(3)  q>  =  ^  E      für    ir  =  0,      r  <i  a, 

(4)  |f-  =  Ö  für    ^  =  0,       r>a, 

(5)  p  9  =  0  im  Unendlichen. 

Wir  können  die  Aufgabe  aber  auch  durch  eine  etwas  andere 
ersetzen,    bei   der   wir   uns   die  Flüssigkeit  den  ganzen  unend- 
lichen   Raum,    auch   für   negative  z^  Pi„  71 
ausfüllend  denken.     Wir  lügen  dann 
im  Punkte  c'  eine  Elektrode  von  der- 
selben Stromstärke  j  hinzu  und  be- 
stimmen die  Function  (p  so,  dass  sie 
im  ganzen  Räume  der  Bedingung  Jq> 
=  0  genügt,  dass  sie  im  Innern  der   """"^""^ 
Kreisfläche  aß  den  constanten  Werth 
—  E  erhält  und  in  dem  Punkte  e  und 
e'  der  Bedingung  (2)   genügt.    Diese 
Function  tp  genügt  der  Bedingung  (4) 
von  selbst  und  stimmt  für  positive  z 
mit  der  durch  die  ursprüngliche  Aufgabe  geforderten  Function 
überein. 


K  e 


ß 


ne' 
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Das  80  gefasste  Problem  können  wir  aber  auch  als  ein 
elektrostatisches  deuten.  Es  handelt  sich  dann  um  das 
Gleichgewicht  der  Elektricität  auf  einer  Ereisscheibe  aß  unter 
dem  Einflüsse  zweier  gegebener,  in  den  Punkten  e,  ef   concen- 

trirten  gleichen  Elektricitätsmengen  ^'/^^^^  u^d  die  Bedingung 
(5)  besagt  dann,  dass  die  gesammte,  in  den  Punkten  e^  ef  und 
auf  der  Ereisscheibe  angehäufte  Elektricitätsmenge  gleich  Null 
sein  soll  [§.  128  (8)].  Dieses  elektrostatische  Problem  ist  aber 
durch  diese  Bedingungen  vollständig  bestimmt,  und  der  constante 
Potentialwerth  — E  in  der  Ereisscheibe  ist  gleichfalls  durch  die 
übrigen  Bedingungen  bestimmt. 

In  unserem  Falle  aber  ist  E  gegeben,  und  daraus  folgt 
eine  Relation,  aus  der  man  den  unbekannten  Radius  a 
zu  bestimmen  hat. 

§.  181. 
Der  cylindrische  Fall. 

Das  Problem,  was  in  den  Gleichungen  (1)  bis  (5)  des  vorigen 
Paragraphen  enthalten  ist,  gehört  zu  einer  Classe  von  Aufgaben, 
die  uns  schon  mehrfach  unübersteigliche  Hindernisse  in  den  Weg 
gelegt  haben.  Diese  Schwierigkeit  besteht  darin,  dass  die  Grenz- 
bedingungen sich  theils  auf  die  Function  q)  selbst,  theils  auf 
ihren  Differentialquotienten  beziehen,  und  wir  sind  bis  jetzt  nicht 
im  Stande,  diese  Gleichungen  zu  integriren. 

Um  aber  doch  ein  Beispiel  zu  haben,  was  von  dem  Voi^ange 
eine  richtige  Vorstellung  giebt,  greifen  wir  zu  einem  Auskunfts- 
mittel, was  uns  schon  oft  gute  Dienste  geleistet  hat,  wenn  sich 
die  dabei  vorausgesetzten  Verhältnisse  auch  schwer  genau  reali- 
fiiren  lassen,  wir  nehmen  den  cylindrischen  Fall  (§.  136). 

An  Stelle  der  Elektroden  c,  e'  nehmen  wir  zwei  auf  der 
Ebene  der  Fig.  72  senkrechte,  unendlich  ausgedehnte,  lineare 
Elektroden.  An  Stelle  des  Kreises  a/J  in  der  Fig.  71  tritt  ein 
diesen  Elektroden  paralleler  Streifen  von  der  Breite  2  a,  dessen 
Spur  in  der  Ebene  der  Fig.  72  gleichfalls  mit  aß  bezeichnet  ist, 
und  wir  können  als  wirksames  Hülfsmittel  die  conforme  Abbildung 
anwenden. 

Im  Falle  der  elektrischen  Strömung  brauchen  wir  nicht  ein- 
mal die  Elektrodenlinien  und  den  Streifen  unendlich  anzunehmen, 
wenn  wir  uns  die  ganze  Vorrichtung  durch   zwei   auf  der  Rieh- 
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tung  der  Ellektroden  senkrechte,  also  mit  der  Ebene  der  Fig.  72 
parallele,  nichtleitende  Ebenen  begrenzt  denken. 

Wenn  wir  die  xy- Ebene  senkrecht  zu  der  Richtung  der 
Elektroden  legen  und  a  =  x  -{'  iy  setzen,  so  muss  jetzt  also  q) 

Fig.  72.  Fig.  73. 


reelle  Theil    einer  Function    des   complexen  Argu- 
^  Ä  Utes  ß  sein,  und  es  muss  [§.  166  (6)] 


(O 


_  J 


—       o     1  ^^8  Q*  +  funct  cont.     in  c', 

''^^^■^er  muss  op  an  der  reellen  Axe  zwischen  a  und  ß  den  con- 
«texten  Werth  -  E  haben. 

Im  unendlichen  muss  y  gleich  Null  sein  [§.  136  (10)]. 

Wir  bilden  zunächst  die  ganze  unendliche  ;&- Ebene,  die 
^^^Xch  beide  Ränder  des  Schnittes  aß  begrenzt  ist,  in  einer  M;-Ebene 
*^^ff  den  Einheitskreis  ab  (Fig.  73),  so  dass  der  unendlich  ferne 
*^^^3dct  in  der  jer-Ebene  dem  Nullpunkt  der  ti;-Ebene  entspricht. 
*^^-2U  haben  wir  die  Mittel  in  den  §§.  139,  140  kennen  gelernt, 
^C^nach  sich  ergiebt  [§.  140  (5)] 


^  dw  «;    •    tc;  — 1  ^^  tü-f-l' 


dw 


^'^d  durch  Integration,  wenn   die  Integrationsconstanten  daraus 
'^^stimmt  werden,  dass  jB  =  a  ist  für  w=l  und  £!  =  0  für  w  =  i: 


oder 


2z  ,     1 

a  '    tu 
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(2)  tv  = 

a 

Das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  ist  hier  so  zu  bestimmex^^ 
dass  t/;  für  z  =  co  nicht  unendlich,  sondern  Null  wird.  Di^s 
tritt  dann  ein,  wenn  die  Quadratwurzel,  so  lange  z  reell,  positi^w 
und  grösser  als  a  ist,  positiv  genommen  und  dann  in  der  z^xr- 
schnittenen  jer-Ebene  stetig  fortgesetzt  wird. 

Die  Bilder  der  Punkte  e  und  e'   liegen  in  der  u;- Ebene  si.xza.f 
der  imaginären  Axe  und  zwar  in  den  Entfernungen 

(3)  ^  f^M^^-^ 

vom  Nullpunkte.  In  diesen  beiden  Punkten  wird  (p  unendlio'fa, 
wie  es  die  Formeln  (1)  verlangen.  Ueberdies  ist  (p  der  reelle 
Theil  einer  Function  des  complexen  Argumentes  w 

9  4-  t>  =  %(m;). 

Die  Function  g?  ist  an  der  Kreisperipherie  constant,  gleic 
—  J?,  und  im  Kreismittelpunkte  r=  0.  Diese  Function  lässt  siel 
bilden,  wenn  man  ausserhalb  des  Kreises  die  Pole  ß^,  e[  de: 
Punkte  e,  e*  nimmt.  Ist  dann  x  ein  variabler  Punkt  und  {tx, 
die  Entfernung  der  Punkte  e  und  a?,  so  wird  die  Function 


,      {eoS)  {(^  x) 
^^  {e^x){e[x) 


an  der  Kreisperipherie  constant,  und  im  Innern  nur  in  den 
Punkten  e,  e'  logarithmisch  unendlich  und  man  kann  demnach 
9  als  reellen  Theil  der  Function 

ansehen,  die  für  i<;  =  0  verschwindet,  und  deren  reeller  Theil, 
wenn  der  absolute  Werth  von  i<;  =  1,  also  xo  mit  ixn^  conjugirt 
imaginär  wird,  den  Werth 

erhält  Dieser  Werth  erweist  sich  aber  von  xo  unabhängig,  näm- 
lich gleich  jlogy/jrA,  und  man  erhält  also,  wenn  man  für  y 
den  Werth  (3)  einsetzt: 

(4)  E  = ^  log  ^ -^- 
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Lässt  man  a  Ton  0  bis  oo  gehen,  so  geht  die  rechte  Seite 
von  (4)  stets  abnehmend  von  oo  bis  0  und  nimmt  also  jeden 
positiven  Werth  E  einmal  an.  Es  ist  also  a  durch  den  Werth 
von^  E  und  die  sonstigen  Daten  des  Problems  eindeutig  bestimmt, 
ixnd  es  ist  dabei  zu  bemerken,  dass  a  um  so  kleiner  wird,  je 
grösser  unter  sonst  gleichen  Umständen  die  elektromotorische 
Kraft  E  der  Polarisation  ist. 


§.  182. 
Strömung  in  einem  Cylinder. 

Wir  betrachten  jetzt  noch  den  Fall  eines  Kreiscylinders  und 

nehmen  der  Einfachheit. halber  an,  dass  der  elektrische  Strom 

durch  zwei  punktförmige  Elektroden  in  den  Mittelpunkten  der 

Grundflächen  aus-  und  eintritt.    Die  in  §.  179  gegebenen  Formeln 

von  Biemann,  die  dort  für  eine  unbegrenzte  Platte  abgeleitet 

Bind,  lassen  sich  leicht  so  erweitem,  dass  sie  auch  für  eine  durch 

^inen   cylinderformigen   Rand    begrenzte    Platte    gelten.      Diese 

Reihen  aber,  die  die  Bessel'schen  Functionen  für  ein  imaginäres 

A^rgument  enthalten,  sind  wegen  der  Art  ihrer  Convergenz  nur 

fiir  dünne  Platten  und  in  grösserer  Entfernung   von    der  Axe 

ÄUvrendbar.    Für  einen  Cylinder,  dessen  Länge  im  Vergleich  zum 

Durchmesser  gross  ist,  sind  die  Formeln,  die  wir  dort  zuerst  er- 

^3iten  haben,  in  denen  die  Besserschen  Functionen  mit  reellem 

-^gument  vorkommen,   weit  besser  anwendbar.     Kirchhoff  hat 

^ese  Formeln  abgeleitet,  um  seine  Methode  zur  Bestimmung  des 

elektrischen  Leitvermögens  auf  cylindrische  Stäbe  anwenden  zu 

können  i). 

Bezeichnen  wir  also  den  Radius  des  Cylinders  mit  1  und 
b^lialten  sonst  die  Bezeichnung  des  §.  179  bei,  so  wird  das  elek- 
**^^he  Potential  jetzt  durch  folgende  Bedingungen  bestimmt: 

^  dr^  ^  r  dr  ^  oz^  ~     ' 

(a>  1^  =  0        fürr=l, 

(3>  1^  =  <2>       für  ^  =  ±  Ä,    r  <  1. 

0  z 

0  SitzungBbericbte  der  Berliner  Akademie,  26.  April  1883. 
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Hierin  bedeutet  O  eine  Function  von  r,  durch  die  das  Eiix:.^. 
strömen  der  Elektricität  in  die  Grundfläche  dargestellt  wird,  uiir::^^/ 
die,  wenn  wir,  wie  in  §.  179,  zunächst  eine  kreisförmige  Elektroc^^^ 
annehmen,  den  Ausdruck  hat: 

^  ^  27Ckr,^ri—r^  ' 

=  0,  r>  r,. 

Im  Endresultat  lassen  wir  ri  =  0  werden. 

Nach  den  Bedingungen  ist  (p  eine  ungerade  Function  vom.      ^ 
und  dadurch  reduciren  sich  die  beiden  in  (3)  enthaltenen  Bed 
gungen  auf  eine.    Den .  Gleichungen  (1)  und  (2)  wird  aber 
nügt  durch  jeden  Ausdruck  yon  folgender  Form : 

(5)  (p  =  AoZ  +  ^Ä, {e^'  -  e-^')  J(A, r), 

»=1 

wenn  J{x)  die  Bessel'sche  Function  der  Ordnung  Null  bedeufc" 
und  wenn  ky  die  sämmtlichen  Wurzeln  der  Gleichung 

(6)  J\x)  =  0 

durchläuft.    Zur  Bestimmung  des  Coefficienten  ^,^1,^19,...  erhS:»  ^^ 
man  aber  nach  (3) 

woraus  nach  §.  79  (10) 

1 

1  2  f  a>J(A,r)rdr 

(7)  A  =  2J»rdr,        X  = -^-^V^-^^j^.. 

Nun  ist 


f     rar 


frl  —  r» 
0 


1 » 


und  da  wir  für  ein  unendlich  kleines  r  in  den  Integralen   C^     v 
J{kyr)  =  1  setzen  können,  so  folgt  aus  (4) 

j  j  1 

(8)  A  =  ^r       ^^  =  TcJ  X,{e'^'  +  e-'^')J(ikry 

Für  die  Anwendung  der  Kirchhoff'schen  Methode  komm' 
es  darauf  an,  den  Werth  (p^   der  Function  (p  für  einen  Punl 
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der  Peripherie  des  Grrandkreises,  also  für  ir  =r  A,  r  =  l  zu  be- 
stimmen«   Hierfür  erhält  man  nach  (5)  und  (8) 

Da  ir^  ungefähr  =  3,8  ist,  so  wird,  wenn  A  einigermaassen 
gross  ist,  d.  h.  wenn  die  Länge  des  Gylinders  auch  nur  ein 
massiges  Vielfaches  seines  Radius  ist»  mit  grosser  Annäherung 

1  j^  e-''*''  ~ 
gesetzt  werden  dürfen,  und  man  erhält  aus  (9) 

(lO)  ^,  =  X(*+2-^), 

die   hier  vorkommende  Summe 

i^  eine  reine  Zahl,  für  die  Kirchhoff  den  Werth 

^^i'echnet,  und  daraus  ergiebt  sich,  wenn  man  jetzt  den  Radius 
^cht  mehr  mit  1,  sondern  mit  12  bezeichnet,  und  die  Dimen- 
sionen beachtet 

• 

(U)  q>,  =  ^^^^  (h-E.  0,38479). 


§.  183. 
Kugel  im  constanten  Stromfelde. 

Wir  wollen  hier  noch  ein  Beispiel  für  eine  andere  Art  von 
^^oblemen  über  stationäre  Ströme  bebandeln. 

Es  sei  ein  als  unbegrenzt  anzusehender  Leiter  von  einem 
^listanten  elektrischen  Strome  in  einer  festen  Richtung  durch- 
'^^Bsen,  er  bilde  also  ein  constantes  Stromfeld.  In  dieses 
*^ld  werde  ein  Körper  von  anderem  Leitungsvermögen  hinein- 
gebracht Dadurch  wird  das  Feld  verändert,  und  diese  Aende- 
^ng  ist  zu  bestimmen. 
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Der  Einflttss  des  Körpers  wird  sich  nur  auf  eine  endliche 
Entfernung  hin  inerklich  machen;  im  Unendlichen  können  wir 
nach  wie  vor  das  Feld  als  constant  betrachten. 

Um  nun  die  Differentialgleichungen  für  dieses  Problem  auf* 
zustellen,  bezeichnen  wir  mit  A^  das  Leitvermögen  des  unend* 
liehen  Feldes,  mit  A2  das  des  eingetauchten  Körpers,  mit  j  di& 
Stromdichte  im  unendlichen  Felde,  und  wählen  die  Richtong 
dieses  Stromes  zur  positiven  a:-Richtung. 

Es  ist  dann  in  dem  ungestörten  Felde  das  elektrische  PotentiaL 

(1)  ^  =  -f. 

Nach  Einbringung  des  Körpers  sei  q>^  das  Potential  int 
Aussenraume  und  (p^  im  Innern  des  Körpers.  Wir  haben  dana 
diese  Functionen  den  Bedingungen  gemäss  zu  bestimmen: 

(2)  z/^i  =  0,        z/y,  =  0. 

Ist  n  die  Richtung  der  Normale  an  der  Grenzfläche,  gleich- 
viel in  welchem  Sinne  positiv  genommen,  so  muss  an  der  Grenz- 
fläche 

sein,  und 

(4)  fürr=cx),      9,,  =  _!?. 

Der  Einfachheit  halber  nehmen  wir  zwischen  den  beidea 
Leitern  keine  Spannungsdifferenz  an.  Die  Berücksichtigung 
einer  constanten  Spannungsdifferenz  hätte  auch  keine  Schwierig- 
keit und  würde  zu  demselben  Resultate  führen. 

Man  sieht  nun,  dass  diese  Differentialgleichungen  mit  ihren 
Nebenbedingungen  dieselben  sind,  die  wir  in  §-  147  für  die 
magnetische  Induction  eines  Körpers  von  weichem  Eisen  in  einem 
constanten  Magnetfelde  erhalten  haben,  und  es  sind  also  die  dort 
gegebenen  Resultate  hier  unmittelbar  anwendbar. 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  der  eingetauchte  Körper  sei  eine 
Kugel  vom  Radius  c,  und  es  sei  r  die  Entfernung  eines  variablen 
Punktes  vom  Kugelmittelpunkte,  so  können  wir  den  Ansatz 
machen : 

worin  Ä  und  B  noch  zu  bestimmende  Constanten  sind. 
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Darch  diese  Annahme  sind  (2)  und  (4)  allgemein  befriedigt, 

und  zur  Bestimmung  yon  A  und  B  dienen  die  Gleichungen  (3), 

diese  ergeben  wegen 

dx X 

dr         r 
<iie  folgenden  linearen  Gleichungen: 


ilso 


A  Aj    -T~    Aj  Z  Aj    — T-    Aj 


<*)  ..  =  -  ^^  ('  +  Ä:^l;  ^) . 

Hieraus  erhellt,  dass  im  Innern  der  Kugel  die  Strömung 
geradlinig,  der  or-Bichtung  parallel,  verläuft  und  zwar  mit  einer 
I>ichtigkeit 


<7)  /  = 


3jA 


3 


2  Ai  +  A, 


Ist  beispielsweise  das  Leitvermögen  der  Kugel  unendlich 
SiX>8s  im  Verhältnisse  zu  dem  des  umgebenden  Mediums,  so  ist 
^e  Stromdichte  in  der  Kugel  das  Dreifache  von  der  im  un- 
kindlichen Felde. 

In  dem  die  Kugel  umgebenden  Felde  sind  die  Stromlinien 
^cdit  mehr  geradlinig,  sondern  sie  werden  gegen  die  Kugel  hin 
^Ogelenkt,    wie    es    die    Formel  (5)   zeigt.     Nehmen    wir    auch 
*^^r  Aj   unendlich  gross,   so   folgt 

(«i  „  =  _._^  (,_£!), 

^^xd  der  andere  extreme  Fall,  in  dem  der  eingetauchte  Körper 
Nichtleiter,  also  Ag  =  0  ist,  giebt 


t9i  ,.  =  _^^(,+  i£l) 


Im  Falle  (8)  ist  91  =  0  für  r  :=  c  und  die  Kugeloberfläche 
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ist  Niyeaufläche;  die  Stromlinien  münden  senkrecht  auf  die 
Kugelfläche.  Im  Falle  (9)  ist  8yi/8r  =  0  für  r  =  c,  d.  h.  die 
Kugeloberfläche  ist  yon  Stromlinien  überzogen. 

Weit  schwieriger  wird  das  Problem,  wenn  die  Polarisatiot* 
an  der  Grenze  (nach  der  Annahme  des  §.  180)  berücksichtig^ 
werden  soll.  Für  den  Fall,  dass  der  eingetauchte  Körper  eL 
unendlicher  Cylinder  ist,  hat  Volterra  die  Diflerentialgleichunge 
integrirt  i). 


0  Atti  della  R.  Accademia  di  Torino,  Bd.  XVni,  1682. 


Dreiundzwanzigster  Abschnitt. 
Elektrolytisohe  Versohiebungen. 


§.  184. 
Differentialgleichungen  der  lonenbewegung. 

Wir  haben  im  neunzehnten  Abschnitte  die  Differential- 
gleichungen für  die  Bewegung  der  Ionen  in  Elektrolyten  unter 
^ein  Einflüsse  des  elektrischen  Stromes  aufgestellt  und  wollen 
uns  nun  mit  den  Fällen  beschäftigen,  in  denen  eine  Integra- 
tion dieser  Gleichungen  möglich  ist.  Es  treten  uns  dabei  zum 
ersten  Male  nicht  lineare  partielle  Diiferentialgleichungen 
entgegen,  deren  Integration  uns  neue  Erscheinungen  kennen 
Möhren  wird. 

Wir  erinnern  zunächst  an  die  Differentialgleichungen  und 
*^  die  früher  gebrauchten  Bezeichnungen.    Es  ist 

R  eine  bei  constanter  Temperatur  unveränderliche  uni- 
verselle Gonstante. 

±1?  die  von  einem  Grammion  mitgefdhrte  Elektricitäts- 
menge  (-|-iy  für  die  Kationen,  — r^  für  die  Anionen). 

a,  /S,  y,  . . .  die  Concentrationen  der  Ionen ,  also  gesuchte 
Functionen  von  Ort  und  Zeit. 

a,  6,  c,  ...  die  entsprechenden  Beweglichkeiten,  die  im 
Allgemeinen  von  a,  ß,  y,  ...,  aber  in  gegebener,  wenn 
auch  unbekannter  Weise  abhängen  können. 

6  der  elektrische  Kraftvector  des  Feldes  mit  den  Compo- 
nenten  E^^  Ey^  Eg. 

Biem»]in- Weber,  Partielle  DifFerentiAlgleichiingen.  31 
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Dann  haben  wir  für  jede  der  lonenarten  eine  Differential- 
gleichung   [§.  161   (10)]' 

(1)  -^-r  =  div(— JJagrada  if  i^aaS), 

und  ausserdem  für  die  Bestimmung  der  elektrischen  und  magne- 
tischen Kraft  die  sechs  MaxwelFschen  Gleichungen.  Als  un- 
bekannte Functionen  der  Coordinaten  und  der  Zeit  sind  dann 
zu  betrachten 

06,  ß,  y, ...   E:c,  Ey,  E^  Jfo:,  My,  M^ 

und  die  Anzahl  der  Differentialgleichungen  stimmt  überein  mit 
der  Anzahl  dieser  Functionen. 

Wir  machen  aber  jetzt  die  Annahme,  dass  die  elektrischen 
und  magnetischen  Kräfte  in  jedem  Augenblicke  den  Bedingungen 
des  stationären  Zustandes  genügen,  dass  also  d^/dt  und 
d^/dt  =  0  gesetzt  werden  können.  Diese  Annahme  ist  zwar, 
wenn  die  Concentrationen  veränderlich  sind,  nicht  in  aller 
Strenge  mit  den  MaxweU'schen  Gleichungen  verträglich.  Sie 
wird  jedoch  zulässig  sein,  wenn  die  Veränderungen  der  Con- 
centrationen nur  langsam  erfolgen,  wie  es  in  den  Versuchen 
immer  der  Fall  ist 

Nach  dieser  Annahme  ist  der  elektrische  Kraftvector  ein 
Potentialvector,  also 

^^^  ^'-Tx'     ^'-^d-y'     ^'-~dJ' 

Die  Grösse 

(3)  lz=ri2^acc 

ist  die  Leitfähigkeit  der  Lösung,  ferner 

(4)  3  =  A  gradg? 
der  Vector  des  Leitungsstromes,  und 

(5)  8f  =  i?jR;2±agrada 

der  Vector  des  Diffusionsstromes,  so  dass  hier  der  loneO 
Strom 

(6)  3  +  5  =  © 

als  der  wahre  Strom  anzusehen  ist  (§.  161). 


f 


§.  185.  Binäre  Elektrolyte.  483 


Die  Dichtigkeit  der  wahren  Elektricität  ist  gleich  rj  N^  4^ «, 
[§.    161  (8)]  und  da  rj  sehr  gross  ist,  so  ist  nahezu 


Diese  Relation  nehmen  wir  jetzt  als  erfüllt  an.    Die  Lösung 
ist     dann  an  jeder  Stelle  „neutral". 

Die  Differentialgleichungen  (1)  erhalten  dann  die  Gestalt 

dx      ^      dy       ^       dz 


±  n 


d  (p       ^       d  (f       ^       c  tp 
caa  -^       oaa  ~        dau  — - 

dx    .  dy    ,  dz 


dx 


+  -^:^  + 


dy      "^  d^     (' 


Die  Anzahl  der  Gleichungen  (7),  (8)  stimmt  jetzt  bereits  mit 
^^1^  Anzahl  der  zu  bestimmenden  Functionen  a,  tp  überein. 

Wenn  wir  die  Gleichung  (8)  mit  ±ri  multipliciren  und  die 
Summe  bilden,  so  folgt  nach  (4),  (5)  und  (6) 

(9>  div  ©  =  0, 

eine  Gleichung,   die  also  hier  nicht  für  den  Leitungsstrom,   wie 
beim  stationären  Zustande,  sondern  für  den  aus  Leitungsstrom 
•  und  Diffusionsstrom  zusammengesetzten  lonenstrom  gilt. 

Die  Beweglichkeiten  a,  6,  ...  können  bei  genügender 
Verdünnung  der  Lösung  als  constant  betrachtet  werden. 


§.  185. 
Binäre   Elektrolyte. 

Wenn  wir  die  Beweglichkeiten  als  constant  annehmen,  so 
*^8t  sich  aus  den  vorstehenden  Annahmen  zunächst  ein  ein- 
^^lies  und  schönes  Resultat  ableiten  für  den  Fall,  dass  zwei 
*Oiienarten  in  der  Lösung  vorhanden  sind,  also  für  den  Fall 
^^ties  binären  Elektrolyten.  Die  beiden  Concentrationen  sind 
^^tiander  gleich,  also  a  =  /3,  die  Beweglichkeiten  können  aber 
^^x^chieden  sein.  Dann  erhalten  wir  aus  §.  184  (8)  zwei  Glei- 
^l^iingen  für  a  und  g?,  nämlich  wenn  a,  a  sich  auf  das  Kation 
^öziehen : 

31* 
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L^89         0^89         a^^<P 
da         ü     ^      I       ^{        8^    1 ^x  ^^ 


(1) 


dt  ~  '     \    dx       '       dy       '       de 


woraus  sich  durch  Elimination  von   q)  ergiebt  (indem  man  die 
erste  mit  6,  die  zweite  mit  a  multiplicirt  und  addirt) 

.^.  8a        2Rab    . 

und  aus  einer  der  beiden  Gleichungen  (1)  erhält  man  für  q>  die 
Gleichung 

ög?        ^     dq)        ^     dq) 
8a^        ö^ö^        8a~-  ,   ^ 

,^.  dx   , dy    , d_g  _  _  g  —  6  8« 

^^  8a:     "^     8y     "^     8^      ~         2a6i2    dt' 

Die  Gleichung  (2)  ist  dieselbe,  die,  wie  wir  später  noch 
sehen  werden,  die  Wärmeleitung  in  einem  homogenen  isotropen 
Körper  bestimmt,  wenn  a  die  Temperatur  und  2Rab/(a  -\-h) 
der  sogenannte  Temperatur  -  Leitungscoefficient  ist. 

Man  kann  nun,  wenn  es  die  Grenzbedingungen  gestatten, 
die  Differentialgleichung  (2)  für  sich,  ohne  Rücksicht  auf  den 
elektrischen  Zustand,  integriren,  und  nachträglich  aus  der  Glei- 
chung (3)  das  elektrische  Potential  bestimmen.  Wenn  z.  B.  in 
einem  unbegrenzten  Felde  die  Concentration  u  zu  Anfang  (für 
^  =  0)  als  Function  des  Ortes  gegeben  ist,  so  ist  schon  allein 
durch  die  Gleichung  (2)  die  Function  a  für  alle  Zeiten  be- 
stimmt. 

Die  Diffusion  ist  also  dann  unabhängig  Ton  dem  etwa 
gleichzeitig  stattfindenden  elektrischen  Strome.  Es  ist 
aber,  wenn  a  nicht  =  b  ist,  und  a  von  t  abhängig,  mit  der 
Diffusion  immer  nothwendig  ein  elektrischer  Strom  verbanden, 
wie  ihn  die  Gleichung  (3)  ergiebt. 
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§.  186. 
Vorgänge  in  einer  Dimension. 

Die  Differentialgleichungen  unseres  Problems  yereinfachen 
sich  wesentlich,  wenn  wir  annehmen,  dass  der  ganze  Vorgang 
nur  von  einer  räumlichen  Coordinate  x  abhängt  Diese  Voraus- 
setzung ist  praktisch  leicht  zu  realisiren,  wenn  man  sich  die 
elektrolytische  Flüssigkeit  in  eine  cylindrische  Glasröhre  ein- 
geschlossen denkt,  die  von  einem  zu  den  Wänden  parallelen 
elektrischen  Strome  durchflössen  ist 

Die  Vorgänge  an  den  Elektroden  müssen  hier  die  Grenz- 
l>edingungen  geben.  Da  diese  aber  nicht  nur  mathematisch  das 
Problem  sehr  erschweren  würden,  sondern  auch  zur  Zeit  physi- 
kalisch noch  nicht  zu  formuliren  sind,  müssen  wir  die  Elektroden 
^^  unendlicher  Entfernung  denken.  Das  Ergebniss  ist  dann  bei 
^rklichen  Vorgängen  nur  auf  den  Theil  des  Apparates  anwend- 
'^ar,  der  sich  in  genügender  Entfernung  von  den  Elektroden  be- 
findet 

Wenn  wir  also  jetzt  die  Annahme  machen,  dass  die  Con- 
^^entrationen  und  das  elektrische  Potential  nur  von  der  einen 
^Ordinate  x  abhängen,  so  ergeben  die  Gleichungen  §.  184  (8) 

^  da  ^^  daa  ^ 

(1)  ^  =  U  — ^-^  +  n ^. 

dt  dx     ~  dx 

Die  Gleichung  §.  184  (9),  die  jetzt  die  einfache  Gestalt 
,  ^^/dx  =  0  erhält,  zeigt,  dass  der  elektrische  Strom,  der 
J^tzt  nur  in  der  Richtung  der  a:-Axe  fliesst,  constant  oder  wenig- 
*^^s  nur  von  der  Zeit  abhängig  ist.  Wir  bezeichnen  diesen 
?^^Btanten  Werth  mit  S,  verstehen  also  unter  S  die  gegebene 
^*X>mdichte,  die  in  dem  Apparate  vorhanden  ist,  die  wir  uns 
^iXBtaüt  erhalten  oder  auch  mit  der  Zeit  veränderlich  denken 

Es  ergiebt  sich  dann  aus  (4),  (5)  und  (6),  §.  184 


C  Jr  -^-^  C  X 

^*^    eine  gegebene   Grösse. 
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Der  nächst  einfache  Fall,  den  wir  jetzt  zu  behandeln  haben  ^ 
ist  der  von  drei  lonenarten.  Diesen  Fall  erhält  man,  wenn  zwei 
Verbindungen  mit  einem  gemeinsamen  Ion,  etwa  Chlorkalium. 
und  Ghlornatrium  in  einer  Lösung  gemischt  sind.  Es  seien  alsc:> 
a,  /3  die  Concentrationen  der  Kationen  (Kalium  und  Natrium 7> 
Q  die  Concentration  des  gemeinsamen  Anions  (Chlor),  a,  6,  r  di^ 
entsprechenden  Beweglichkeiten,  die  wir  als  constant  anseher^fc 
Es  ist  dann  zunächst  nach  §.  184  (7) 

(3)  Q=a-^  ß, 

und   wir   erhalten   die   drei   Gleichungen   (1) 

ooc        n    d^a    .  ex 

^i  dx^    '     '        dx    ' 

und  für  die  Stromdichte  erhält  man  aus  (2)  und  (3) 
(5)  s  =  -i,«[(a  +  '-)«  +  (&  +  r)«|| 

_  „  K  d[(a-r)a-^ib-r)ß]        . 

dx 

Mit  Hülfe  dieser  letzten  Gleichung,  in  der  S  als  eine  ge^ 
gebene  Constante  (oder  Function  der  Zeit  allein)  anzusehen  ist, 
und  die  eine  Folge  aus  den  Gleichungen  (4)  ist,  kann  man  <p 
aus  zweien  der  Gleichungen  (4)  eliminiren  und  erhält  zwei  Glei- 
chungen für  die  dann  allein  noch  übrig  bleibenden  unbekannten 
Functionen  a,  ß. 
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§.  187. 
Eine  particulare  Lösung. 

Wir  stellen  nun  die  Frage,  ob  ein  Zustand  möglich  ist,  der 
sich  mit  einer  constanten  Geschwindigkeit  v  in  der  Richtung 
der  positiven  x-Axe  fortpflanzt,  mit  anderen  Worten,  wir  fragen, 
ÖD  wir  den  Gleichungen  des  vorigen  Paragraphen  genügen  können, 
wenn  wir  a  und  ß  als  Functionen  von  x  —  vt  ansehen.  Wenn 
diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  ist 

(1)  ^-^^^      ^--^M      ^-^r,^ 

dt  dx'     dt~  dx'     dt~  dx' 

und  die  Gleichungen  (4)  §.  186  lassen  sich,  wenn  man  dies  ein- 
setzt, in  Bezug  auf  x  integriren.  Man  erhält  so,  wenn  man 
die  Integrationsconstanten  mit  -4,  B,  C  bezeichnet: 

ex  ex 

^^d  aus  §.  186  (5)  folgt 
^S)  n(C-  A--  B)=  S. 

Zur  Bestimmung  der  Constanten  A^  5,  C,  v  müssen  noch 
^Tei  weitere  Bedingungen  hinzukommen.  Wir  erhalten  aber  vier 
Bedingungen,  wenn  wir  annehmen,  dass  für  a;  =  -f-  oo  und 
^  =  —  00  die  Concentrationen  a  und  ß  gegeben  sein  sollen, 
Und  diese  Werthe  können  also  nicht  ganz  von  einander  un- 
abhängig sein.  Wir  wollen  annehmen,  dass  auf  der  einen  Seite 
im  Unendlichen  nur  die  beiden  lonenarten  J.i?,  auf  der  anderen 
nur  JBB  in  der  Lösung  vorhanden  seien,  oder,  was  dasselbe  ist, 

es  sei 

fura;=-—  oo:         a  =  cfo,         /3  =  0, 

■^  füra;  =  +oo:         a  =  0,  ß  =  ßo- 

Dann  ergeben  sich  die  Constanten  A^  B  beide  gleich  Null,   und 
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(5)  C  =  - 

ist  durch  die  gegebene  Stromstärke  unmittelbar  bestimmt. 

Setzen  wir  x  =  —  oo ,  so  ergiebt  sich  aus  der  ersten  und 
dritten  Gleichung  (2),  weil  im  Unendlichen  doc/dx  =  0  ist: 


und  daraus: 

Sa 

und  ebenso  ergiebt  sich  aus  a;  =  -(-  oo 

/rTN  Sb  . 

Dadurch  ist  nicht  nur  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ^ 
bestimmt,  die  also  mit  der  Stromstärke  proportional  ist,  sonder^ 
es  zeigt  sich  auch,  dass  die  Concentrationen  Oq,  ßo  in  einem  gax^^ 
bestimmten  Verhältnisse  stehen  müssen,  wenn  unsere  Annahnci® 
zulässig  sein  soll: 

(8)  «0  :  Po  =  —i •  1--; V- 


^)  Um  von  der  Grösse  der  Geschwindigkeit  t?  eine  Anschanung  zu 
kommen,  mögen  folgende  Annahmen  gemacht .  sein.     Nach  Kohl  raus 
ist    der  Reihe    nach    für  Kalium,    Natrium,   Chlor  im  absoluten  elektf 
magnetischen  Maasssystem  (C.  G.  S.) 

I?  a  =  64 .  10""",       1?  6  =  43 .  10-'^       rjc  =  65. 10""", 

also,  da  >7  =  9650  zu  setzen  ist,  abgerundet: 

a  =  7 .  10-",      6  =  5. 10-",      c  c=  7 .  10""", 

folglich  für  K  Gl : 

rund  =  0,5. 


a  -{-  r 
Nehmen  wir  eine  Vi© -Normallösung  an,   so  wäre  ct^  z=  0,0001   zu  setze*»" 
Wenn   wir  femer  im   elektromagnetischen  Maasssystem  S  =  0,001   setze 
d.  h.,  weun  wir  durch  die  Einheit  des  Querschnittes  einen  Strom  von  d 
Stärke  von  Vi^o  Ampere  gehen  lassen,  so  haben  wir  (gleichfalls  in  elekt 
magnetischem  Maass)  ij  =  9650  zu  setzen,  und  der  Ausdruck  (6)  ergiebt 

0,001.0,5        o  o  1 

V  =       '^   ^  ^^^,    oder  rund  = 


9650.0,0001      ^  •  •    -^         2000 

Es  würde  also  bei  dieser  Geschwindigkeit  der  Zustand  in  2000  Seound 
um  1  cm,  und  folglich  im  Tage  ungefähr  um  48  cm  fortrücken. 
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Bunt 
ersten 
0  ist: 


l%fcar 
sonir 

nutz 


»       * 


^N«^ai^'- 


Um  die  FuncüoDen  os,  /)  zu  bestimmen,  genügt  es  jetzt,  wenn 
wir  sie  für  einen  besonderen  Werth  von  ^,  etwa  ^  =  0,  ermitteln 
können.  Denn  um  sie  *  dann  allgemein  zu  erhalten ,  braucht 
man  nur  x  —  vt  an  Stelle  von  x  zu  setzen.  Wenn  man  aber 
in  (2)  Ä  und  B  =  0  setzt  und  dann  durch  a  und  ß  dividirt, 
80   folgt 

V  +  aR  — 
(9)  «      ^ 

t,_|_ftB4.  MJ_;.«^^_ 


da    ,  89»        f, 

g^  +  a^gf  =  0, 


dx-^^"^  dx 


=  0, 


woraus  man  durch  Elimination  von  rj  erhält 


d  log 


a 


dx 


ß  v{a  —  6) 

■"  ~  ~Räh  " 


und  daraus  durch  Integration 
(10) 


v(a  — 6) 

—  X 


=  Conste  *«^ 


Nach  (4)  muss  dieser  Quotient  unendlich  werden  bei  a:  =  —  00 
und  JJ^^  bei  a;  =  +  00.    Es  ist  also  unsere  Annahme  bei  posi- 
"^enx  s  nur  mit  der  Voraussetzung 
^11)  a<b 

^einträglich.  [Im  entgegengesetzten  Falle  hätte  man  bereits  in  den 
*eichungen  (1)  das  Vorzeichen  entgegengesetzt  nehmen  müssen.] 
^  dem  Beispiel  Chlornatrium  -  Chlorkalium  würde  also  a  dem 
.  Atrium,  ß  dem  Kalium  entsprechen,  und  die  Wanderung  geht 
^'^    der  Richtung  vom  Natrium  zum  Kalium. 

Geht  X  Yon  —  00   zu  -j-  00 ,  so  durchläuft  a/ß  alle  Werthe 
^^tx    Unendlich  zu  Null,  nimmt  also  auch  den  Werth  1  an,  und 
^^xin  wir  also  in  (10)  die  Constante  =  1  setzen,  so  verfugen  wir 
^"^it  nur  über  den  Anfangspunkt  der  x.     Wir  erhalten  dann 

Cl2) 


V  (a  —  h)  X 


')  Bei  der  obigen  Annahme 

V  =  1/2000,  R  —  2,414 .  lO'^  a  =  5 .  lO"^*,  &  =  7 .  10" 
^^i*de  sich  hierans  ungefähr  ergeben 


—  7    in— *• 


a 

J 


—  I2x 
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Um  a,  ß  selbst  zu  bestimmen,  führen  wir  eine  neue  Hülfs- 
function  ^  ein,  indem  wir  nach  (12)  setzen: 

VX  V» 

(13)  a=^e"^,        ßz=tl;e'^^, 

und  die  beiden  Gleichungen  (9)  ergeben  dann 

ax       ^     '  dx 
und  durch  Integration 

(15)  ^  =  e~Ä"^. 

Eine  willkürliche  Constante  braucht  hier  nicht  beigefügt  2U 
werden,  da  es  auf  eine  additive  Constante  bei  <p  nicht  ^^' 
kommt. 

Um  aber  endlich  noch  9,  oder  was  dasselbe  ist,  ^  zu  be- 
stimmen, gehen  wir  mit  (14)  in  die  dritte  Gleichung  (2). 

Setzt  man  noch  zur  Abkürzung 


VX  VX 

hB 


(16)  ö  =  e   «*  +  e 

also  (>  =  <y^,  so  ergiebt  sich: 

Da  ö  eine  gegebene  Function  von  x  ist,  so  haben  wir  bi^^ 
eine  lineare,  nicht  homogene  DiflFerentialgleichung  erster  O^^' 
nung  für  ^,  die  sich  nach  der  Methode  des  §.  62  leicht  '^■^' 
tegriren  lässt. 

Setzt  man  auf  der  rechten  Seite  von  (17)  Null  statt  S/iy, 
ergiebt  sich  das  Integral  der  verkürzten  Gleichung: 


c      -  "' 


worin  c  die  Integrationsconstante  ist.     Diese  muss  dann  du 


Die  Mischung  bei  der  Lösung  ist  also  nur  merklich  in  einem  sehr  sohmi^l^ 
Bereiche,   und  die  Grenze   wird   um    so    schärfer,  je   grösser   die  Stro 
stärke   ist.     Der   Mischungsbereich   ist   um   so   ausgedehnter,    je    kleii^ 
a  —  h  ist,    und  wenn  man  a  z=  h   annehmen  wollte,    so  wäre  im   gaa^ 
Felde  (c  =  ß. 
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eine  Funotion  von  x  ersetzt  werden,  so  dass  die  Gleichung  (17) 
befriedigt  ist.    Man  findet 

dx        2rRri^ö 

und   folglich,    da    ^   für  x  =  —  oo    nach  (13)   verschwinden 
miiss : 


X 

/* 


V  X 


^  = 


Se   ^^^ 
2rB^^'ö 


j 


V  X. 


■arüi^ 


VT 


—  00 


Diese  Formeln  stellen  also  den  Vorgang  der  elektrolytischen 
Wa.nderung  angenähert  dar,  wenn  am  Anfange  zwei  yerschiedene 
^l^ltrolytische  Lösungen  mit  einem  gemeinsamen  Ion  an  einander 
lenzen,  wobei  jedoch  ein  ganz  bestimmtes  Verhältniss  der  Con- 
c^xitrationen,  das  durch  (8)  gegeben  ist,  vorausgesetzt  werden 
'^^Uss.  Ist  diese  Voraussetzung  erfüllt,  so  werden  sich  die  Elektro- 
lyt« nicht  weiter  mischen,  als  der  Formel  (12)  entspricht,  und 
^ö  Trennungsfläche  wird  mit  einer  der  Stromstärke  proportio- 
'^^len  und  der  absoluten  Concentration  umgekehrt  proportionalen 
^^^^schwindigkeit  in  der  Richtung  von  dem  schwerer  beweglichen 
^^   dem  leichter  beweglichen  Körper  fortwandern. 

Es  fragt  sich  aber,  was  geschieht,  wenn  das  Goncentrations- 
^^Thältniss  nicht  gerade  den  hierfür  vorgeschriebenen  Werth  hat. 
*^ierauf  können  wir  aber  bis  jetzt  nur  bei  Einführung  weiterer 
^^schränkender  Voraussetzungen  antworten. 


§.  188. 
Vernachlässigung  der  Diffusion. 

Die  Vereinfachung,  die  wir  jetzt  noch  einführen,  besteht 
^arin,  dass  wir  den  Einfluss  der  DiflFusion  vernachlässigen  und 
^Iso  bloss  die  Wanderung  der  Ionen  unter  dem  Einflüsse  des 
elektrischen  Stromes  berücksichtigen.  Ob  und  in  wie  weit  dies 
bestattet  ist,  hängt  von  der  Stromstärke,  aber  auch  noch  von 
Hnderen  Umständen  ab  i). 

')  Vergl.  F.  Kohl  rausch,  Ueber  elektrolytische  Verschiebungen  von 
Lösungen  und  LösunpfSfifemischen.  Sitzungsberichte  der  Berliner  Akademie, 
l9.  Nov.  1896.  H.  Weber,  Ueber  die  Differentialgleichungen  der  elektro- 
lytischen Verschiebungen,  ebenda,  4.  Nov.  1897. 
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Besonders  wird  da,  wo  sehr  starke  Goncentrationsänderungen 
bestehen,  der  Einfluss  der  Diffusion  stärker  sein,  und  an  solcher^ 
Stellen  wird  daher  eine  bedeutende  Abweichung  des  wirkliche 
Vorganges  von  defn  Resultate  der  angenäherten  Theorie  zu  er 
warten  sein. 

Wir  werden  also  jetzt  in  den  Differentialgleichungen  §.186(1 
die  ersten  Glieder  der  rechten  Seite  weglassen,  wodurch  sie 
ergiebt,  wenn  wir  uns  auf  dreierlei  Ionen  beschränken: 

cacc  -^ 
ca  dx 


n 


et  dx 

(1)  dß_        '^^  Yx 

et  cx 

d(p 

CQ    ^    CX 

W  ~~^  ~~dx     ' 

(2)  Q  =  a  +  ß, 

und  die  Gleichung  (5),  §.  186,  wird  mit  der  gleichen  Verna^i:!!- 
lässigung 

(3)  -^^=S, 

ox 

wenn 

(4)  A  =  n^[{a-^r)a-^ib  +  r)ß] 

die  Leitfähigkeit  ist.  Da  S  in  Bezug  auf  x  constant  ^^t, 
können  wir  hieraus  durch  (3)  die  Function  (p  eliminiren  '^^^^ 
erhalten  aus  (I) 

da  ^    c     aa 


et  cx      k 

(0)  W-  +  ''^e7  — =  ^' 

et  '       dx     k  ' 

von  denen  die  letzte  nach   (2)  und  (4)  aus  den  beiden  erst^ 
folgt. 

Betrachten   wir  jetzt   die   Beweglichkeiten   o,  6, 
als  Constanten,  so  können  wir  von   diesen  Gleichungen  z^'' 
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nächst  eine  allgemeine  erste  Integralgleichung  ableiten,  wenn 
w  die  erste  von  ihnen  mit  (a  +  r)/a,  die  zweite  mit  (6  -(-  r)/i 
multipliciren  und  addiren.    Es  ergiebt  sich  dann,  da  nach  (4) 

dx  k  ""  "' 

ist: 

*  Wenn  wir  also 

(^)  — ^  «  +  — j—  /3  =  « 

setzen,  so  ist  do/dt  =  0,  folglich  (o  eine  Function  von  a;  allein, 
die  also  bestimmt  ist,  wenn  sie  in  einem  Augenblicke  ^  =  0  ge- 
geben ist;  übrigens  ist  <o  wesentlich  positiv. 

Mit  Hülfe  dieses  Integrals  lässt  sich  das  System  der  Glei- 
chungen (5)  auf  eine  einzige  Gleichung  reduciren. 

Wenn  man  nämlich  die  beiden  ersten  Gleichungen  (5)  mit 
^^(a-|-r),  1?^  (6  4"  0  multiplicirt  und  addirt,  so  ergiebt  sich 
nach  (4) 

(8)  |i  +  ,3 S  A  "(«  +  r)«  +1(*  ±r)_ß_  ^  ^^ 

^nd  hierin  kann  man  nach  (4)  und  (7)  setzen 

a{a  +  r)a  +  6(6  +  r)ß  =.-  ^— "^/-^  -  ab<o. 

Führt  man  dies  in  (8)  ein,  so  erhält  man 

<^der,  da  o  von  t  unabhängig  ist: 

dt  (0  (o       dx  k 

Die  Stromdichte  S  ist  eine  Constante  oder  auch  eine  blosse 
^nction  der  Zeit,  cj  ist  eine  Function  von  a;,  und  von  der  Zeit 
^^bhängig.  Wir  führen  nun  zwei  neue  Variable  |,  5  ein  durch 
*^^  Integrale 

X  t 


u 


i 
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wodurch  die  Differentialgleichung  (9)  übergeht  in 

an  AA_A?.  =  o 

Die  Variable  |  wächst  mit  x^  und  ist,  wenn  o  constant  ist, 
mit  X  proportional.  Ebenso  ist  bei  constantem  S  die  Variable  £ 
mit  t  proportional;  wenn  wir  aber  annehmen,  dass  S  wenigstens 
sein  Zeichen  nicht  ändert  (positiv  bleibt),  so  wächst  S  gleich- 
zeitig mit  t. 

Setzen  wir  noch  weiter  zur  Vereinfachung 

no\  (a  _  ^  _       b{a  +  r)tt  +  a{b-\rr)ß 

so  geht  die  Gleichung  (II)  in  folgende  über: 

und  hier  haben  wir  nun  eine  partielle  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  von  der  Art,  deren  Integration  wir  in  den  §§.  63  und  64  auf 
die  Integration  eines  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen 
reducirt  haben.  Wenn  @  gefunden  ist,  so  erhält  man,  da  a 
schon  bekannt  ist,  k  aus  (12)  und  hat  dann  in  (4)  und  (7)  zwei 
Gleichungen  ersten  Grades,  aus  denen  a  und  ß  zu  berechnen 
sind. 

Um  (13)  zu  integriren,  hat  man  nach  §.  63  (1)  und 
§.  64  (2)  das  System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  zu 
integriren: 

d&  :  d^  :dt  =  0  :  0^  :l, 

dessen  beide  Integrale  sind: 

und  folglich  ist  das  allgemeine  Integral  von  (13)  nach  §.  64  (8): 

77(0, 1  -  0ny=  0 

mit  der  willkürlichen  Function  77.  Hierlür  kann  man  aber  auch 
setzen : 

(14)  s  =  F{^  —  0n\ 

worin  F  eine  willkürliche  Function  ist.  Um  F  zu  bestimmen, 
setzen  wir  ^  =  0,  oder  was  dasselbe  ist,  g  =  0,  und  wenn  also 
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ö  für  <  =  0  als  Function  von  x  (oder  von  |)  für  alle  Werthe 
der  Variablen  gegeben  ist,  so  ist  damit  auch  die  Function  F 
bestimmt  ^). 

§.  189. 
Geometrische  Deutung  des  Integrals. 

Unsere  Aufgabe  war  die,  die  Function  @  aus  einem  ge- 
gebenen Anfangszustande  für  alle  Werthe  von  |  und  für  alle 
positiven  Werthe  von  f  der  Differentialgleichung  (13)  gemäss  zu 
bestimmen.  Diese  Aufgabe  ist  durch  die  Formel  (14)  des  vorigen 
Paragraphen  aber  nur  in  so  weit  gelöst,  als  0  sich  daraus  ein- 
deutig bestimmen  lässt  Ist  dies  nicht  mehr  der  Fall,  so 
kommen  wir  zu  mehrwerthigen  Functionen,  und  es  ist  dann  noch 
die  Frage,  welcher  von  diesen  Werthen  der  richtige  ist.  In 
^elen  Fällen  ergeben  sich  nothwendige  Unstetigkeiten  für  die 
Function  ö,  über  deren  Verhalten  uns  die  Differentialgleichung 
selbst  keinen  Aufschluss  mehr  giebt,  und  es  muss  dann  zur  Lö- 
s^uig  der  Aufgabe  noch  anderswoher  eine  Bestimmung  kommen. 

Die  Formel  (14)  §.  188: 

(1)  0  =  F(^  —  &n) 

^ässt  sich  geometrisch  folgendermaassen  interpretiren : 

Wir  nehmen  |,  f  als  rechtwinklige  Coordinaten  in  einer 
Ebene.  Dann  besagt  die  Gleichung  (1),  dass,  wenn  in  einem 
I^unkte  ^09  Vo  ®i^  bestimmter  Werth  0o  gilt,  dieser  selbe  Werth 
^uf  der  ganzen  geraden  Linie 

l^errschen  muss,   und  dies  ist  im  Grunde  auch  der  Inhalt  der 
IHfferentialgleichung  §.  188  (13).    Die  gerade  Linie  (2)  ist  ausser 
durch  einen  Punkt  |o?  5o  durch  den  Winkel,   den  sie  mit  der 
S-Axe  einschliesst,  bestimmt,  dessen  Cotangente  &o  ist. 

*)  Wir  stellen  hier  noch  die  Dimensionen  der  vorkommenden  Grössen 
zasammen,  deren  genaue  Beachtung  ein  vorzügliches  Hülfsmittel  zur  Con- 
trole  der  Rechnung  ist.  Bei  den  elektrischen  Grössen  ist  das  elektro- 
statische Maass  angenommen.  In  dem  Verhältniss  S/rj  giebt  aber  das 
elektromagnetische  Maass  denselben  Werth: 

W  =  p2r-a],  [rj]  =:  [m-V^f^u-^l  [S]  =:  [m'/^l-Vu-^l  W  =  [f'l 
W  =  [ß]  =  [ml-^l     [a]  =  [h]  =  [tl    [H  =  [ml-^l    [ö]  =  [mZ"«  f], 
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Nehmen  wir  an,  es  sei  der  Werth  von  &  fiir  alle  Punkte 
der  |-Axe  (der  Anfangszustand)  gegeben,  so  kann  man  voa 
jedem  Punkt  dieser  Axe  eine  Linie  (2)  auslaufen  lassen,  und 
hat  auf  dieser  Linie  denselben  Werth  @  =  &q  bestehen  zu  lassea- 

Wenn  aber  nun  zwei  solche  Linien  sich  durchschneiden,  so 
müssten    in    einem    solchen    Schnittpunkte    zwei    verschieden 
Werthe  &  stattfinden,  was  physikalisch  sinnlos  wäre. 

Denken  wir  uns  alle  diese  geraden  Linien  von  dem  Punkt( 
der  |-Axe  aus  gezogen,  so  können  diese  Linien  auf  der  Seit 
der  positiven  ^  eine  einhüllende  Gurve  haben,  und  die  stetig 
Fortsetzung  von  der  |-Axe  aus  giebt  uns  also  die  Werthe  voi 
0  nur  so  weit  unzweifelhaft,  als  wir  nicht  bis  zu  dieser  Envelopp 
herangehen. 

Wir  können  der  Gleichung  (1)   auch  den  Ausdruck  gebe 
dass  @  imgeändert  bleiben  soll,  wenn  |,  i  sich  der  Bedingung 

gemäss  ändert,  oder,  indem  wir  zu  den  ursprünglichen  Variablen^: 
Xf  t  [nach  §.  188  (10)]  zurückkehren, 

codx  —  abri^Se^dt  =  0. 

Dies  kann  man  auch  so  ausdrücken,  dass  sich  ein  bestimmtet 
Werth  0  in  der  Flüssigkeit  mit  der  Geschwindigkeit 


abf]'» S  ^3 
V  = —  0' 


G7 


fortpflanzt.  Bei  gleichbleibendem  cj  bewegt  sich  also  ein  grössere 
Werth  von  0  mit  grösserer  Geschwindigkeit,  und  wenn   also 


Fig.  74. 


eine  mit  wachsendem 
abnehmende  FunctioiC=^ 
ist,  so  wird  der  Ab — - 
fall  mit  der  Zeit  immei^ 
steiler,  und  es  werdei^== 
schliesslich  die  grosse — 
ren  Werthe  die  kleine — 
ren  einholen.  Dannys 
müssen  nothwendiger—  ' 
weisellnstetigkeitei 
eintreten. 


Nehmen  wir  z.  B.  an,  die  Function  0  für  f  =  0  sei  durcl 
die  punktirte  Curve  in  Fig.  74  dargestellt.    Es  werden  dann  di"  - 


§.  190. 


Fortpflanzung  einer  Unstetigkeit. 
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geraden  Linien  |  —  0^^  =  const.  eine  Curve  x'  x  x"  einhüllen, 
und  in  dem  schrafiirten  Theile  der  Ebene  erhält  man  durch 
stetige  Fortsetzung  zwei  verschiedene  Werthe  von  0,  je  nachdem 
man  von  der  positiven  oder  von  der  negativen  Seite  herkommt. 
Also  ist  durch  die  bisher  getroffenen  Festsetzungen  die  Function  & 
nur  in  dem  nicht  schraffirten  Theile  der  Ebene  |^  bestimmt. 


§.  190. 
Fortpflanzung  einer  Unstetigkeit. 

Nach  den  letzten  Ausführungen  ist  es  nothwendig,  über  die 
Bewegung  von  ünstetigkeiten  eine  Bestimmung  zu  treffen.  Die 
Differentialgleichung  selbst  kann  darüber  keinen  Aufschluss 
Seien,  und  es  muss  also  noch  eine  andere  Bedingung  aufgesucht 
^^erden.  Eine  solche  erhalten  wir  aus  der  Forderung,  dass  der 
Z^xsammenhang  der  Ionen  nirgends  unterbrochen  werden  darf. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  im  Augenblicke  t  bei  der  Abscisse  x^ 
®i^e  Unstetigkeit  der  Functionen  a,  ß  vorhanden.  Die  Werthe 
4^1  Functionen  a,  /3,  A,  o,  0  an  dieser  Unstetigkeitsstelle  wollen 

80  bezeichnen: 

«i>  ßi'i  ^u  ®i     für    X  =  x^  —  0, 
o,,  /3j,  Aa,  ©2     für    x  ^=  x^  -\-  0, 

Das  von  der  Zeit  unabhängige  a  können  wir  an  der  Stelle  x^ 
*t:etig  annehmen.  Denn  wenn  auch  cj  für  einen  Werth  von  x^ 
ö't'^a  für  a:  =  a/  unstetig  ist,  so  ist  x'  mit  der  Zeit  unveränder- 
te!, und  das  zu  x  =  x^  gehörige  co  wird  also,  während  x^  über 


(13 


Fig.  75. 


^  hinweggeht,  bereits  im  nächsten 
^^genblick  wieder  stetig. 

In  dem  Zeitelemente  dt  möge 

*i©    Unstetigkeitsstelle    um     die 

^^»ecke  dx^  nach   Vorwärts  ge- 

^^ndert  sein.  Wir  betrachten  ein 

'"^chtwinkliges     Parallelopipedon 

rp^     der    Höhe    dx^    und     der 

*ficheneinheit  als  Grundfläche.    In  diesem  Parallelepipedon  ist  in 

^^  Zeit  dt  die  Concentration  der  ersten  lonenart  in  der  Strecke  rfa;^ 

^^   O)  auf  «1  gestiegen,  und  folf^lich  ist  die  Zunahme   an  Masse 

^^3  («1  —  «a)  dx^ 


^iemaiin" Weber ,   Partielle  PifTercntialgleichuDgcn. 
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nach  der  DiflFerentialgleichung  §.  188  (13)  zwei  verschiedene 
Werthe  0i,  0^  für  0  ergeben  würden,  und  man  hat  also  \net 
nach  der  Differentialgleichung  (8)  (§.  190)  eine  Curve  s  zu  be- 
stimmen, in  der  sich  die  ünstetigkeitsstelle  fortbewegt. 

2.  01  <  02-  In  diesem  Falle  giebt  uns  die  Construction 
der  geraden  Linien  (1)  die  Werthe.  der  Function  0  in  der 
Sf-Ebene,  so  weit  sie  ausserhalb  des  Sectors  (1,  0,  2),  Fig. 77, 
liegt 

Um  sie  im  Inneren  des  Sectors  zu  bestimmen,  bemerken  wir, 
dass  sich  die  Werthe  von  0  an  den  Linien  (Ol),  (0  2)  stetig 
verhalten  müssen.  Denn  wäre  etwa  (0 1)  eine  Unstetigkeitslinie, 
in  der  zwei  Werthe  0^  und  02  zusammenstossen ,  so  würde  aus 
der  Differentialgleichung  §.  190  (8)  für  diese  Linie  folgen 

d^-0,@,dt  =  0, 

und  nach  (1)  ist  auf  dieser  Linie  d|  —  0?  df,  woraus  0j  ==  ^j. 
folgt.    Ebenso  verhält  es  sich  an  der  Linie  (0  2).    Nun  lässt  sicl:^ 
der  Sector  (1  0  2)  durch  eine  diesen  Grenzbedingungen  genügend.^ 
stetige  Lösung  der  Differentialgleichung  §.  188  (13)  ausfüUem^« 
Die  geraden  Linien,  in  denen  eine   solche  stetige  Lösung  coi 
stant  ist,  müssen  alle  in  dem  Nullpunkte,  als  dem  einzigen  Ui 
Stetigkeitspunkte,  zusammenstossen,  d.  h.  es  muss  0  eine  Fun< 
tion   des   Verhältnisses  |/g   sein.     Dies  können   wir  durch  d: 
Differentialgleichung 

ausdrücken.    Verbindet  man  diese  mit  der  Differentialgleichucrrng 
§.  188  (13): 

<^)  81  +  ®^^  =  ^' 

so  folgt 


(4) 


«=i/f 


und  diese  Function  genügt  in  der  That  den  beiden  Gleichung^ ^ 
(2),  (3).    Sie  genügt  aber  ferner  auch  der  weiteren  Bedingung» 
dass   0  an   den   beiden    geraden  Linien  (1)   in    die    constant^*' 
Werthe  0i  und  02  übergeht,  und  sie  genügt  also  allen  Anforde-" 
rungen. 

Es  ist  aber  noch  zu  bemerken,   dass   man  in   diesem  Fall^ 
allen  Forderungen  unserer  Aufgabe  auch   durch  eine  unstetige 


§.  191. 


Unstetigkeit  im  Anfangszustande. 
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oder  endlich,  wenn  man  nach  §.  188  (12)  o  =  A0  setzt: 
(7) 


Hieraus  erhält  man  die  Fortpflanzung  der  Unstetigkeitsstelle 
durch  Integration  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung.    Hat 
^an  nämlich,  wie  oben  gezeigt,  @  aus  dem  Anfangszustande  be- 
stimmt, 80  ist  @  in  dem  schraffirten  Stücke  (x',  x,  x")  (Fig.  74, 
a.   S.  496)  zweiwerthig.     Diese  Zweiwerthigkeit  kann  man  durch 
öine    doppelte    Ueberdeckung    der    |g- Ebene    veranschaulichen, 
^öd   der  eine  Werth,  den  man  für  ®i  nehmen  kann,  schliesst 
stetig  an  den  Curvenzweig  x  x'  an,  der  andere  0^  an  den  Curven- 
^weig  xx".    Nun  giebt  die  Integration  der  Differentialgleichung 

(8)  d^  —  @,®^dt  =  0 

eine  von  dem  Punkte  x  auslaufende  Curve  s  (Fig.  74,  a.  S.  496), 
^*^d  diese  Curve  stellt  uns  nach  (7)  den  Weg  der  Unstetigkeits- 
stelle dar.  Auf  der  einen  Seite  von  s  gilt  der  Werth  0^,  auf 
der   anderen  ©g. 

§.  191. 
ünstetigkeit  im  Anfangszustande. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  schon  von  Anfang  an  bei 
^  ==  0  eine  ünstetigkeit  vorhanden  sei,  so  dass  also  da  zwei  ver- 
spHiedene  Werthe  ©i,  ©a  unmittelbar  an  einander  grenzen.  Es 
^-'^'^«i  dann  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 

1.  ©1  >>  ©2.  Construiren  wir  in  der  U- Ebene  vom  NuU- 
^^^kte  aus  die  beiden  geraden  Linien 

begrenzen  diese  einen  Sector  (1,  0,  2),  Fig.  76,  in  dem  sich 
Fig.  76.  Fig.  77. 
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den  weiteren  Verlauf  nach  vorwärts  und  nach  rückwärts  ein- 
deutig bestimmt.  Ist  das  nicht  der  Fall,  so  kann  man  auch 
nicht  auf  die  ümkehrbarkeit  des  Processes  schliessen. 

Wenn  z.  B.  unter  der  Voraussetzung,  dass  im  Falle  2.  in 
dem   Sector  (10  2)    immer   die    stetige  Lösung  dem   wirklichen 


Fig.  79. 


Vorgange  entspricht, 
der  Strom  umgekehrt 
wird  in  dem  Augen- 
blicke, wo  der  Process 
bis  zu  der  Linie  S 
vorgedrungen  ist,  so 
wird  zunächst  derPro- 
cess  umgekehrt,  bis 
der  Zustand  wieder 
durch  die  Linie  |  dar- 
gestellt ist,  wo  aus 
der  stetigen  Lösung 
eine  unstetige  gewor- 
4  "^  den   ist     Wenn  aber 

nun  der  Strom  in  der  zweiten  Richtung  weiter  fliesst,  so  tritt 
von  da  an  der  Fall  1.  ein  und  es  bildet  sich  eine  Unstetigkeits- 
linie  (04),  Fig.  79. 

Eine  abermalige  Umkehrung  des  Stromes  bei  |"  wird  aber 
jetzt  den  Vorgang  nicht  wieder  rückgängig  machen,  sondern  es 
tritt  sofort  eine  Auflösung  der  Unstetigkeit  ein,  wie  im  Falle  2., 
und  wie  es  die  Linien  (4  5)  und  (4  6)  in  der  Figur  andeuten. 


§.  192. 
Beispiel. 

Um  die  gefundenen  Resultate  an  einem  einfachen  Beispiel® 
zu  veranschaulichen,  nehmen  wir  an,  dass  zu  Anfang  die  beiden 
Elektrolyte  AB^  BR  bei  a;  =  0  in  einer  scharfen  Grenze  ^' 
sammenstosscn,  so  dass 

a  =  «0,       /3  =  0        für      t  =  0,    a;  <  0, 


a  =  0,        ß  =  ßa       für       <  =  0,     x  >  0 

sei.     Darin  können  ao,  ßo  noch  beliebige  Functionen  von  x  (oder 
auch  Constanten)  sein.    Es  ist  dann  nach  §.  188  (4),  (7),  (12) 


§.  101. 
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501 


Lösung  genügen  kann,    wenn    man    vom   Nullpunkte    aus    eine 
Linie  (03)  (Fig.  77,  S.  499)  mit  der  Gleichung 

(5)  I  _  0^  ®^  g  =  0 

auslaufen  lässt,  und  in  dem  Sector  (10  3)  den  constanten  Werth 
^1 ,  in  (2  0  3)  den  Werth  0a  bestehen  lässt  Dann  ist  an  dieser 
Uli  Stetigkeitslinie  die  Differential- 
gleichung §.  190  (8)  gleichfalls 
befriedigt.  Ja,  man  kann  beliebig 
viele  solcher  Lösungen  finden, 
venn  man  statt  der  einen  Un- 
stetigkeitslinie  (03)  deren  meh- 
rere einschiebt,  und  in  jedem 
der  so  gebildeten  Sectoren  der 
Function  0  einen  constanten 
Werth  giebt. 

Nimmt  man  z.  B.  drei  Sectoren  an,  so  setze  man 

0  =  01  in  (10  3), 
0=  03  in  (304), 
0  =  02  in  (2  0  4), 

^^d  nehme  für  03  einen  beliebigen  constanten  Werth  zwischen 
^1  und  02.  Dann  erhält  man  für  die  beiden  geraden  Linien 
(0  3),  (04)  die  Gleichungen 


dl 
dt 


=    0^03, 


dl 
di 


=    00  0,. 


Alle  diese  verschiedenen  Annahmen  genügen  den  gestellten 
^^^^dingungen.  Es  ist  aber  kein  Zweifel,  dass  die  stetige  Lösung 
^^  physikalisch  allein  zulässige  ist  und  dass  die  anderen  un- 
stetigen  den  Charakter  von  labilen  Zuständen  haben,  die  sich 
schon  in  Folge  des  hier  vernachlässigten  Einflusses  der  Diffusion 
^^  Unhaltbar  erweisen. 

Die  Differentialgleichungen  §.  188  (13)  und  §.  190  (8)  bleiben 

^^geändert,  wenn  d|  und  dg  in  — d^  und  — dg  umgewandelt 

^^d  0  ungeändert  gelassen  wird.     Die  Vorzeichenänderung   von 

»  Wird  aber  durch  Umkehrung  der  Stromrichtung  bewirkt,  und 

^?.  ^rgiebt  sich   daraus,   dass   der  elektrolytische  Vorgang   rück- 

f^^Rig  gemacht  wird,   wenn  die  Stromrichtung  umgekehrt  wird. 

*^^^s  wird  aber  nur  unter  der  Voraussetzung  gelten,  dass  der  in 

^^tü  Moment  der  Umkehrung  des  Stromes  herrschende  Zustand 
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woraus 


c)  x^  <C  X,        &  = 


73»  b' 

woraus 

a  =  0,        ß  =  ßo^ 

Es  tritt  also   hier  nirgends   eine  Mischung   der  Ionen  A, 
ein.    Wenn   anfänglich  eine   Unstetigkeit  von   o   vorhanden  ist  ^ 
wenn  also  (a  +  r)ao/a  von  (b-\-r)ßo/b  verschieden  ist,  so  tri' 
bei  X  =  0  eine   bleibende  Unstetigkeit  für   die  Function  a  eil 
bei  X  •=  Xq  stossen  die  beiden  lonenarten  in  dem  unter  b) 
gegebenen  Concentrationsverhältnisse  zusammen. 

Sind  Oq  ui^d  ßQ  constant  und  stehen  sie  im  Verhältnisse 

«0  .  Po  —       a      '      b     ' 

so   ist   o   bei   der   Stelle   x  =±=  0   stetig    und   es  tritt  der   FalT— *" 

ein,    dass    die    eine    lonenart    die    andere    glatt  vor    sich    h^^^^^ 

schiebt.     Dies  ist,  wie  man   sieht,   der  Grenzfall  der  in  §.  18^^3^ 
betrachteten  Bewegung. 

2.     01  <  02»        a  >  b. 

In   diesem   Falle    hat    das    nachfolgende  •  Ion    (Kaliiim)    d^=3ö 
grössere   Beweglichkeit.     Wir  haben   hier  die  beiden  g< 
raden    Linien   (0  1),   (0  2)   (Fig.  77,   a.   S.   499)   mit   den   Gle  :^ 
chungen : 

oder  nach  (2): 

diesen  entsprechen  die  Abscissen  zweier  Punkte  Xi,  x^^  di^ 
beide  positiv  sind,  und  in  denen  also  nach  (2)  o  den  Werfcb 
(b  -\-  r)ßQ  b  hat.  Für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  dieseJ* 
Punkte  erhält  man  nach  (4)  und  §.  188  (10)  die  Ausdrücke 
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a-fr         ^ 1 

(2J 


A  =  i92(a  +  r)ao,    <»  =  —  -«oi    ®  =  -s--    für  <  =  0,  rr<;0, 


A  =  i2»(6  +  r)^o,    (o=-^^o,    ®  =  ^    fürf  =  0,  rr>0. 

Die  Anfangswerthe  @i,  @2  ^i^^  ^^^^  ^^^^  constant  und  bei 
^  =  0  mit  einer  Unstetigkeit  behaftet. 

Die  oben  unterschiedenen  beiden  Fälle  sind  jetzt  folgende: 

1.     0i>Ö2,        a<6, 

d.    h.  die  Ionen  A  haben  die  kleinere  Beweglichkeit   (z.  ß.  A 

Natrium,   B  Kalium).     Es  ist  dann  0  überhaupt  constant  und 

zwar  gleich  Ififa  oder  l/i^^ft,  und  die  beiden  Werthe  stossen  in 

^^r  Linie  s  (Fig.  76,  S.  499)  zusammen,  die  hier  eine  Gerade  ist 

^iid  die  Gleichung: 

ri^ah^  —  l  =  0 

Wt  Da  a>  unabhängig  von  i  ist,  und  die  Grenze  nach  vorwärts 
wandert,  ist  für  co  an  der  Unstetigkeitsstelle  der  Werth 
(i+O/'o/ft  zu  setzen.  Demnach  ergiebt  sich  für  die  Ge- 
schwindigkeit, mit  der  die  Grenze  wandert,  nach  §.  190  (6) 

^'  ät  (Xo'rj(a-\-r)' 

ein  Ausdruck,  der  mit  §.  187  (6)  übereinstimmt. 

Um  die  Concentrationen  a,  ß  in  irgend  einem  Augenblicke  t 
zu  bestimmen,  müssen  wir  drei  Abschnitte  unterscheiden: 

1 


a)  X  <  0,        0  = 


ri^a' 


O    =    —OC   4-   —T—ß   =  — ^—   «0, 

,Te  =  ^  =  («  +  ''^ «  +  (^  +  '■^  '^  =  («  +  *■)  «0  f §•  ^®^  (^2)], 


woraus 


a  =  «0^         ß  =  0. 

1 


b)  0  <  :r  <  :ro ,         0  = 


rj^a 


a-\-r       ,    fe  +  ^/i        ^  +  *'ä 
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3.  a  <  6,      s  >  r; 

4.  a  >  6,      s  >  r. 

Im  ersten  Falle  schreitet  je  eine  scharfe  Grenze  x^,  x^  nach 
vorwärts  und  nach  rückwärts,  so  dass  in  den  drei  dadurch  ent- 
standenen Gebieten  sich  nur  Lösungen  von  J.jR,  ^S,  £/S  be* 
finden.  In  den  drei  übrigen  Fällen  werden  aus  einer  oder  aus 
beiden  Trennungsflächen  fortschreitende  und  allmählich  breiter 
werdende  Bereiche,  in  denen  die  angrenzenden  Substanzen  sich 
mischen. 

Nehmen  wir  aber  an,  dass  schon  zu  Anfang  Raumthdle 
vorhanden  sind,  in  denen  alle  vier  lonenarten  gemischt  ent- 
halten sind,  so  führt  das  Problem  auf  höhere  Differential- 
gleichungen, zu  deren  Integration  die  hier  angewandten  Mittel 
nicht  mehr  ausreichen.  Diese  Differentialgleichungen  sind  zwar 
den  Methoden,  die  Riemann  auf  die  Schallgleichungen  an- 
gewandt hat,  die  wir  in  der  Hydrodynamik  kennen  lernen 
werden,  noch  zugänglich;  indessen  entbehren  die  Resultate  der 
Einfachheit  und  Anschaulichkeit. 

Beobachtungen  von  Wetham  (Philosophical  Transactions 
184  A.,  p.  354,  1893)  stimmen  im  Allgemeinen  mit  den  Ergeb- 
nissen der  Theorie  überein. 


■n  j.; 

Jet]  k 
H>  tr*i 

b..  i:. 


Fall 


Uli 


lü'.S« 


lö- 


11 
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da?! 


a»  dxi 


dt         b^  dt 

Der  Punkt  x^  schreitet  also  mit  grösserer  Geschwindigkeit 
Toran  als  der  Punkt  Xi^  und  die  beiden  Punkte  schliessen  also 
einen  vorwärtsschreitenden  und  dabei  immer  breiter  werdenden 
Bereich  ein. 

Zwischen  diesen   beiden  Punkten  haben  wir  nach  §.  191  (4) 

^r^:^  =  ^,  =  («  +  0  «  +  (6  +  r)  /5  =  y^  ßo 


1^2© 


ri^b 


o 


a-f-r     _i    *  +  ^  z>  b-\-r 


a 


«  + 


-ß  = 


woraus  sich  ergiebt 

_      a(b  +  r)ß^      n   JJ  _ 


ßo^ 


a 


ß=      - 


6(a  +  r)(( 
ßo 


). 


a 


c  n  -  ')■ 


St 


Es  findet  also  in  dem  Bereiche  zwischen  Xi  und  a^  eine 
**^8chung  der  beiden  lonenarten  statt. 

In  den  drei  ausserhalb  dieses  Bereiches  liegenden  Gebieten 
^  ''^  0,  0  <i  X  <Z  Xi^  x^  <Z  X  verhält  sich  alles  genau  wie  in 
^^*^   Fällen  1.,  a),  b),  c). 

Wird  der  Strom  umgekehrt,  nachdem  die  Mischung  in  einer 
^^ecke  eingetreten  ist,  so  geht  der  Zustand  zurück  bis  zur  voU- 
^^•^digen  Entmischung;  von  da  an  schreitet  die  scharfe  Grenze 
^<5h  1.  rückwärts.  Wenn  aber  der  Strom  wieder  umgekehrt, 
^  h.  die  ursprüngliche  Stromrichtung  wieder  hergestellt  wird,  so 
'^'tt  sofort  wieder  Mischung  ein. 

Die    Betrachtungen,    die    zu    den    vorstehenden    Resultaten 

^^^hrt  haben,   sind   auch   noch   auf  den  Fall  anwendbar,  dass 

^^^i  elektrolytische  Lösungen  ohne  gemeinsames  Ion,  also  etwa 

-Ä   und  B  S  zu.  Anfang  in   einer  scharfen  Grenze  zusammen- 


88en,  weil  in  diesem  Falle  niemals  in  einem  Ilaumtheile  alle 
^   Arten  von  Ionen  gemischt  auftreten.     Man   erhält  dann,  je 
den   Grössenverhältnissen    der   Beweglichkeiten   a^i^r^s 
mögliche   Fälle: 

1.  a  <  6,      .<?  <  r; 

2.  a  >  6,      s  <Z  r\ 
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3.  a  <  6,      s  >  r; 

4.  a  >  6,      s  >  r. 

Im    ersten   Falle    schreitet  je  eine  scharfe  Grenze  Xi,  x^  nack 
vorwärts  und  nach  rückwärts,  so  dass  in  den  drei  dadurch  ea'fc- 
standenen  Gebieten  sich  nur  Lösungen  von  J.2J,  J.S,  .BS  l>^' 
finden.    In  den  drei  übrigen  Fällen  werden  aus  einer  oder  a-ti» 
beiden  Trennungsflächen  fortschreitende  und  allmählich  breit>^^ 
werdende  Bereiche,  in  denen  die  angrenzenden  Substanzen  si^^l^ 
mischen.  _ 

Nehmen   wir   aber   an ,   dass  schon  zu  Anfang  Raumthe^-  ^^ 
vorhanden    sind,    in    denen   alle  vier  lonenarten  gemischt  ec^*-^* 
halten    sind,    so    führt    das    Problem    auf   höhere    Differenti^^*-' 
gleichungen,  zu  deren  Integration  die  hier  angewandten  Mitf""^^^ 
nicht  mehr  ausreichen.     Diese  Differentialgleichungen  sind  zw 
den  Methoden,    die  Riemann    auf   die   Schallgleichungen    a' 
gewandt    hat,    die    wir   in    der    Hydrodynamik    kennen 
werden,   noch  zugänglich;   indessen  entbehren  die  Resultate  di 
Einfachheit  und  Anschaulichkeit. 

Beobachtungen    von   Wetham    (Philosophical    Transactiot::^^ 
184  A.,  p.  354,   1893)  stimmen  im  Allgemeinen  mit  den  Ergek^'^ 
nissen  der  Theorie  überein. 
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Erster  Abschnitt. 


tegration  duroh  hypergeometrisohe  Reihen. 


§•  1- 

ineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 

^  Wir  haben  im  siebenten  Abschnitte  des  ersten  Bandes  einige 

^^^  einfEUshsten  und  wichtigsten  Sätze  aus  der  Theorie  der  linearen 
^^'Oerentialgleichungen  mit  einer  unabhängigen  Variablen  kennen 
^^l^rat. 

In  den  Problemen,  die  wir  in  den  folgenden  Blättern  be- 
^^^deln  werden,  treten  solche  Differentialgleichungen,  und  zwar 
P^^onders  die  von  der  zweiten  Ordnung,  immer  mehr  in  den 
^oinJergrund. 

Die  Theorie  der  linearen   Differentialgleichungen  ist  durch 

^^^  fnnctionentheoretischen  Methoden,  die  zuerst  Riemann  darauf 

?^*^8ewandt  hat,   durch   die   Untersuchungen    von  Fuchs,    Fro- 

^^Hius  u.  A.  zu  einer  umfangreichen  Lehre  ausgebildet  worden. 

<5*iii    grosser  Theil  dieser  allgemeinen  Theorie    hat  aber  bisher, 

^^   ^chtig  er  für  die  Analysis  ist,  in  der  Physik  noch  keine  Ver- 

^^Hdung  gefunden,  und  es  dürfte  daher  dem  Leser,  dessen  Inter- 

?^^^  in  erster  Linie  auf  die  physikalischen  Anwendungen  gerichtet 

.^^   willkommen  sein,  hier  einen  gedrängten  Ueberblick  über  den 

'^*^^il  dieser  Theorie  zu  finden,    der  für  physikalische  Anwen- 

r^^^gen  wichtig  ist.    Es  kommen  hierbei  vorzugsweise  die  linearen 

^iÖierentialgleichungen  zweiter  Ordnung  in  Betracht,  auf  die  wir 

^^^  von  vornherein  beschränken  wollen.    Wir  knüpfen  dabei  an 

^^^    älteren  Untersuchungen   von   Euler,  Gauss,  Kummer  an. 


6  Erster  Abschnitt.  §2. 

Sind  nun  y^,  y^^  y^  drei  Lösungen  von  (1),  so  ist 

Pov"  +  Pi  y2  +  i>«  2/2  =  0, 

/>oyi'  +Piy8  +i>2«/:i  =  0, 

woraus  folgt,  da  po)  Pi^  Pi  nicht  alle  drei  Null  sind,  dass  die 
Determinante  ^  verschwindet,  y^,  y^i  ^s  ^^^  linear  abhängig  sind. 
Wenn  Xq  ein  Werth  von  x  ist,  für  den  Pi/po  und  i^s/Po  »ebst 
allen  ihren  DifPerentialquotienten  endliche  Werthe  haben,  so  kann 
man  für  x  =  Xq  die  Werthe  y  =  y^^  y*  =  y^  willkürlich  an- 
nehmen, und  dann  durch  fortgesetzte  Differentiation  der  Diffe- 
rentialgleichung (1)  die  Werthe  der  höheren  Differentialqnotienten 
yi',  yi", ...  bis  zu  beliebiger  Höhe  berechnen.  Man  bekommt  so 
die  Coefficienten  in  der  Taylor' sehen  Entwickelnng: 

(8)  y  =  yo  +  {^  —  ^o)yo  +  -  ^  ^'  yo  +  172T3    ^'  +'*'' 

die  dann  ein  Integral  von  (1)  mit  den  beiden  willkürlichen  Con- 
stanten  yo)  y'o  darstellt.  Auf  den  Beweis  der  Convergenz  dieses 
Ausdruckes,  den  man  in  den  Lehrbüchern  der  Integralrechnaiig 
oder  der  Differentialgleichungen  findet,  gehen  wir  hier  nicht  eioi 
was  wir  um  so  eher  können,  da  wir  es  in  der  Folge  meist  mit 
Differentialgleichungen  zu  thun  haben  werden,  die  sich  durch 
leicht  zu  übersehende  Ausdrücke  integriren  lassen. 

Die  Entwickelnng  (8)  kann  nicht  mehr  aufgestellt  werden, 
wenn  ^o  für  x  =  Xq  verschwindet.  Diese  Punkte  x^  heissen  die 
singulären  Punkte  der  Differjentialgleichung.  In  ihrer 
Umgebung  folgen  die  Entwickelungen  der  Integrale,  wenn  sie 
überhaupt  möglich  sind,  anderen  Gesetzen. 

Den  Fall,  wo  die  Coefficienten  po^  p^,  j>2  i^  ^^r  Gleichunf 
(1)  Constanten  sind,  haben  wir  schon  im  ersten  Bande  ausfuhrlich 
erörtert.  Der  nächst  einfache  Fall  würde  der  sein,  wo  p^,  ft, 
2>a  lineare  Functionen  von  x  sind. 

Es  scheint  aber  für  manche  Zwecke,  namentlich  für  die 
Integration  durch  Potenzreihen,  sachgemässer,  die  Differential* 
gleichungen  nicht  nach  dem  Grad  der  Coefficienten,  sondern 
nach  den  Dimensionen  ihrer  Glieder  in  Bezu^  auf  die 
Variable  x  einzuth eilen i).  Bei  dieser  Zählung  haben  x  und 
dx  die  Dimension  1,  während   die  Variable  y  keine  Dimension 


*)  Biemaun'H  Werke,  zweite  Auflage,  S.  435. 
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and  aller  gemeinschaftlichen  Factoren  auf  eine  Fonn  bringen, 
in  der  die  Coefficienten  i>o)l>i)  P%  g&nze  rationale  Func- 
tionen von  X  ohne  gemeinschaftlichen  Theiler  sind 

Dies  ist  der  Fall,  der  uns  hier  fast  ausschliesslich  beschäftigen 
wird. 

Wir  wollen  hier  zunächst  den  im  ersten  Bande  nur  kurz  in 
ilexr  Anmerkung  auf  S.  129  angedeuteten  Beweis  nachtragen,  dass 
die  Gleichung  (1)  nicht  mehr  als  zwei  linear  unabhängige  Inte- 
gira,le  haben  kann. 

Wenn  die  drei  Functionen  y^,  y,,  ^3  linear  abhängig  sind, 
80  lässt  sich  eine  von  ihnen,  etwa  y,,  linear  und  mit  constanten 
Coefficienten  durch  die  beiden  anderen  darstellen  in  der  Form 

(^)  ya  =  Ci  yi  4-  c,  t/„ 

voraus  durch  zweimalige  Differentiation 

W  yi  =  Ci!/i  +  Cayii 

^  m'uss  also,  wie  aus  der  Theorie  der  linearen  Gleichungen  be- 
kannt ist,  die  Determinante 


(6)  J  = 


Vu  y'u  yi| 
2/2^  yi,  yi 
ys.  yii  y's 


^ßrschwinden.  Wenn  umgekehrt  diese  Determinante  verschwindet, 
^  sind  entweder  schon  t/i,  t/2  ^on  einander  linear  abhängig,  d.  h. 
yi  Und  yj  stehen  in  constantem  Verhältniss  und  es  ist 

^1  =  yiyi  —  y2yi 

8^öich  Null,  oder  es  ist  ^^  von  Null  verschieden  und  es  lassen 

^ich    (Jie  (Coefficienten   Cj,  Cj,  zunächst  als  Functionen  von  x,  so 

^stimmen,  dass  die  Gleichungen   (3),   (4),    und    sodann   wegen 

==^  0  auch  (5)  befriedigt  sind.     Dann   folgt  aber  durch  Diffe- 

'"^Otiation  von  (3)  und  (4)  mit  Benutzung  von  (4)  und  (5): 

(7)  ci  yi  +  ci  ya  =  0, 

Ci  yi  +  Ca  y2  =  0, 

,^^  daraus  ergiebt  sich,  da  z/^  von  Null  verschieden  ist,  cl  =  0, 
*  ^===^  0  und  Ci  und  Ca  sind  also  Constanten. 

Das  Verschwinden    der   Determinante   J  ist   also 
./^    nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die 
^^are  Abhängigkeit  der  drei  Functionen  yj,  y^,  y^. 


6  Erster  Abschnitt.  §.  2. 

Sind  nun  y^,  Va»  t/,  drei  Lösungen  von  (1),  so  ist 

woraus  folgt,  da  p^^  p^,  i?,   nicht  alle  drei  Null  sind,  dass   ^^^ 
Determinante  ^  verschwindet,  i/i,  i/s,  y^  also  linear  abhängig  si<^^* 
Wenn  a:©  ein  Werth  von  x  ist,  für  den  Pi/|>o  ui^d  Pa/po  n0l>*^ 
allen  ihren  DifPerentialquotienten  endliche  Werthe  haben,  so  k^«*^ 
man   fiir  x  =  x^   die  Werthe  y  z=  y^^  y'  =  yi   willkürlich    ^^' 
nehmen,  und  dann  durch  fortgesetzte   Differentiation   der  Di^t  "^ 
rentialgleichung  (1)  die  Werthe  der  höheren  Differentialquotieati^^^ 
y'o't  yo\".  bis  zu  beliebiger  Höhe  berechnen.     Man  bekommt 
die  Coefficienten  in  der  Taylor' sehen  Entwickelang: 

(8)    y  =  J/o  -f  (^  —  ^o),Vo  +       j   2      ^^  +     172: 3     y«   +  -  - 


die  dann  ein  Integral  von  (1)  mit  den  beiden  willkürlichen  Co: 
stauten  yo,  yo  darstellt.  Auf  den  Beweis  der  Convergenz  dies 
Ausdruckes,  den  man  in  den  Lehrbüchern  der  Integralrechnux=^^ 
oder  der  Differentialgleichungen  findet,  gehen  wir  hier  nicht  oi-  '^^ 
was  wir  um  so  eher  können,  da  wir  es  in  der  Folge  meist  ttm^^ 
Differentialgleichungen  zu  thun  haben  werden,  die  sich  durci^h 
leicht  zu  übersehende  Ausdrücke  integriren  lassen. 

Die  Entwickelung  (8)  kann  nicht  mehr  aufgestellt  werd^^*» 
wenn  p^  für  x  =  Xq  verschwindet.  Diese  Punkte  Xq  heissen  d^*-® 
singulären  Punkte  der  Differjentialgleichung.  In  ihr^^^ 
Umgebung  folgen  die  Entwickelungen  der  Integrale,  wenn  ^-^^ 
überhaupt  möglich  sind,  anderen  Gesetzen. 

Den  Fall,  wo  die  Coelficienten  pot  Pi,  P2  in  der  Gleichu-^^^f 
(1)  Constanten  sind,  haben  wir  schon  im  ersten  Bande  ausfiihrli^^ 
erörtert.    Der  nächst  einfache   Fall  würde   der  sein,  wo  p^,  J^^^ 
P2  lineare  Functionen  von  x  sind. 

Es  scheint   aber   für   manche   Zwecke,    namentlich    für 
Integration   durch  Potenzreihen,   sachgemässer,   die  Differenti^ 
gleichungen    nicht   nach    dem  Grad    der   Coefficienten, 


nach  den  Dimensionen  ihrer  Glieder  in  Bezu^  auf  4  ^^^ 

Variable  x  einzutheilen *).     Bei   dieser  Zählung   haben  x  m^'^^^ 

dx  die  Dimension  1,  während   die  Variable  y  keine  Dimensi*^^"^" 


^)  Riemaun'K  Werke,  zweite  Auflage,  S.  435. 
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erhält.  Es  haben  also  'kf  und  ]f'  die  Dimensionen  —  1  und  —  2, 
md  am  die  Dimensionen  aus  den  Difierentialquotienten  weg- 
uschaffen,  setze  man 

dy  _  1      d\j 
dx        X  rflogx' 

d  x^       x^  \d  log  x^       d  log  xj ' 
Durch  diese  Substitution  erhält  (1)  die  Form 

>9€tzt  ist.  Jetzt  werden  die  Dimensionen  d^r  Differentialgleichung 
Kxiach  durch  die  Dimensionen  der  CoöfKcienten  q  bestimmt. 


§.  3. 
Differentialgleichungen  mit  linearen  Coefficienten. 

Wenn  die  Differentialgleichung  (10)  §.  2  nur  Glieder  von 
'Sicher  Dimension  enthält,  so  sind  q^^  g^,  q^  mit  einer  Potenz 
^Xi  X  proportional,  und  wir  können  diese  Potenz  von  x  weg- 
'l)en,  also  go?  9i)  ^3  constant  annehmen.  Dann  hat  diese  Diffe- 
rentialgleichung (10)  das  particulare  Integral 

>  y  =  x^, 

önn  m  eine  Wurzel  der  (luadratischen  Gleichung 

l>  qo  m»  -j-  q^  m  +  (/,  =  0 

^  ^  und  man  erhält  daraus  zwei  particulare  Integrale ,  da  man 
^e  Wurzel  dieser  Gleichung  für  m  nehmen  kann.  Sind  diese 
^iden  Wurzeln  einander  gleich,  so  erhält  man  das  zweite  parti- 
•-lare  Integral  in  der  Form 

0  y  =  X'"  log  X. 

•^'«rgl.  Bd.I,  §.  56.) 

Der  nächst  einfache  Fall  ist  dann  der,  dass  in  der  Ditte- 
^ntialgleichung Glieder  von  zwei  verschiedenen  Dimensionen 
^rkommen.     Dann  haben  die  Coefficienten  goi  (Zi^  Qq  die  Form 
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übergeht,  was  mit  der  Differentialgleichung  für  die  Bessersche 
Function  J«  [Bd.  I,  §.  69  (12)]  übereinstimmt. 
Für  die  Annahme 

m  =  2,     ao  =  l,     6o  =  —  li      a^  =  —  1,      />i  =  — (2  v  -h    ^\ 

a^  =  0,     62  =  n(n  -f-  1)  —  v{v  +  1) 

erhält  man  die  Differentialgleichung 

4-  [n{n  +  1)  —  vC»  +  l)]a;»y  == 
oder 

^^  ~  ''"''  dS  -  (2"  +  2)^  j^  +  [n(»+l)-r(v+l)]y  =      0. 

worin  man  die  Differentialgleichung  der  Kugelfunctionen,   Bd-      ^ 
§.115  (3)  erkennt. 

Wenn  man  in  (1)  die  Substitution  x  =  xj,  dloga;  =  (id\og    -^i 
macht,  so  erhält  man 


'**- 


^ 


0 


Die  Gleichung  ändert  also  ihre  Form  nicht,  und  da  der 
ponent  fi  beliebig   ist,   so    folgt,   dass   die    Allgemeinheit    ni<^^^ 
beeinträchtigt  wird,   wenn   man  in  (1)  für  m    einen    beliebig ^° 

speciellen  Werth  setzt.    Setzt  man  einmal  m  =  4- 1,  dann  m  = ^ 

und  multiplicirt  im  letzten  Falle  die  ganze  Gleichung  mit  x,  ^^ 
erhält  man  beide  Male  eine  Gleichung  von  der  gleichen  FoT'^^^ 
nur  dass  der  Goefficient  des  ersten  Gliedes  das  eine  Mal  Oa-^-bo  -^* 
das  andere  Mal  h^  -{-  üqX  ist.  Da  a^  und  b^  nicht  beide  v^'*' 
schwinden  können,  so  erhalten  wir  aus  (1)  eine  Gleichung  ^o^ 
hinlänglicher  Allgemeinheit : 

(3)  (ao  +  i„x)  ^^l~  +  [a,^hx)  ^^^-^  +  (a.  +  6,x)y  =   *^. 

Wenn  wir  darin  noch  die  Annahme  machen,  dass  ao  von  Nu  »-} 
verschieden  ist. 

Nun  führen  wir  noch   iür  y  eine   neue  Variable  y^  ein,  i^*' 
dem  wir 

(4)  y  =  xf'y^ 

setzen.    Die   neue   Gleichung  für  y^   wird  dann,    wenn  wir  zur 
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von  X  onabhäDgig,  also  constant  werden  soll.  Dann  aber  bleiben 
in  der  Gleichung  (9)  nur  noch  die  Dimensionen  0  und  — 1  und 
sie  kann  auf  die  Form  (5)  gebracht  werden. 

Ist  aber  p^  constant,  so  können  wir  p^  =  1  annehmen,  und 
erhalten  durch  die  Substitution  (8) 

(103  /'  +  (2A  +i>,)ir'  +  {k^  +  kp,  +p,)z  =  0. 

Wenn  nun  pi  nicht  constant  ist,  so  können  wir  A  so  be- 
stimmen, dass  A>  -f~  kpi  -\-  Pi  constant  wird,  und  dann  können 
'y^xr'  die  lineare  Function  2  A  -|-  j9i  als  neue  unabhängige  Variable 
^  einfuhren.  Dann  aber  erhält  (10)  nur  noch  Glieder  der  beiden 
Diraensionen 

—  2,  0. 

Ist  aber  endlich  auch  p^  constant,  so  kann  man  2  A  -|-  j^^  =  0 
so'fczen  und  dann  für  die  lineare  Function  k^  -\-  ^Pi  -\-  p^  eine 
neue  Variable  x  einfuhren,  wodurch   man   auf   die   Form    der 
Differentialgleichung 

(11)  /'  +  cxz  =  0 

geführt  wird,  die  nur  die  beiden  Dimensionen  — 2,  -|-1  enthält  1). 

§•4. 
I>ie  hypergeometrische  Differentialgleichung. 

^ir  gehen  jetzt  zur  Betrachtung  der  Differentialgleichung 
^^)   §.  3  über: 

Um  einige  Beispiele  anzuführen,  bemerken   wir,  dass  diese 
*^iohung  für 

^o    =1,    6f,  =  ai  =  fei  r=  0,     aj  =  —  n^,    6,  =  1,    m  =  2. 
m 

rffogr^  ^  (-^-^  -  n^)y  =  0 


.  ^)  Schlömilch,   Compendium  der  höheren  Analysis,    Bd.  2,   zweite 

^^'lage  {BrauDBchweiff  1874),  S.  515. 


dlogx* 

^  n  =  0 

und  wenn  wir  dies  einsetzen,  so  folgt: 

(2)  ^Äna^n(n-j-a,)—^Änaf^'^H^'  —  hn  —  h)  =  0^ 

Um  diese  Gleichung  etwas  einfacher  darstellen  zu  könsiB  ^n« 
wollen  wir  uns  die  quadratische  Function,  die  hier  als  Coeflicm^^i^^ 
von  sf*  +  *  auftritt,  in  ihre  linearen  Factoren  zerlegen,  indem     -^^^^^ 

n>  —  Ai  n  —  6,  =  (n  +  a)(n  +  ß) 
setzen,  so  dass 

(3)  b,  =  -a^ß,  6,  =  — a/J, 

und  der  Uebereinstimmung  wegen  setzen  wir  noch 

(4)  ai  =  y  -1, 

€0  dass  die  Differentialgleichung  §.  4  (7)  so  dargestellt  wird: 

die  man  mit  Benutzung  von 

dlogx  dx'       d\ogx^  dx^    •"      dx 

nach  Unterdrückung  eines  Factors  x  auch  so  schreiben  kann: 

(6)      .(l-x)^  +  fy_(«_Lj84-l)a:]  1|  -  «/Jy  =  0, 

und  da  man  in  der  ersten  Summe  (2)  das  Glied  für  n  =  0  »'^ 
verschwindend  weglassen  kann,  so  ergiebt  sich: 


OD  00 


^  ^„ .,:«„(„ +  y_l)  =  ;2^a:"  +  i(MH-«)(n  +  Ä, 

n  -  1  n  =:  0 

oder  wenn  man  in   der  zweiten  Summe  n  —  1  an  Stelle  von  * 
setzt : 


OD 


(7)  ^  ÄnX*n(n+y—\)  =  ^  A^-,3f>{n+a-\){n-\-ß--\)' 


n-    \  n  —  1 
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Abkünang  die  linearen  Goefficienten  von  (3)  wieder  mit  q^^  qi^ 
q^  bezeichnen: 

Die  Form  der  Gleichung  bleibt  also  dieselbe;  wir  erhalten 
ab^r  noch  die  Möglichkeit,  über  eine  der  Gonstanten  zu  verfügen, 
iin<3  wir  wollen  dies  dadurch  thun,  dass  wir 

tto  ft*  +  tti  ^  +  o,  =  0 

sot^zen,  also  den  Goefficienten  von  y^  mit  x  proportional  an- 
lÄölamen.  Demnach  können  wir  die  Gleichung  (3)  in  der  Form 
skx^siiehmen: 

(»>       (Oo  +  \x)  ^fj|^,  +  (a,  +  K^)/^^^^  +  fta^y  =  0. 

Wir  machen  vorläufig  noch  die  Annahme,  dass  auch  hf^  von 

^XLllyerschieden  sei,  worin  allerdings  eine  beschränkende 

Voraussetzung  liegt.    Wir  werden  aber  das  schliessliche  Resultat 

dann  durch  einen  einfachen  Grenzübergang  auch  auf  den  Fall  6o=0 

ausdehnen  können  (§.  6).   Dann  führen  wir  für  x  eine  neue  Variable 

x^  = ^— 

^^^y    und    können,   mit  etwas  veränderter   Bedeutung   der  Con- 
^^nten,  die  Gleichung  in  der  Form  annehmen: 

(7)  (1  _  ^)     fy       I    (a^  _i-  b,  X)   ,f^     -f  b,xy  =  0. 

^  ^dlogx^^    ^^  '    ^dloga:    '  ^ 

Diese    Gleichung    nennen    wir    die    hypergeometrische 
^fferentialgleichung. 


§.  5. 
Die  hypergeometrische  Reihe. 

Wir  wollen  nun  die  Differentialgleichung  (7)  §.  4  durch  eine 
^^^iizreihe  zu  integriren  suchen. 

Wir  setzen,  indem  wir  mit  An  unbestimmte  Gonstanten  be- 
^^ichnen: 
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OD 


y   =    2  -^"^*' 


(1) 


n  =  0 

dy 
d  log  X 

OD 

n  —  o 

An 

nx^, 

d'y 

00 

A 

nirn 

dlog 


n  =  0 

und  wenn  wir  dies  einsetzen,  so  folgt: 

(2)  2  ^^^(^  +  <^i)  -  S  ^nX-  +  Hn^  —  b,n-b^)  =  O. 

fi  =  0  n  =  o 

Um  diese  Gleichung  etwas  einfacher  darstellen  zu  köim  ^^^y 
wollen  wir  uns  die  quadratische  Function,  die  hier  als  Coeffic^^®^* 
von  a:"  +  i  auftritt,  in  ihre  linearen  Factoren  zerlegen,  indem      ^^ 

n«  —  Ai  n  —  6j  =  (n  +  a)(n  -|-  ß) 
setzen,  so  dass 

(3)  b^  =  ^a  —  ß,  b,  =  —  aß, 

und  der  Uebereinstimmung  wegen  setzen  wir  noch 

(4)  a,  =  Y  -1, 

€0  dass  die  Differentialgleichung  §.  4  (7)  so  dargestellt  wird: 

die  man  mit  Benutzung  von 

^y     =  ^^ll        J^VL  =  xi^  -^  x^ 
dlogx  dx'       d\ogx^  dx^~^      dx 

nach  Unterdrückung  eines  Factors  x  auch  so  schreiben  kann  ^ 

(6)      x(\-x)^^  +  [y_(«+/J+  1)0:]  g  _  «^y  =  0, 

und  da  man  in   der  ersten  Summe  (2)  das  Glied  für  n  =  0     -^ 
verschwindend  weglassen  kann,  so  ergiebt  sich: 

OD  OD 

2  ^»■«•••n(n  +  y— 1)  =  ^  Xa^  +  '(» +  «)(»  + /?!>-' 

n  — 1  n=iO 

oder  wenn  man  in   der  zweiten  Summe  n  —  1  an  Stelle  voO 
setzt : 


00  CO 


(7)  ^  ^„a:"n(n  +  y-l)  =  ^  A„-,j^{n+K-\){n^ß-^  ^^- 


n  -  - 1  n  =  1 
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Da  diese  beiden  Reihen  identisch  sein  sollen,  so  folgt: 

(8)  A.  =  A...  ("-  +^pMn_ ±J.^). 

^  -^  n(n  -j-  y  —  1) 

Setzen  wir,  was  uns  freisteht,  ^o  =  li  so  folgt 
A    —    <*ß 

(«  +  l)(ß  +  1) 
^  —  ^i       2.(y  +  l)      ' 


(«  +  n  -  1)(^  +  n  -  1) 

An   -  A.-1  „(y^^_l) 

daraus  durch  Multiplication 

«(«  ^^l). .. («_+_»_-  1)  ß(ß  +  1)...(/J  +  n  -  1) 

1.2 n  y(y+l)...(y-^„_l)- 

Wir  kommen  also  zu  folgendem  Resultat: 
Definiren  wir  eine  Function  F{a,  ß,  y,  x)  durch  die  unend- 
liche Reihe: 

«(«+!)(«  4- 2)    /3(/}+l)(^  +  2) 

.  "^  1.2.3  y(y4-l)(y  +  2)  ^•■•' 

so    I8t 

y  =  F(a,  /J,  y,  z) 

^^  particulares  Integral  der  hypergeometrischen  Difierential- 
«leichung  (6). 

Die  unendliche  Reihe  (9)  wird  die  hypergeometrische 
*^©ihe  genannt 

Auf  ihre  Convergenz  können  wir  aus  (8)  schliessen.  Danach 
***oert  sich  der  Quotient  zweier  auf  einander  folgenden  Glieder 

A^^^'    ^    {n -^  a)(n^±J)  ^ 
AnX^  (n  +  l)(n4-y) 

^n   unendlich  wachsendem  n  der  Grenze  x,  und  daraus  folgt 

^^ch  einem  bekannten  Satze,  dass  die  Reihe  F(a,  /J,  y,  x)  un- 

^dingt  convergirt,  so  lange  der  absolute  Werth  von 

l^leiner  als  1  ist    Es  ist  also  durch  diese  Reihe  eine 

^©tige  Function  des  complexen  Argumentes  x  inner- 

^^Ib  des  Einheitskreises  definirt. 
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Ein  Ausnahmefall  ist  aber  zu  erwähnen,  in  dem  die  bisheiigea 
ßetrachtungen   ihre  Gültigkeit  verlieren ,    nämlich  wenn  y  :=0 
oder  gleich  einer  negativen  ganzen  Zahl  ist,  weil  dann  die  Glieder  van 

(9)  von  einem  gewissen  an  unendlich  gross  werden.    Wir  komme'Ki 
auf  den  Ausnahmefall,  den  wir  vorläufig  ausschliessen,  zurüd^* 

Wenn  dagegen  a  oder  ß  gleich  einer  negativen  ganzen  Zafczml 
ist,  so  ist  jF(a,  /J,  y,  x)  eine  ganze  rationale  Function  von  x. 

Die  Vertauschung  von  a  mit  ß  bewirkt  weder  in  der  DifFi 
rentialgleichung  (5)  oder  (6),  noch  in  der  Reihe  (9)  eine  Aend< 
rung,  und  es  ist  daher  identisch 

(10)  F(a, /3,y,rc)    =    F(/3,  o,  y,  rc). 

§.  6. 
Die  Grenzfälle. 

Wir  haben  bei  der  Umformung  der  Gleichung  §.  4  (6)  (S.ie 
Annahme  gemacht,  dass  der  Goefßcient  b^  von  Null  verschieden 
sei,  und  haben  den  Fall  i^  =  0  als  einen  Grenzfiall  bezeichnet, 
für  den  wir  das  Resultat  schliesslich  durch  einen  Grenzübergajag 
erhalten  würden.  Um  dies  nun  auszuführen,  setzen  wir  in  A^r 
Gleichung  §.  5  (6) 
(1)  X  =  hxi, 

worin  h  eine  unbestimmte  Constante  bedeutet,  und  erhalten,  weo^^ 
wir  mit  h  multipliciren : 

Wenn  wir  nun  h  in  Null  übergehen  lassen,  so  würde,  wex"^^ 
wir  dabei  a,  ß  unverändert  lassen,  das  letzte  Glied  wegfallen  viX^^ 
wir  würden  nicht  zu  dem  gewünschten  Resultate  kommen.  Di^^ 
können  wir  vermeiden,  wenn  wir  a  und  ß  in  einer  gewissen  Al>^ 
hängigkeit  von  h  unendlich  gross  werden  lassen  Es  genügt*''» 
zwei  Formen  dieser  Abhängigkeit  ins  Auge  zu  fassen: 

1.     «  =        ,        ß  von  h  unabhängig, 
n 

(Die  Beifügung  constanter  Factoren  würde  nichts  wesentlich  Neuest 
ergeben.^ 


f 
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Wenn  wir  dann  h  in  Null  übergehen  lassen,  so  erhalten  wir 
aas  (2)  die  beiden  Gleichungen: 

an  cl  wenn  man  den  gleichen  Grenzübergang  in  der  Reihe  F(a,  /J,  y,  x) 
Dia^c^ht,  erhält  man  für  das  Integral  von  (3): 

(5>  Lim    fQ,  ß,y.hx,^  = 

ua<3^  für  das  Integral  von  (4): 

1  4-     ^      _J_  1  _L  1  _L_ 

'    l.y    '     1.2.y.y+l    "•     1.2.:-J.y.y  +  l.y4-2 

Diese  beiden  Reihen  sind  für  alle  Werthe  von  x^  con- 
^^  rgent,  was  man  leicht  an  den  Reihen  selbst  nachweist,  wie 
^■^^r  auch  aus  der  Substitution  (1)  hervorgeht. 

Die  Difierentialgleichung  (4)  führt  auf  die  BesseT sehen 
"**  Utictionen,  und  in  der  That  ergiebt  sich  aus  der  Reihe  (6)  nach 
'^U.nd  I.  S.  68  (3): 


'-^  •  4..  .2n  i  2.2w  +  2  "^  2~.4T2n4-  2.2m  4-4        "*  ) 

a;«  f  •       i;.  /  1         1  11  hx^\ 

=  274-7.  2n  t'iS  ^  (y*'    Vä'    "  +  '•    -  — )• 

Hierdurch    ist    nun    auch    der   früher   ausgeschlossene  Fall, 
in  der  Differentialgleichung  §.  4  (6)  der  Coöfficient  6^  ver- 
schwindet, vollständig  erledigt. 


§•7. 

*^^e  verschiedenen  Integrale  der  hypergeometrischen 

Differentialgleichung. 

Die  Reihe  i^'(a,  /3,  y,  x)  giebt  uns  nur  ein  particulares   In- 
^^al  der  hypergeometrischen   DiflFerentialgleichung ,    und    auch 


I.  - 
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dieses  nur  in  einem  begrenzten  Bereiche  der  complexen  Variablen 
x^  nämlich  im  Einheitskreis.    Aus  diesem  einen  aber  können  wit 
durch    Umfonnung   der    Differentialgleichung    eine    grosse   Zahl 
anderer  Integrale  herleiten,  die  uns  die  nöthige  Ergänzung  gebeiv- 
Wir  gehen  von  der  hypergeometrischen  Differentialgleichung 
in  den  beiden  Formen  aus  [§.  5  (5),  (6)]: 

(2)  T(l-x)g  +  [y-(«  +  j8+l)x]g-«/Jy  =  0. 
Diese  Gleichung  wird  integrirt  durch  die  Function 

Wenn  wir  aber  in  (2)  die  Substitution  machen: 

(3)  Xi  =  l  —  x^  dxi  =  —  dXy 
80  ergiebt  sich 

(4)  .:,  (1  _  a;0  ^  +  [«  +  /5  -  y  +  1  -  («  +  /3  +  1)  x,]  ^J^ 

—  aßy  =  0 

und  diese  Gleichung  geht  aus  (2)  hervor,  wenn  wir  x  durch  -^skTi, 
y  durch  oc  -\-  ß  —  y  +  1  ersetzen.  Wir  haben  also  ein  zwei'fc^s 
Integral  der  hypergeometrischen  Differentialgleichung: 

Machen  wir  ferner  in  (1)  die  Substitution 

(5)  Xi  =  x~^^        dlogx  =  —  dlog^i, 
so  folgt 

Diese  Gleichung  hat  noch  nicht  vollständig  die  Form 
Gleichung  (1),  insofern   der  Coefficient  von  y  nicht  mit  Xi  f> 
portional,   sondern   constant    ist.     Um   sie   auf   diese   Form        ^^ 
bringen,  verfahren  wir  wie  in  §.  4,  indem  wir  setzen: 

^y    _  ^u  /  ^yi 


^r 


<')        Jiogi;  =  "'  imi.,  +  "».)  • 


d^y         u  ( d^vi     ,  o     ^y\     I    «   \ 


dlog 
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id  erhalten  aus  (6): 


dXogxl    '     L    rv   1  j     \  I     r         VA  /    ^JdflogiTi 

-h{fiH^i  -  i)  +  ^[«  +  /5-(y-i)^]-«^)  Vi  =0. 

Wenn  nun  der  constante  Theil  im  Coefücienten  von  y,  weg- 
ten  soll,  so  müssen  wir 

o 

ft  =  a    oder    fi  =  ß 

zen.     Nehmen  wir  ^  =  a,  so  folgt: 

(^  -  ^')  dt^gTr?  +  [«  -  ^  -  (2«  -  y  ^  1)..]  5-^^^^ 

—  a(a  —  y  +  l):z:i  //i  =  0, 

ei  diese  Gleichung  hat  das  Integral 

F{a,    a  —  y  +  1,     a  —  ^+1,     x,), 

d  demnach  ist  nach  (6)  und  (8)  ein  Integral  der  Differential- 
Eichung  (1): 

X.  X-"  F  (^cc,  a  ^  y  -{-  l,  a  —  ß  +  L  -^  • 

Da  hier  nun  die  Vertauschung  von  a  mit  ß  nicht  dasselbe 
ibt,  so  erhalten  wir  noch  ein  anderes  Integral  von  (1): 

F(^ß,ß-V-\-l,ß-a+  1,  ^-j. 

Hieraus  können  wir  ohne  weitere  Transformationen  das  ganze 
Qtem  der  hierher  gehörigen  Formeln  ableiten.  Es  folgt  näm- 
h  aus  IIIj  und  III,,  dass  die  beiden  Functionen 

F(a,   a  — y+1,   «_/3+l,   x-'), 
x—ßF{ß,   ß-y^l,      /3-a+l,   x-^), 

er,  wenn  wir 
«  =  a',     a  —  y  -^-  l  =  ß\     «  _  /j  -f  l  =  /,     .^-i  =  x' 

t^en: 

a:'!-)"  F(«'  -  /  +  1,   ß'  -  /  +  1,   2  -  /,   X') 

•rticulare    Lösungen    einer    und    derselben    hypergeometrischen 

fferentialgleichung  sind ,    die   man  aus   (1 )  erhält,    wenn  man 

ß^  y,  X  durch  «',  ß',  y\  x'  ersetzt.    Lässt  man  also  die  Accente 

BiemauD  •  Weber,    Partielle  Differentialgleichungen.    II.  O 
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wieder  weg,  so  erhält  mau  aus  der  zweiten  Function  (9)  eine 

weitere  Lösung  der  Gleichung  (1): 

I,.  a;i-y  ir(a  _  y  4-  1,   /3  -  y  -f  1,    2  -  y,  X). 

Ebenso  wie  wir  von  Ij  zu  I, .  übergehen,  können  wir  von    1^\ 
zu  einem  neuen  Integral  IIj  der  Gleichung  (1)  übergehen: 

IIj.    (1  —  :r)y-«-.^  F(y  —  /3,  y  —  a,  y  —  a  —  /J+1,  1—    ^\ 

und  wenn  wir  die  Transformation  IIi  auf  die  F-Function  in     l  ^* 
anwenden: 

13.  (1  —  x)y—ßF(y  -  ß,   Y  -cc,   y,   rc), 

und  durch  Anwendung  der  Transformation  Ij  auf  die  JF-Functi^^^^^ 
in  Ij  ergiebt  sich: 

14.  x^-Y^i  —  x)y-^-ßF{l  —  /J,   1  —  a,   2  —  7/,   X). 

Hiermit  haben  wir  vier  verschiedene  nach  Potenzen  von.  ^ 
fortschreitende  Entwickelungen  particularer  Lösungen  der  hyp^^r- 
geometrischen  Differentialgleichung : 

1.    F{a,ß,y,x), 
j  2.    x^-yF{u  -Y+l,   ß-Y+h   2  —  y,  x), 

•    3.     {l—xy  —  ^'F{y  —  ß,   Y  —  cc,  y,   x), 

4.    x^-y{l  —  x)y-''~^^  F{1  —  ß,   1  —  a,   2  —  y,  x). 
Wenn  wir  auf  diese   vier  JP- Functionen  die  Transformati <3n 
IIi  anwenden,  so  erhalten  wir  vier  Entwickelungen  nach  Poteaz^D 
von  1  —  x: 

1.  F(a,  ^,  «  +  ^  -  y  +  1,   l  -  o;), 

2.  x^-'yF{a  —  y+1,  /3  — y-f-1,  a  +  /J  — y  +  l,  1 —  ^)» 

3.  (l—x)y—PF(Y'-ß,  y  — a,  y  — «  — /J  +  l.  1— a:), 

4.  rri-ya— :z:)>'-«-^F(l— /3,  1  —  «,  y  — a  — /J  +  l,  l  — -  ^) 

Weiter  wenden  wir  auf  die  F-Functionen  in  I  und  in  II     "^^ 
Transformation  Uli  und  lllj  an.    Dadurch  ergiebt  sich: 


1.     xr- 


oF(a,a-Y  +  1,  «  -  ^  +  1,  -^-), 


III. 


2.  JT-.'F  (ß,  ß  -  y  +  \,  ß  -  a   f  1,  i), 

3.  x^-!'(l  —  x)''-'-.*F  N  —  ^,  1  —  /3,  «  —  /J  +  1,   ^/ 

4.  x"->'(l  —  «)>—''-/' /•'  ^,'  —  a,  1  —  «,  /J  —  a  -i-  1,  -  ^ 
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1.  (1  -  z)-«i<'(«,   y  _  ^,  «  _  /3  +  1,    ^  J, 

2.  (1  -  ar)-"  F(^ß,  y  _  «,  ^  _  «  +  i,  j^). 

3.  aji-^Cl  -x)/—«  F^a-y-f  1,  l-ß,  u-ß-^-l,  ^  }-^ , 

4.  a;i-/(l-ar)>'-^-'F(^/J-y+l,  1— a,/3-a+l,  ^^-J- 

Endlich  wenden   wir   auf  die    beiden  Systeme   III,  IV   die 
knsformation  IIj  an,  wodurch  sich  ergiebt: 

1.  ar-F(a,  «  _  y  +  1,  «  +  ^  _  y  +  1,  ^  -  1.^, 

2.  a^i'F^ß,  |3_y  +  l,  «4-|3_y+i,  -  ~~), 

3.  xf'-''(l-:i^f ."F^y-^,  1  -/3,y-a-/3+l,  "^^ 

4.  a:«->'(l  —«)''-''- ^F/^y—«,  1— a,  y— «— /3-(-l,  ^~"--.\ 

1.  (l  -  X)-»  F  (^«,  y  -  /i,  y,  ^  J;^^) , 

2.  (1  -  x)-.^  F(ß,y-  a,  y,  -^), 

3.  a:»-''(l-a:)>'-''->F(«-y+l,  l-ft  2-y,  ^^), 

4.  a;>-''(l-i)>'-.^-'F(^-y+l,  1-«,  2-y,  ;^-^)- 


Man  könnte  die  abgeleiteten  Transformationen  noch  in 
tmigüacher  anderer  Weise  mit  einander  combiniren,  würde 
f  dadurch  keine  weiteren  Formeln  erhalten. 

§.  8. 
Die  Convergenzbereiche. 

Wir  haben  im  vorigen  Paragraphen  24  verschiedene  Ent- 
telungen  particularer  Lösungen  der  hypergeometrischen  Diffe- 
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rentialgleichung  gefunden,  die  in  sechs  Gruppen  von  je  vier  set- 
fallen, deren  jede  nach  den  Potenzen  von  einer  der  sechs  Yariaboli^* 


(1) 


I. 


X, 


II. 

1  —  x^ 


III. 

x' 


IV. 
1 


\  —  x' 


V. 
x—\ 

X 


VI. 


X 


X—  1 


Fig.  1. 


fortschreitet  Die  erste  Gruppe  convergirt,  wie  wir  geseb-en 
haben,  so  lange  der  absolute  Werth  von  x  kleiner  als  1  ist,  also, 
wenn  wir  uns  die  complexe  Variable  x  in  einer  Ebene  dar- 
stellen, innerhalb  des  Eünheitskreises.  Die  Reihen  der  zweiten 
Gruppe  convergiren  in  einem  Kreise,  der  mit  dem  Radius  1  uxn 
den  Punkt  x  •=  l  beschrieben  ist,  und  die  Reihen  der  dritten 
und  vierten  Gruppe  convergiren  je  ausserhalb  dieser  beiden 
Kreise. 

Die  Reihen  der  fünften  Gruppe  convergiren,  so  lange  der 
absolute  Werth  von  x  —  1  kleiner  ist  als  der  absolute  Werth 
von  x,  also,  wenn  wir  x  ^  x^  -\-  ix^  setzen,  so  lange 

{x,  -  ly  +  xl  <  xl  +  xl 

oder  was  dasselbe  ist,  so  lange  der  reelle  Theil  x^  von  x  grösser 
als  1/2  ist  und  ebenso  convergiren  die  Reihen  VI,  so  lange  der 

reelle    Theil    von  x   kleiner  als 
1/2  ist. 

Um  diese  Verhältnisse  zu  ver- 
anschaulichen, theilen  wir  die 
rc- Ebene  durch  zwei  Kreise  ifti* 
dem  Radius  1  und  den  Mittel- 
punkten a;  =  0  und  a:  =  1,  lUid 
durch  ihre  gemeinschaftliche 
Sehne  in  sechs  Regionen:  1,  2,  3, 
4,  5,  6,  wie  es  die  Fig.  1  zeigt. 
Dann  haben  wir  folgende  Con- 
vergenzbereiche : 

Convergenzbereich     2,  3,  4 
„  3,  4,  5 

1,  5,  6 
1,  2,  6 
4,  5,  6 
1,  2,  3. 


6 


für  die  Reihen  I 

II 

III 

IV 

V 

VI 


V 


n 


n 


n 


n 


n 


n 


?? 


Y) 
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Nur  solche  Reihen  können  unmittelbar  mit  einander  ver- 
glichen werden,  die  einen  gemeinschaftlichen  Gonvergenzbereich 
h&ben,  und  zwischen  je  dreien  von  diesen  muss,  da  die  Differential- 
gleichung nur  zwei  linear  unabhängige  Lösungen  hat,  eine  homo- 
gene lineare  Relation  mit  constanten  Goefficienten  bestehen. 

Betrachten  wir  etwa  die  beiden  Reihen: 

.^  F  =F(a,ß,  y,x), 

^  F'=x'-yF{a  —  y  +  I,  ^  —  y  +  1,   2  —  y,  x), 

so    haben  wir  darin,  abgesehen  von  dem  Falle,  dass  y  eine  ganze 
ZskU   ist,  zwei   unabhängige  particulare  Integrale  der 
hypergeometrischen   Differentialgleichung.     Beide    enthalten  den 
N'ullpunkt  in  ihrem   Gonvergenzbereiche ;    das    erste   erhält   für 
^   ==  0  den  Werth  1 ,  das  zweite  wird  Null  oder  unendlich.     Es 
lä-sst  sich  nun  jede  der  Reihen  I  bis  VI,  die  den  Nullpunkt  in 
ihrem  Gonvergenzbereich  enthält,  etwa  F'\  linear  homogen  durch 
F'   und  F'  ausdrücken,  und  wenn  die  Reihe  F"  für  a;  =  0  den 
Werth  1  erhält,  so  lässt  sie  sich  in  der  Umgebung  des  Null- 
punktes nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  entwickeln.     Es 
lauds  daher  der  Goefficient  von  F'  in  dem  Ausdruck  für  F"  ver- 
schwinden und  aus  dem  Werth  1  für  x  =  0  ergiebt  sich,  dass 
F''  =  F  sein  muss. 

Wir  schliessen  daraus,  dass  die  Reihen,  die  den  Nullpunkt 
^^  ihrem  Convergenzbereiche  enthalten  und  bei  unbestimmtem 
y  für  af  =  0  den  Werth  1  annehmen,  in  ihrem  gemein- 
samen Convergenzbereiche  dieselbe  Function  dar- 
stellen. 

So  erhalten  wir  vier  Darstellungen  einer  Function  Fi,  die 
^^  dem  Gonvergenzbereiche  2,  3  gelten: 

F,  =  F(a,  ß,  y,  X), 

=  (l  —  x)y-"-:^F(y  -  /3,  y  —  a,  y,  x). 

=  (1  -  .r)-«F(a,  y  -  /3,  y,  ^-j), 

=  (1  -  x)-^^F(ß,  y  -  «,  y,  -^). 

Ebenso  erhalten  wir  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes  vier 
*^^tellungen  eines  zweiten  particularen  Integrals,  das  nach  Multi- 
I       P^cation  mit  xy-^  für  ^r  =  0  in  1  übergeht: 
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F,  =  x'-r  F(«-y4-  l,ß-Y  +  l,  '2  —  y,  x), 

=  x^-y  (l  —  xy-''-:'F(l  —  ß,  l  —  K,2  —  Y,x), 

=  x^-r  (i-.x)y-?-^  F(^/J-y+l,  l-a,2-y,  ^j), 

und  wenn  man  die  Punkte  a;  =  1,  a;  =  oo  ebenso  bebandelt  ' 
hier  den  Punkt  x  =  0,  so  erhält  man  für  den  Converge 
bereich  4,5: 

F,  =  F(a,  ß,  a-^ß-y+l,l-x), 

=  x^-y  F(«  — y-f-1, /3  — y-fl.  «  +  /J  — y  +  l,  1  — .r), 

=  r-«  F(a,«-y+l,«  +  ^-y+l.^), 

=  x-.^  F(ß,ß-y^l,a-\-ß-Y+l,-'^^), 

F,  =  (l—a^y-"-:'  F(y  —  ß,  y  — «,  y_«  — /J  +  l,  1— a), 
=  x^-y{l—x)y-''-l'F(l—ß,  1— «,  y— «— /J+l,  1— a;), 

=  x.-'-y(l-x)y-'-ßF(y-ß,  1-ß,  y_a-/3+l,  ^^-^ 

/  X j 

=  x"-y(l—xy  -"-.^Fly — «,  1— ee,  y — «— /3+1, 

und  für  den  Convergenzbereich  1,C: 

F,=x-''  F(a,«  —  y-\-l,  a  —  ß-L\,   ^\ 

=  x»-y  (x—\)y-'~.^F(y  —  ß,  1  — ^,  «— /J+1,  ^), 

=  ix-iy"  F (a,  y-ß,a-ß-\-l,   ^^ 

—  x^-y{x—iy---^  f(^«— y-L-l,  l—ß.  u—ß-\-l,  -  _^ 

F,  =  ar-1  F^ß,  ^_y  +  i,  ^-«+  1,  [.), 

=  X"  -)"  (ar—1  )>--"-.<  pfy—K,  1— a,  /3 — «+1,  — ), 
^  (..  - 1)-.*  J.  (^^,  j, ._  «,  ^  _  „  +  1,  ^  _^  ^y 

=  x^~y(x—l)y-.^-'F[ß—y^  M— «,^— «4-1,  j^^jje:?/ 
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Wenn  drei  dieser  Functionen  einen  gemeinsamen  Convergenz- 

reich  haben,  so  muss  eine  von  ihnen  linear  durch  die  beiden 

ideren  darstellbar  sein.    So  wird  z.  B.  F^,  F^,  2*3,  F^  durch  die 

iden  ersten  Reihen  von  vier  Gruppen  in  dem  Convergenzbereich 

4  definirt  und  es  muss  also 

F,  =  A,F,-^rA,F,, 
F,  =  B,F,^B,F, 

Ln.  Um  die  Constanten  zu  bestimmen,  lässt  man  o;  in  0  und 
1  übergehen,  kommt  aber  dabei  an  die  Grenzen  des  Conver- 
xizbereichs.  Zur  wirklichen  Bestimmung  der  Constanten  muss 
9fcn  den  Werth  kennen,  in  den  die  hypergeometrische  Reihe 
(a,  /J,  y,  x)  für  a;  =  1  übergeht,  ein  Werth,  den  Gauss  durch 
e  J7-Function  dargestellt  hat,  der  aber  nicht  immer  endlich 
'.    Wir  kommen  hierauf  im  nächsten  Abschnitt  zurück. 


§.  9. 
Die  Ausnahmefälle. 

Wir  haben  im  vorigen  Paragraphen  für  die  hypergeometrische 
ifierentialgleichun  g 

ei  unabhängige  particulare  Integrale  gefunden: 

yi=  F  (a,  /J,  y,  x) 

y,  =  x'-y  F  (a  -  y  +  1,  /3  -  y  +  L  2  —  y,  .r), 

in  einem  den  Nullpunkt  umgebenden  Bereich  dargestellt 
i,  und  durch  die  übrigen  Functionen  jP,  ist  dasselbe  für  die 
leren  Bereiche  geleistet.  Die  Differentialgleichung  ist  dadurch 
>  vollständig  integrirt.  Wir  haben  aber  hierbei  vorausgesetzt, 
äs  y  keine  ganze  Zahl  sei.  Wenn  nämlich  y  =  l  ist,  so 
i  die  beiden  Functionen  (2)  nicht  von  einander  verschieden, 
l  wenn  y  —  1  gleich  einer  negativen  oder  positiven  Zahl  ist. 
Verliert  der  erste  oder  zweite  der  Ausdrücke  (2)  seine  Gültig- 
t,  Ist  aber  m  eine  positive  ganze  Zahl,  so  erhält  man, 
c^n  sich  y  -\-  m  —  1  der  Grenze  Null  nähert,  als  Grenzwerth 
^  (y  +  w  —  1)  F(a,  /3,  7,  x),  von  einem  constanten  Factor 
S^sehen,  ar***  F(a  4-  m,  ß  -{-  m^  m  -\-  l^  x)^  und  dies  ist  der 
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Ausdruck  von  yg  für  y  =  1  —  m.  Die  beiden  Formeln  (2)  er- 
geben also  auch  in  diesem  Falle  nur  ein  Integral  der  DiflFereBtial- 
gleichung  (1). 

Ein  particulares  Integral  der  DifferentialgleichuBg 
(1)  erbalten  wir  aber  aus  den  Formeln  (2)  unter  allere 
Umständen. 

Ist  a  —  1   eine   negative  ganze  Zahl,   so  bricht 'die  Reik^ 
F{a,  ß.  y,  x)  mit  dem  (1  —  a)*««*  Gliede  ab,  und  ist  also  eia 
ganze    rationale    Function   von    x   vom   Grade  —  «.      Es  wir< 
also  in    diesem   Falle   die    Differentialgleichung    (1)  durch  eia 
ganze  rationale  Function  von  x  integrirt    Hierbei  ist  zunächst  ^ 
angenommen,  dass  y  —  1  nicht  gleichzeitig  eine  negative  gaos^ 
Zahl  ist.    Wenn  aber  auch  y  ganzzahlig  ist,  und  zugleich  y  ^  o«, 
so   wird    doch    die    Differentialgleichung    (1)    durch  eine   gaos.^ 
rationale  Function  integrirt,  die  man  erhält,  wenn  man  die  Reil».^ 
jF  (a,  /J,  y,  x)  auf  ihre  1  —  a  ersten  Glieder  beschränkt,  in  den^:» 
noch  kein  verschwindender  Nenner  vorkommt.     [§.  5,  (8)].    Wxt 
drücken  dies  so  aus: 

I.    Die  Reihe  F(a,  /J,  y,  x)  bricht  mit  dem  (1  —  «)**  ° 

Gliede  ab,    wenn   a   und   y   ganze   Zahlen  sin  <S» 

die  einer  der  beiden  Bedingungen 

y  <  «  ^  0 

«  ^  0,     y  >  0 
genügen. 

Hiernach  lässt  sich  für  alle  Fälle,  in  denen  u  und  y  gati^e 
Zahlen  sind,  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (I)  in  g  ^' 
schlossener  Form  angeben,  wie  man  nach  dem  Satze  I.  »-^^ 
nachstehender  Zusammenstellung  erkennt: 

1.  y>0,  a>0,  a)y^a:  (1 —a:/-«-^  F(y -a,y- /J,  y,  :c), 

b)  y>a:  :i'»-y  F(a  — y-f-1, /J  — y+1,  2— y,  :5^> 

2.  y>0,  a^O:  i^(a, /3,  y,  x), 

3.  y^O,  a>0:  ^^^-^(l— x)>'-«-^F(I— a,l— /S,2-y,-^> 

4.  y^O,  a^O,  a)  y^a:F(a,  ß,  y,  x), 

b)  y>a:  a^^-^  i^(a  — y  +  1,/J  — y  +  1,2  — y,  ^> 

Ebenso  können  wir  schliessen,  wenn  ß  eine  ganze  Zahl  ist.  i 

Wenn  a  und  ß  als  nicht  ganzzahlig  vorausgesetzt  werdeDi 
so  lässt  sich  durch  die  folgende  Betrachtung  der  allgemeine  Fall 
eines  ganzzahligen  y  auf  den  besonderen  Fall  y  =  1  zurück- 
führen : 


9.  Die  Ausnahmefälle.  25 

Wenn  wir  die  Differentialgleichung  (1)  nach  x  differentiiren, 
d  zur  Abkürzung 

»zen,  so  folgt: 

'^(l-^)g  +  [y+l-(«+^+3):t]g^-(«+l)(/3+l)y'=0, 

d  diese  Gleichung  geht  andererseits  auch  aus  (1)  hervor,  wenn 
durch  y'  und  a,  /J,  y  durch  u-\-l^ß-{'l,  y'\-l  ersetzt  wird. 
Bezeichnen  wir  also  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  (1) 
t  F(a,  /5,  y),  so  erhalten  wir  aus  (3)  und  (4) : 

>  r(«+i,^  +  i,y+i)  =  '-^J|^'^^- 

Für  die  Function  F  giebt  dies  die  Relation: 

5  sich  unmittelbar  durch  Differentiation  der  hypergeometrischen 
iihe  bestätigen  lässt. 

Nimmt  man  für  ir(a,  /3,  y)  zwei  unabhängige  Integrale  i/i,  y^ 
n  (1),  so  werden  die  Differentialquotienten  dy^jdx,  dy^ldx  nur 
nn  von  einander  abhängig  sein,  wenn  eine  Relation  Ci  ^1  +  ^2^2  =  0 
steht,  worin  c^,  c«  Constanten  und  c  eine  von  Null  verschiedene 
ustante  ist.  Dies  ist  aber  nur  möglich,  wenn  c  eine  Lösung 
0  (1),  also  a  oder  ß  =  0  ist.  Da  wir  aber  ganzzahlige  a,  ß 
^geschlossen  haben,  so  erhalten  wir  aus  (5)  jedes  Y(a-\-  1, 
|-  1,  y  -[-  1)  aus  einem  Y  (a,  /3,  y)  und  es  ist  also  durch  diese 
nnel  der  Fall  y  +  1  auf  den  Fall  y  zurückgeführt. 

Auf  der  anderen  Seite  können  wir  die  Differentialgleichung 
80  darstellen: 

^[a:(l-:r)g-f[y-l-(«-^-^-l)x]y|  =  («-l)(^-l)y. 

Setzen  wir  also 

z  =  X  (l  -  X)  '^£  -^  [Y  -  l  -  («  -\-  ß  -  l)  X]  y, 
i  folglich  nach  (7): 
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so  ergiebt  sich 

a^(i-^)^.+[y-i-(«+/J-i)«]^-(« 

und  es  ist  also  z  eine  Function   Y  {a  —  1^/5  — 

Wir  erhalten  so: 
(8)  r(«-l,/5-  l,y  — 1)  = 


1.  y  —  !)• 


«  (1  —  X) 


d  Y(a,  ß,  y) 
dx 


4-  [y  _  1  _  («  ^  ß-\)x\   Y{a,p.Y). 


und  hierdurch  ist  der  Fall  y  —  1  auf  den  Fall  y  zurückgeführt. 
Auch  hier  ist  der  Fall  eines  ganzzahligen  a  oder  ß  auszuschliesser»- 

Durch  wiederholte  Anwendung  von  (5)  und  (8)  kann  also 
die  Integration  der  Differentialgleichung  (I)  lür  irgend  ein  gan^- 
zahliges  y  auf  den  Fall  y  =  1  zurückgeführt  werden. 

In  dem  Falle  ganzzahliger  a,  ß  lassen  sich  aber   nicht  alle 
Integrale  für  ein  ganzzahliges  y  durch  blosse  Differentiation 
dem  Falle  y  =  1  ableiten. 


§.  10. 
Das  zweite  particulare  Integral  für  y  =  l. 

Wenn  wir  aus  den  beiden  Integralen   yi ,  y^ ,  zunächst  \>^'^ 
unbestimmtem  y,  eine  lineare  homogene  Function  mit  constantöU 
Coefficienten  bilden,  so   erhalten  wir  wiöder  ein  Integral.    Ei*^ 
solches  ist  also  auch 

Da  nun,  wenn  wir  y  in  1  übergehen  lassen,  y,  =  y,  wird, 
so  erhält  (1)  die  unbestimmte  Form  0/0  und  wir  können  den 
Grenzwerth  durch  Differentiation  bestimmen.  Wir  erhalten  so 
für  7=1  das  zweite  particulare  Integral  in  der  Form: 


(2) 

Es  ist  aber 

Vi  =  F{a,  ß,  y,  x), 
y%  =  x^-y  I{cc  —  y 


\cy        cyJy^i 


hß 


1,  2  -  y,  X), 


und  wenn  wir  also  in  Bezug  auf  y  differentiiren,  und  der  Kürze 
halber  F(a,  /3,  y,  x)  mit  F  bezeichnen,  so  folgt  für  y  =r  1 : 


r 
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dy        dy  ' 

gy   —        -^  '«»K^        8„  —  g^         gy  ' 
ind    folglich  wird 

w-eixn  nach  der  DifFerentiation  y  =  1  gesetzt  wird. 

Um  diesen  Ausdruck  explicite  darzustellen,  setzen  wir  zur 
A.V>lcürzang 

(4,>v        .    _a(a+l)..-(«  +  ^-l)     i3(/3  +  l)...(i3  +  n-l) 
"~  1.2...  n  y(y_|_l)  ...(y4-n-l)' 

^^     cSass 


^^^-      Es  folgt  nun: 


n  — 0 


«  — 1 


C  log  ^n       _  X^     ^ 


n  — 1 


^  log  -4„       _  ^sT^  1 


Hog^n     .__    V^  1 

oy'      ~      ^^  y+^' 

^<i  wenn  wir  also: 

(6X  ^     _  a  log  ^n      ,      ^  log  An      ^      ^C  log  ^n 

n  — 1  n  — 1  a 

y  —  "       I  x^      y  —  p 


'^en,  so  ist  a«  ein  Ausdruck,  der  mit  unendlich  wachsendem  n 
^^^  «n  endlichen  Grenzwerth  hat,  und  folglich  ist  die  Reihe 


oo 


n  -0 

in 


^  ^    demselben  Umfange  convergent  wie  die  Reihe  (5),  nämlich  im 
^  xiheitskreis. 
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Es  braucht  hier  auch  der  Fall  nicht  ausgenommen  zu  werden^ 
dass  a  oder  ß  negative  ganze  Zahlen  sind,  obwohl  die  Nenner    i 
von  ün  dann  gleich  Null  werden,  weil  die  Factoren  a  -\-  v^  ß  -\-v 
im  Nenner  von  Bn  =  Ändn   nicht  mehr   vorkommen.      Es  ist    | 
aber  nach  (6),  (7)  und  (8): 

(9)  <D(«,^,y,^)  =  _  +  _4-2  — , 

und  demnach  erhält  man  die  beiden  particularen  Integrale  der 
hypergeometrischen  Differentialgleichung  für  den  Fall  y  =  ^ 
dargestellt  durch  die  im  Einheitskreis  gültigen  Entwickelungeix '. 

ao^         yi  =  Ficc,  /j,  1,  X), 

^    ^  y2  =  \ogxF{o^ß,l,x)^0{a,ß,hx). 


§.  11. 

Lösungen  der  hypergeometrischen Differentialgleichu».  { 

bei  ganzzahligem  y. 

Um  das  zweite  particulare  Integral  einer.Differentialgleichutm  i 
zu  finden,  nachdem  eines  bekannt  ist,  können  wir  noch  eine^i 
anderen  Weg  einschlagen. 

Wenn  wir  die  Formel  Bd.  I,  §.  62  (13): 

(1)  y.  y\  -  y.  y\  =  Ce-/-^- 

auf  unseren  Fall  anwenden  wollen,  haben  wir  zu  setzen 

^  ^  y -(«  +  /?  4-  i)ag  ^  y  __  «  +  /?  — y4-  1 

x{\  —  X)  X  1  —  X 

log  xf  (1  —  a;)«  +  .^-y+^ 


dx 
und  es  folgt  also: 

(2)  yy  y\  -  y,  y\  =  Cx-y  (i  -  xy—i^-^ 

oder: 

(3)  ±y^  ^   c  '^'  ^^  ~  x)y—^'-^ 

dxy^  yi 

Nehmen  wir  also  y^  als  bekannt  an,  so  folgt  hieraus,  wenn 
wir  die  Constante  (7=1  setzen: 


(4)  2/2 


=  y.  j:c-/(l  -x)r-'-;>-^^; 
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eine  additive  (konstante  bei  diesem  Integral  ist  gleichgültig,  weil 
durch  Hinzufügung  einer  solchen  y^  in  eine  lineare  Gombination 
von  y^  und  y^  übergeht. 

Ist  zunächst  y  eine  positive  ganze  Zahl,  so  können  wir 

(Ö3  J/i  =  F(a,  /J,  y,  X) 

setzen,  und  ar-y  (1  —  xy—^—P—^  y^^  in  eine  Potenzreihe  nach 
aufsteigenden  Potenzen  von  x  entwickeln: 

(6)  ar-y(l— a;)y-«-/»-iy7-a  =  ar-y  -f  Oiar-y  +  i  4-  a^x-'y+^  ... 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Integration  nach  (4): 

(7)  y,  =  Qy_i  y^  log  x  +  x^-y  0, 
worin    0    eine    nach    ganzen     positiven  Potenzen    von    x   fort- 
schreitende Reihe  bedeutet. 

Die  CJoefficienten  dieser  Entwicklung  sind  Functionen  von 
^  ßj  y.  Für  y  =  1  ist  ay-_i  =  1.  Es  kann  aber  für  andere 
W'erthe  von  y  auch  vorkommen,  dass  ay_i  verschwindet,  und 
*lso  in  dem  Integral  y^  kein  logarithmisches  Glied  vorkommt. 
öies  findet  z.  B.  für  y  =  2,  a  =  1  statt. 

Ist  y  =r  0  oder  gleich  einer  negativen  ganzen  Zahl,  so  kann 
^an  in  (4) 

fS)  y^  =  x'-y  F{a  ^  y  ^  l,  ß  —  y  -^  l,  2  -  y,  X) 

jn,  und  erhält  eine  Entwickelung  der  Form: 

^  (1  —  xy-^'-P-^  1^2  =xY-2j^ öl xY-^  -j-a^xy-^-a^xy-^^-i-"' 

Also  wird  nach  (4): 

^^^  2/2  =  «i-y  Vi  log  x+  ^^ 

^^^^^^^n  wieder  0  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  fort- 
^^itix'eitende  Reihe  bedeutet.  Auch  hier  kann  es  vorkommen,  dass 
^^  —  y  verschwindet. 
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§.  12. 

Die  Function  n(a). 

Die  Darstellungen  der  Integrale  der  hypergeometriscb^^o 
Differentialgleichung  durch  die  hypergeometrische  Reihe  sixBi*  d, 
wie  wir  gesehen  haben,  nur  in  einem  begrenzten  Bereiche  f^^EJr 
die  Variable  x  gültig.  Allgemein  gültige  Ausdrücke  erhält  jam^^i 
wenn  man  diese  Reihen  in  bestimmte  Integrale  verwandt  "'t. 
Dazu  benutzen  wir  die  Gauss 'sehe  Function /7(a),  die  im  Wesexi^t- 
liehen  mit  dem  von  Legendre  als  Gamma-Function  bezeichnei^^s^ 
Euler'schen  Integral  übereinstimmt  [n(a)  ==  r(a  -f-  1)].  \^V  ir 
wollen  sie  hier  durch  ein  bestimmtes  Integral  definiren: 

00 

(I)  //(«)  =     e-'x"dx, 


wobei  die  Integration  über  reelle  positive  Werthe  von  x  zu  ^er- 
strecken ist.  Um  die  Potenz  af  eindeutig  zu  bestimmen,  ^v^sr- 
stehen  wir  darunter  für  ein  reelles  u  den  reellen  positiven  Wö^*^ . 
von  ic**,  und  eine  Potenz  mit  complexem  Exponenten  a  -|—  ^* 
definiren  wir  eindeutig  durch 

(2)  ic« + ^^  =  X«  [cos  (ß  log  x)  -\-  i  sin  (ß  log  x)] 

mit  reellem  Logarithmus.     Hiemach  ist  das  Integral  in  (1)  c^'^  "' 


vergent,  so  lange  der  reelle  Theil  von  a  grösser  als  —  1  ist,  -*'^^" 
insoweit  ist  durch  (I)  die   Function  n(a)  definirt.      Wenn 
unter  dieser  Voraussetzung  die  Formel 

d{e-'x"  +  ^)  =  (a  +  l)  e-'  x''  dx  —  er'  x"  +  ^  dx 
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ichen  den  Grenzen  0  und  x  integriren,  so  ergiebt  sich  die 
mdformel : 

77 (a  +!)  =  («+!)  n(a), 
[  durch  wiederholte  Anwendung: 

77(a  +  n)  =  (a  +  1)  (a  +  2)  .  .  .  (a  +  «)  77(a). 

Durch  diese  Formel  können  wir  /7(a)  auch  dann 
iniren,  wenn  der  reelle  Theil  von  a  kleiner  als 
L  ist.  Wir  brauchen  nur,  wenn  a  nicht  gleich  einer  negativen 
zen  Zahl  ist,  n  so  gross  zu  nehmen,  dass  a  -{-  n  positiv  wird, 
1  dann  ist  i7(a)  durch  (1)  und  (4),  unabhängig  von  n,  definirt. 

Es  ergiebt  sich  aus  (1): 

1  demnach  aus  (4),  wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl  ist: 

n(n)  =  1.2.3  ..  .n  =  n! 

hat  also  n{n)  dieselbe  Bedeutung,  in  der  wir  dies  Zeichen 
on  mehrfach  gebraucht  haben. 

Wenn  u  eine  negative  ganze  Zahl  ist,  so  wird,  wie 
I  Formel  (4)  zeigt,  n(a)  unendlich. 

Von  diesen  Werthen  abgesehen,  ist  n(u)  nach  (1)  und 

eine  eindeutige  und  stetige  Function  der  complexen 
riablen  a. 

Ist  a  eine  positive  Grösse,  so  ergiebt  sich,  wenn  man  unter 
a  Integralzeichen  ax  sm  Stelle  von  x  setzt: 


1 


77  (a) 
-''''x^dx  =  --rrf- 

0 


Es  sei  y  eine  positive  Variable.   Wir  setzen  in  (7)  a  =  1  -|-  y, 
): 

OD 

(l+y)«  +  i 

0 

Diese  Formel  multipliciren  wir  mit  yf^dx,  und  integriren  von 
18  00.     Dadurch  folgt: 


00 

1 


00  00  00 


»^dy 


I  yf  dy  I  e-<>  +  v)x  x"  dx  =  J7(«)  j  ^^-^  ^ 

0  0  0 

wenn    wir  auf   der  linken   Seite  die  Integrationsfolge  um- 
ren: 
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«o  ,    _  « 


0  0  0 

Auf  das  innere   Integral,  das  jetzt  auf  der  rechten  Seite 
steht,  können  wir  wieder  die  Formel  (7)  anwenden  und  erhalten: 

n(ß)  [  e-'X"-i*-^dx  =  n(ß)  n(a  —  ß  —  l), 

0 

Daraus  folgt  also: 


1 


yi'dy  n(ß)n(cc-ß—i) 

(l+y)''+>  77(«) 


0 

oder,  wenn  wir  a  durch  a  -\-  ß  -\-  l  ersetzen: 

^  ^  J  (i  +  »)«+"+''    "    //  («  +  |5  +  1)  * 

0 

Wenn  wir  hier  a  mit  ß  vertauschen,  so  bleibt  die  rechte  Sei 
ungeändert,  während  dies  auf  der  linken  Seite  nicht  sofort  e 
sichtlich  ist.     Macht  man  aber  die  Substitution 

y       1       -  dy       , 

^'         1  -i_  -,/  —  ^        ^'        n  o-  .i^«  —  "^' 


1  +  y       '      1  +  y  '      (1  +  y) 

so  ergiebt  sich 

6 
und  hier  werden  auf  der  linken  Seite  a  und  ß  vertauscht,  wen* 
man  s  durch  1  —  s  ersetzt. 

In   der  Formel   (10)  können    a  und  ß  irgend  zwei  Zahlen 
sein,  deren  reelle  Tbeile  grösser  als  —  1  sind. 


§.   13. 

Ausdruck   der  hypergeomptrischen.  Reihe  durch  ein 

bestimmtes  Integral. 

Die  Relationen  zwischen  den  77- Functionen  gestatten,  für 
die  hypergeometrische  Reihe  einen  geschlossenen  Ausdruck  zu 
finden,  indem  man  die  Binomialreihe  zu  Hülfe  nimmt.    Nach  dem 
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binomischen  Lehrsatz  ist  nämlich,  wenn  der  absolute  Werth  von 
z  kleiner  als  1  ist: 

(1  +  z)-'  =  1  -  «^  +  «-(«  +-i)  ^«  -  ... 

n=o  l."2  ...  n 

oder,  mit  Benutzung  der  Formel  §.  12,  (4): 

Mit  Benutzung  derselben  Formel  können  wir  die  Function 
^(j^  ßj  y»  ^)  80  darstellen: 
(2>  F(u,ß,v,x)    = 

•   _  _  J^Sy  - 1)_     V  ^^"  -t- »  - 1)  -"(^ iHizii)  ^ 

77  («  -  1)  n(ß  -  1)  ;;^,  /7-(«)  n(y  -f  n  -  1)        "^ 

«nd  nach  §.  12,  (10)  ist 

IT  (a  -L.  n  —  1)  n(v  —  ß  —  \)        I 

0 

Hiemach  können  wir  die  Formel  (2),  wenn  wir  die  Summa- 
tion  unter  dem  Integralzeichen  vornehmen,  so  darstellen: 

F  {«.  ß,  Y,x)  = 
TT, 'l^y^) [n-,)r-ß-^,s-,f^n(cc±n-l) 

Ji{oc^i)n(ß-i)niY-ß-i)j^'    '^  ^^       n(n)    ^'''^ 

'iöd  mit  Benutzung  von  (1),  wenn  man  z  ^=       sx  setzt: 
(3)  F(a,ß,y,x)  = 

0 

Voraus  man  eine  zweite  ähnliche  Darstellung  erhält,  wenn  man 

**  Bait  ß  vertauscht 

Die  Formel  (3)  ist  in  dieser  Form  nur  anwendbar,  wenn  die 
^^ellen  Theile  von  ß  und  y  —  ß  positiv  sind,  weil  sonst  das 
^^tegral  nicht  convergent  wäre.  Dagegen  behält  das  Integral 
^^f  der  rechten  Seite  von  (3)  auch  dann  einen  Sinn,  wenn  der 

^lexDAnn-Weber,   Partielle  Difrerentialgloiohungen.    II.  o 
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absolute  Werth  von  x  grösser  als  1  ist,  wo  die  Bedeutung  de 
F- Reihe  aufhört. 

Da  aber  die  hypergeometrische  Differentialgleichung  iden 
tisch  befriedigt  ist,  wenn  man  die  Reihe  F  oder  das  ihr  gleiche^^  e 
Integral  (3)  einsetzt,  so  wird  dieses  Integral  für  alle  Werthe^^-c 
von  X  ein  Integral  dieser  Gleichung  sein. 

Die  Formel  (3)  gestattet  uns  einen  Schluss  auf  den  WerthÄZÄ'J 
von  F  (a,  /J,  y,  x)  für  a;  =  1.     Lassen  wir  in  dem  Integral  (3)^ 
a:  in  1  übergehen,  so  ergiebt  sich 


1 


5.^-1  (1  _  s)y-«-.^-i  ds, 


und  das  ist  nur  dann  endlich,  wenn 

(4)  y  _  a  -  /}  >  0 

ist,  oder  wenn  wenigstens  der  reelle  Theil  von  y  —  a  —  ß  positi 
ist.  Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  können  wir  den  Werth  de 
Integrals  nach  §.  12,  (10)  bestimmen,  und  wir  finden  so 

(^\  F(a  ß  V   U-  ^(y  ^  1)  /7(y  -  «  -  /3  -  1) 

(5)  F(a,  /J,  y,  1)  _  jj^^  _  ^  _  ^^  jj^^  _  ß  —^>^ • 


§.  14. 

Integration    der    hypergeometrischen    Differential  — 
gleichung  durch  bestimmte  Integrale. 

Wenn    man    den    directen   Nachweis   fuhren   will,   dass 
Integral   (3)    des   vorigen   Paragraphen  der  hypergeometrische 
Differentialgleichung 

(1)  x{l  -  x)y"  +  [Y-{a  +  ß+  l)x]y'  -  aßy  =  0 

genügt,  so  gelangt  man  zu  einer  wesentlichen  Verallgemeinerung^^? 
dieses  Resultates. 

Wir  setzen,  da  es  auf  den  constanten  Factor  hierbei  nicht^  -'^ 
ankommt,  indem  wir  einstweilen  die  Grenzen  des  Integrals  un-  — - 
bestimmt  lassen: 

y    =      L^-i  (1  —  s)y-.^-i  (1  —  sxy  ds, 

(2)  y'   =  a  [s.^  (1  —  s)y-.^-i  (1  —  sx)-"-^ds, 

y"  =  a{a-\-  1)  fsi-^^»  (1  —  s)>'-.^-i(l  —  sx)-«-«ds, 


ds. 
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und  daraus,  wenn  wir  die  linke  Seite  der  Gleichung  (1)  mit  [y] 
bezeichnen,  also  für  irgend  eine  Function  y 

(3>        [y]  =  x(l  -  x)y"  +  [y  _  («  -f  ^  +  i)a:]y'  -  aßy 
und  zur  Abkürzung 

(4>  ip{s)  =  s.^(l  —  s)y-^(l  —  xs)-^-^ 

setzen  für  den  Ausdruck  (2)  von  y: 

,.>  M  =  - . I , ,) ^ - r « + -fe- ?±.- .(.^rt.),, 

andererseits  aber  ergiebt  sich  durch  Difl'erentiation  nach  s: 

dlogfpjs)  _  ß_—  ys  4-  sx[a  —  ß  -\-  l  —  s(a  —  y  4-  1)] 
~ds~~    ~      ~    ~  s(l  —~s){l  —  xs)  ' 

und  wir  erhalten  also: 

Die  Integration  auf  der  rechten  Seite  lässt  sich  also  aus- 
führen, und  es  ergiebt  sich,  dass  [?/]  =  o,  also  die  Diflerential- 
gleichung  erfüllt  ist,  wenn  man  die  Grenzen  des  Integrals  so 
^ählt,  dass  in  ihnen  die  Function  (p(s)  verschwindet. 

Dies  geschieht  aber 

für  s  =  0,    wenn  /^  >  0, 

f^.  «  s  =  1»      n        r  —  ß>o, 

\')  1 

nS  =  -.        n      — a— 1>0, 
„    s  =  CO,       „   a  — y-fl  >  0, 
^nd  wenn  daher  a,  b  irgend  zwei  von  den  vier  Werthen 

^8)  0,     1,    1      CO 

X 

"^deuten,   so   ist,   wenn    die   betreffende   Voraussetzung  (7)  er- 
•f^Ut  ist: 


(9J 


y 


—  1  si^    1  (1  _  s)y-.^-i  (1  _  s:c)-«  ds 


^^^  Integral  der  Differentialgleichung  (1).  Es  ist  hierbei  nur 
^^ch  zu  bemerken,  dass,  wenn  eine  der  Grenzen  des  Integrals 
gleich  l/x  ist,  bei  der  Bildung  von  i/'  und  y''  zunächst  noch 
Glieder  hinzukommen  würden,  die  von  der  Differentiation  in  Bezug 
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... ) 


auf  die  Grenze  herrühreD.     Diese  Glieder  fallen  aber  beim  Ein- 
setzen der  Grenze  wieder  heraus,  weil  sie  die  Factoren  (1  — sxY''^^ 
(I— ^0?)-«-*  enthalten. 

Da  man  aus  vier  Dingen  sechs  verschiedene  Paar^ 
auswählen  kann,  so  erhält  man  auf  diesem  Wege  sech^ 
verschiedene    Integrale  der  hypergeometrischen  Diffe- 
rentialgleichung,,   die    jedoch     niemals    alle    zugleich 
brauchbar  sind,    weil    die    vier    Bedingungen   (7)  nich 
alle  zugleich  bestehen  können. 

Man  kann  sich  von  der  in  (7)  enthaltenen  beschränkende: 
Voraussetzung  frei  machen,  wenn  man  erwägt,  dass  der  Ao^— - 
druck  [y]  nach  (6)  auch  dann  verschwindet,  wenn  man  die  Int^ — 
gration  in  Bezug  auf  die  complexe  Variable  s  auf  einem  in  sie' 
zurücklaufenden  Wege  ausführt,  der  keinen  der  Punkte  0,1, 1/a:, 
berührt,  und  der  so  bestimmt  ist,  dass  die  Function  tp  (s)  b^i 
Pig  2.  stetiger    Veränderung   zu   demselb&:Ki 

Werth  zurückkehrt,  von  dem  sie  aust— 
gegangen  ist,  bei  dem  jedoch  das  Int^^ 
gral  y  selbst  nicht  identisch  vear- 
schwindet. 

Solche  Integrationswege  kann  mai 
nach  Pochhammer  1),  durch  die 
genannten  Doppelumläufe  bilden.  Di^ 
Fig.   2    zeigt   einen   solchen   Weg.     Hier  wird  jeder  der  beidö^Äi 
kritischen  Punkte  a,  b  zweimal,  und  zwar  in  entgegengesetztexJQ 
Sinne    umlaufen,  so   dass    sich    die  Factoren,   die  die  Function 
q)(s)  bei  jedem  Umlauf  annimmt,  gegenseitig  aufheben.    Trotz- 
dem verschwindet  das  Integral 


f   (p(s)  (l—x 
J  ^^1  -  ^ 


—  xs)ds 


auf  diesem  Wege  genommen,  nicht  identisch. 

Denn  nehmen  wir  0  und  1  fiir  a  und  b  und  setzen  ß  und 
y  —  ß  positiv  voraus,  so  können  wir  die  vier  Strecken  1,  2,  3,  ^ 
des  Integrationsweges  in  Fig.  2  alle  auf  die  Strecke  ab  zu- 
sammenziehen. Hat  in  entsprechenden  Punkten  dieser  vier 
Strecken  die  Function  (p  die  Werthe  g?i,  (jd,,  qpj,  (p^,  so  ist 


*)   Pochhammor,    „Ueber    die   Integrale    mit    doppeltem   Umlauf*. 
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und  das  über  den  Integrationsweg  der  Fig.  2  genommene  Integral 

y  =  {  5i*-i  (1  —  s)y-^-i  (1  —  xs)-^  ds 

erhält  den  Werth 

1 

0 

ist    also  von  Null  verschieden,   wenn  nicht  ß  oder  ß  —  y  eine 
ganze  Zahl  ist. 

§.  15. 
Lineare  Transformation. 

Durch  Umformung  der  in  §.  14  besprochenen  Integral- 
Darstellungen  gewinnt  man  aufs  neue  die  früher  gefundenen 
•^^  Darstellungen  durch  hypergeometrische  Reihen,  indem 
^an  die  verschiedenen  Integrationsgrenzen  durch  lineare  Trans- 
forrtxation  auf  0  und  1  zurückführt. 

In  einer   linearen   Substitution    zwischen    zwei    Variablen   s 

*^a«Ben  sich  die  Coefficienten  A,  B,  C,  D  so  bestimmen,  dass  drei 
K^gebenen  Wertheu  von  s  drei   gleichfalls  gegebene  Werthe  von 
entsprechen.     Wenn  wir  also  die  vier  Werthe 

s  r=  0,  1,   X,  — 

^^n   vier  Werthen 

^  =  0,    1,     00,    — 

•      -  '^^ 

^^   irgend  einer  Reihenfolge  entsprechen  lassen,  woraus,  wenn  x 

ßögeben  ist,  x^   eben  aus  (1)  zu  bestimmen  ist,   so   erhält  man 

^  solcher  Substitutionen,  die  das  Integral 

h 

y  =  1  s.^--i  (l  —  s)y-.^-i  (1  —  ,s.r)-"  ds 

a 

^^t"  ein  ähnlich  gebildetes  zurückführen. 


J 
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Bezeichnen  wir  die  Werthe  0,  1,  qo  ,  l/x,  in  irgend  einer 
Reihenfolge  mit  a,  i,  c,  e,  so  können  wir  also  festsetzen,  dass  die 
Werthe 


i?.G 


(2) 


s  =  0,  1,   00,  — 

X 

t  =  a,  b,  c,  e 


sich  in  dieser  Reihenfolge  entsprechen  sollen.    Dann  können  ^^ 
die  lineare  Substitution  (1)  in  der  Form  annehmen: 


(3) 


s  = 


t  —  ab  —  c 
t  —  c  b  —  a^ 


die  mit  jeder  der  beiden  folgenden  gleichbedeutend  ist: 

t  —  b  a  —  c 
1  —  s   = 

(4) 


1  — xs  = 


t  —  c  a  —b^ 
t  —  e  a  —  c 


t  —  c  a  —  e 


woraus  man   noch   erhält,   wenn   man   in   (3)  f  =  c,  s  =   1^ 
setzt: 

e  —  c  b  —  a       ^  (b  —  «)  (a  —  c) 


(5) 


X  = 


1  —  X 


e  —  ab  —  c'      '        *"       {b 

und  durch  logarithmische  DifiFerentiation  von  (3): 

ds (a  —  c)  dt 

s         (t  —  a)  {t  —  c) 

Danach  findet  man  die  folgende  Transformation  [§.  13,(3^3' 


(6) 


(7) 


niß-i)n(Y-ß-i) 

n(y-\) 


F(u,ß,y,x)=\s.\l—sy-^-^l-sx)-''-^ 


—  i  (*  —  ">*"'  (^  ~  b)y-f-^  jt  —  cr-y  (t  —  e)-"   , 

—    I  (c  —  b)-f  (o  —  c)"+.*->'  (a  —  by-^  (a  —  c)— 

a 

und  hierin   sind   24  verschiedene  Darstellungen   der  JF-Functio^ 
durch  bestimmte  Integrale   enthalten.     Die  Variable  x,   die  a\^^ 
(5)  bestimmt  wird,   erhält  hierbei  nur  sechs  verschiedene  Aii^^ 
drücke: 

l       Xi  —  1  1  Xi 

fl/j  X'i  1  —  X^       Xi  ~^~"  1 


X    Xy^         X 


Xi^ 


Lineare  Transformation.  39 

Nehmen  wir  z.  B.  a  =  0,  ft  =  1,  c  ==  l/Xj,  c  =  oo,  so  giebt 
Sleichung  (5): 

1,1  X 

—  =  1  —  — 1     ^i  — 


das  Integral  in  der  Formel  (7)  wird 

(1  _  x{)»  [  tß--^  (1  —  o^-.^-i  (1  —  x,ty-y  dt, 

0 

Lrch  man  eine  der  Formeln  aus  §.  8  erhält. 
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Dritter   Abschnitt. 

Die  P-Function  von  Riemann. 


§.  16. 
Definition  der  (^-Function. 

Die  Methoden  und  Hülfsmittel,  die  die  Functionen theorie  Ri  ^' 
mann  verdankt,  deren  Grundgedanke  darin  besteht,  eine  Funeti^^ 
durch   eine   möglichst  kleine   Zahl    von    einander  unabhängig ^^ 
Eigenschaften  zu  definiren,  und   erst  in   zweiter  Linie  zu  ihr^^ 
analytischen  Darstellung  überzugehen,  haben  sich  in  der  Theor^^ 
der  linearen  DiflFerentialgleichungen  als  besonders  fruchtbar  e^ 
wiesen,  und  sind  auch  in   den  Anwendungen  auf  mathematiscbi-^ 
Physik  von  grossem  Nutzen.    Es  scheint  daher  zweckmässig,  hi^  ^ 
einen  Ueberblick  über  die  Ergebnisse  dieser  Methode  zu  gebe 
soweit  sie  die  hypergeometrischen  Functionen  betrelFen. 

Es  werde  eine  Function 

/a<     6,    c 
(1)  «    «.    ß,    Y     X 

\<  ß\  y' 

der  complexen  Variablen  x^  die  wir  die  ^-Function  nennen,  durcs^^*^ 
folgende  Eigenschaften  definirt,  wobei  die  Frage  nach  der  Mö^^' 
lichkeit  einer  solchen  Function  zunächst  noch  gänzlich  oflFen  bleibe     ^ 

I.  Die  Function  (J)  sei  in  der  Umgebung  eines  jede  ^ 
von  a,  6,  c  verschiedenen  Punktes  x^  endlich  un  ^ 
stetig. 

Nach  Bd.  I,  §.   48   ist  damit  ausgesprochen,  dass  sich  di^ 
Function   Q  in   eine  Reihe    entwickeln    lässt,   die   nach    ganzen 
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positiven  Potenzen  von  (x  —  x^)  fortschreitet,  deren  Convergenz- 
kreis  um  den  Punkt  Xq  bis  zum  nächsten  der  drei  Punkte  a,  b,  c 
reicht.  Ist  keiner  der  Punkte  a,  fr,  c  im  Unendlichen,  so  lässt 
sich  Q  ausserhalb  eines  gewissen  Kreises  in  eine  convergente 
Reihe  nach  Potenzen  von  l/x  entwickeln. 

Die  drei  Punkte  a,  6,  c  nennen  wir  den  ersten,  zweiten 
ttnd  dritten  Verzweigungspunkt  der  Function  Q. 

Wir  schliessen  auch  den  Fall  nicht  aus,  dass  einer  dieser 
V^erzweigungspunkte  ins  Unendliche  fällt. 

Wenn  wir  den  Punkt  x  in  seiner  Ebene  von  irgend  einer 
A^nfangslage  Xq  aus  einen  geschlossenen  Weg  beschreiben  lassen, 
*o  Mrird  Q  bei  stetiger  Aenderung  wieder  zu  seinem  Ausgangswerth 
zurückgekehrt  sein,  wenn  dieser  geschlossene  Weg  keinen  der 
^Jcei  Verzweigungspunkte  oder  auch  alle  drei  einschliesst.  Denn 
1^  beiden  Fällen  kann  der  geschlossene  Weg  ohne  Ueberschrei- 
tuüg  eines  Verzweigungspunktes  auf  einen  Punkt  zusammen- 
gezogen werden. 

Wenn  aber  der  geschlossene  Weg  anders  beschauen  ist,  so 
^ircl  Q  im  Allgemeinen  zu  einem  anderen  Werthe  Q'  gelangt 
seiixj  es 'ist  also  Q  mehrwerthig,  und  es  kann  Q  auf  diese  Weise 
^^Ibst  in  unbegrenzt  viele  andere  Werthe  übergehen,  die  wir  die 
eige  der  ^-Function  nennen.  Jeder  solche  Zweig  ist  dann, 
dem  Verzweigungspunkte  abgesehen,  eine  endliche  und  stetige 
'^  Unction  von  x. 

Wir  setzen  voraus: 

II.  Es  giebt  zwei  Zweige  (J>,  Q'^  die  nicht  in  constantem 
Verhältniss  stehen,  aber  zwischen  irgend  drei 
Zweigen  §,  Q\  (/'  der  ^-Function  besteht  eine 
lineare    Kelation    mit    constanten    Coefficienten: 

Durch  irgend  zwei  nicht  in  constantem  Verhältniss 
^^^hende  Zweige  Q\  Q"  einer  ^-Function  kann  jeder  an- 
^^  *re  Zweig  linear  homogen  mit  constanten  Coefficienten 
*U.  ^gedrückt  werden. 

Es  kommt  eine  dritte  Bestimmung  hinzu,  die  das  Verhalten 
^^    ^-Function    in    der     Umgebung    der    Verzweigungspunkte 
^^^^.rakterisirt. 

UL   Die  Function  Q   ist   in  jeder   der   drei  Formen 
darstellbar: 
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CaQr-\-  Ca*   Q^\ 

(3)  9  Q^  +  c^  (?^, 

cy  Qy  +  cy»  Qy\ 

mit  constanten  Coefficienten  Cai  Ca', ...  Cy'^  so 

in  der  Umgebung  von  a  endlich,  stetig  und  fü  -*t 
rc  =  a  von  Null  verschieden,  also  nach  positiverr  «t^ 
ganzen  Potenzen  von  (x  —  a)  entwickelbar  sin*'  d 
und  dass 

^^  (x—c)-yQy,      {x  —  c)-y'Qy' 

in  der  Umgebung  der  beiden  anderen  Verzwei  -S^i- 
gungspunkte  dieselbe  Eigenschaft  haben. 

Wenn  einer  der  Verzvireigungspunkte,  etwi  ^^ 
J,  imUnendlichenliegt,  soisthierl/a;an  Stell  J® 
von  X  —  6  zu  setzen. 

In  den  verschiedenen  Zvireigen  einer  Q-Func  -^^* 
tion  sollen  die  Q^  ...,  Qy'  dieselben  sein,  und  nu  -^^ 
die  Constanten  Ca  ...,  Cy  verschieden. 

Die  a,  «';  /3,  ß'\  y,  /  sind  gegebene  reelle  oder  imaginär»  ^^ 
Grössen,  die  das  erste,  zweite,  dritte  Exponentenpaa'  — ^ 
heissen.  Für  diese  wird  sich  nachher  noch  eine  Beschränkung  ^8 
ergeben. 

Zur  eindeutigen  Bestimmung  der  §"  . . .  können  wir  etw^  ^** 
noch  festsetzen,  dass  die  Entwickelungen  der  Functionen  {i-=^^) 
und  (5)  mit  1  beginnen. 

Die  Zerlegung  von  Q  in  die  beiden  Bestandtheile  ^,  Q^^^  ^ 
wäre  nur  dann  nicht  eindeutig,  wenn  Q^  und  Q^'  in  constantenr:^^ 
Verhältniss   stehen,  und  dies  ist  nur  möglich,  wenn  a  =  a'  isl 

Da  wir  die  Existenz  zweier  linear   unabhängiger  Zweige  dei 
^-Function : 

...  Q'    =  Ca  (2-   +  C:..  (?«', 

^   ^  Q!'  =  C  Qr  +  Ca'  Ö«' 

vorausgesetzt  haben,  so  lassen  sich  auch  (J«,  ^'  linear  durc 
^',  ^"  ausdrücken,    und    daraus    folgt,  dass  die  ^«,  Q^\  wen», 
man  sie  über  die  ganze  Ebene  stetig  fortsetzt,  selbst  Q-Functionei» 
sind.     Das  Gleiche  gilt  von  den   Q^  ...,  Qy\ 
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Aus  der  Annahme  (6)  ergiebt  sich  noch,  dass  Q*^  und  ^' 
nicht  in  constantem  Verhältniss  stehen  und  dasselbe  gilt  von 
den  zwei  Paaren  q?,  (^'\  Q/,  Q/'. 


§.  17. 
Folgerungen  aus  der  Definition. 

Wir  haben  bei  der  Definition  der  ^-Function  keinen  Unter- 
scliied  zwischen  den  drei  Punkten  a,  ft,  c  gemacht. 
Wir  haben  hiernach  den  Satz: 

1.  Die  ^-Function  bleibt  ungeändert,  wenn  die 
drei  Verticalreihen 

a        h        c 
cc        ß        y 

«'     ß'     y 

beliebig  unter  einander  vertauscht  werden. 

2.  Wir  können  die  Variable  x  in  einer  ^-Function 
einer  linearen  Transformation  unterwerfen, 
wenn  wir  gleichzeitig  die  Punkte  a,  ft,  c  der- 
selben linearen  Transformation  unterwerfen. 

Wenn   also   A^  B,   C,  D  Constanten  bedeuten,  deren  De- 
terminante AD  —  BC  von  Null  verschieden  ist,  und 

S^setzt  wird  und  o',  6',  c'  die  Werthe  bedeuten,  die  x'  für 

a;  =  a,        x  =  b^        x  =  c 
^^nimmt,  so  ist 

0^)  Q    a,    ß,    y     x]    =    (?'[«,'    ßl    y    af 


«, 

h,    c        \ 

/«',    h\    c' 

«, 

ß,    y     X      -- 

<•>' 

«.     /5,     y 

ß',  y'    1 

V«',    ß',   y' 

Es  ist  dies  eine  unmittelbare  Folgerung  aus  der  Definition, 
^enn  man  berücksichtigt,  dass,  wenn  Ca'  -f-  D  von  Null  ver- 
schieden ist, 

{AB  —  BC){3(^  —  a') 


X  —  a  = 


{Cx!  -f  D)  {Ca'  +  D) 
ist,  und  dass  jede  Potenz  von  Ca/  -{-  D  in  der  Umgebung  des 
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Punktes  af  z=z  a!  nach  steigenden  Potenzen  von  af  —  a!  entwickel- 
bar ist 

Ist  dagegen  a  =  oo,  so  ist  Ca'  -|--  D  =  0,  und  jede  Potenx 
von  l/x  ist  nach  steigenden  Potenzen  von  o/  —  a*  entwickelbar. 

Durch  Anwendung  des  Satzes  2.  können  wir  nun  durch 
lineare  Transformation  jede  Q- Function  aus  einer  speciellen 
ableiten,  in  der  a,  6,  c  die  Werthe  0,  oo,  1  haben,  und  es  genügt 
also,  wenn  wir  uns  von  jetzt  ab  mit  diesen  speciellen  ^-Functionen 
beschäftigen. 

Zur  Vereinfachung  der  Bezeichnung  setzen  wir 

/O,      00,      1 


(3) 


X 


=  Q 


a. 


ß,  y 


.«'.  |3',  / 


<2   «,   ^,   y 
W,  (i',  y' 

Wenn  wir  an  Stelle  von  x  eine  der  sechs  Variablen 

1      a;  —  1  1  X 

Xm  L      "■^~     X%  "~"  • 

X 


X        '      1  —  X^      X  —  1 

einführen,  so  werden  die  drei  Werthe  0,  oo,  1  auf  alle  möglict:»-^ 
Arten  mit  einander  permutirt,  und  aus  2.  ergiebt  sich  derSat-^- 

3.  Eine  (^-Function  mit  den  Verzweigungspunkte^  ^^ 
0,  X,  1  kann  auf  folgende  sechs  Arten  darg^^=  ^ 
gestellt  werden: 

«^   /5,   Y 


(4) 


Q  (y.   «,   ß  x—\\       (ß,  y,  «       \\       /«,   y,   ß       X 
^  \y\  a\  ß'  -  X   7'  "^Kß'.y'.a'l-xr  ^W,  /,  ß'  x- 


> 


x/'  "  \a',  y,  p'  x—l 

Endlich  lassen  sich,  wie  gleichfalls  aus  der  Definition  u 
mittelbar  zu  ersehen  ist,  die  Exponenten  der  Q- Function  ve 
ändern,  und  man  erhält,  wenn  £,  d  beliebige  Grössen  sind: 

Man  bemerke,  dass  bei  der  Umformung  (5)  die  Summe  d^ 
Exponenten 

(6)  a-^ß-^y-^a'-^ß'-^y*  =  s 

in  beiden  ^-Functionen  dieselbe  geblieben  ist. 

Alle  diese  Umformungen  haben  den  Sinn,  dass,  wenn  unter 
zwei  einander  gleich  gesetzten  ^-Functionen  die  eine  den  Defini- 
tionen entspricht,  dasselbe  von  der  anderen  gilt.    Auf  eine  wirk- 


1  - 


^ 
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liehe  Identität  würde  erst  dann  zu  schliessen  sein,  wenn  die  Defini- 
tionen dahin  erweitert  werden,  dass  sie  die  (^-Function  eindeutig 
bestimmen,  und  wenn  beide  Q-Functionen  diesen  erweiterten  Be- 
dingmigen  genügen. 

§.  18. 

-Bestimmung  der  (^-Function  durch*  eine  Differential- 
gleichung. 

Es  mögen  Q^  Q^  zwei  nicht  in  constantem  Verhältniss  stehende 
Zweige  einer  (^-Function 

<^>  « C.  ^,  P, ') 

®^iii.     Setzen  wir: 

I  day  d^  d^Q' 

I  d.r2'  äx^'  dx^' 

(2)  z/(y)  =  I    dy  dQ^  d£ 

dx^  dx  ''  d  X 

i   y.      Q.       Q' 

^^  ist  J{y)  =z  0  eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung, die  die  beiden  particularen  Integrale  Q,  Qf  hat,  und  folg- 
l-ich  das  allgemeine  Integral 

Vrenn  C,  C  die  Integrationsconstanten  sind. 
Wir  setzen 


«Iso 


^  ^    dx         ^   dx' 


rfa  0'  d^  0 

'         dx  dx'^        d  X  dx*  ' 

• 

Die  Functionen  z/q,  -^i,  ^%  sind  überall  endlich  und  stetig, 
mit  Ausnahme  der  Verzweigungspunkte.  Wir  haben  ihr  Ver- 
halten in  diesen  Punkten,  also  in  den  Punkten  0,  1,  oo,  näher 
zu  untersuchen. 


46  Dritter  Abschnitt.  §.     ZJHia 


Diese  UntersucliuDg  wird  sehr  vereinfacht  durch  die  folgen  ^cJe 
Bemerkung : 

Nach  §.16  (6)  ist 

wenn  die  c«,  cL,  c«',  c«»  Constanten  sind,  deren  Determinante 

J^    ——    Ca  Ca'  ^~"  Ca'  Ca 

von  Null  verschieden  ist. 

Bezeichnen  wir  also  mit  /^J,  z/«,  z/^  die  Functionen,  die  a-  "«is 
z^o»  -^11  ^i  entstehen,  wenn  wir  Q^  Q'  durch  ^,  ^'  ersetzen^ 
ergiebt  sich  aus  dem  Multiplicationssatze  der  Determinanten 

(6)  z/o  =  ^z/J,    z/i  =  ^z/«,     z/a  =  ^z/«, 
und  ebenso  ergiebt  sich 

(7)  z/o  =  £z/.J,    z/,  =  5z/.J,    z/,  =  B^l 

(8)  z/o  =  Cz/y,     z/i  =  Cz/y,     z/a  =  Cz/5, 

worin  -4,  5,  ü  von  Null  verschiedene  Constanten  sind. 
Wir  nehmen  nun  folgende  Anfänge  der  Entwickelung: 

Cf=^-^...,  ^^<^'=a'.,--+...,  ^  =«'(«'-l)a:<"-«-f-.. 

woraus  sich  ergiebt: 

z/;  =  (a  —  a'):r"  +  "'-i  -j-  '-^ 

(9)  z/«  =  (a  —  «')(!  —  «  —  a')^"^"'~^H 1 

z/2  =  ««'(«  —  a')a:«  +  «'-3  -^ , 

und    hierin    wachsen   die   Exponenten    immer   um    eine   Einher 
Ebenso  findet  man: 

^l  =  -(y-  /)(!  -  x)/  +  ^'-i  +  ..., 

(10)     jy=      {y  —  /)(i  —  y-  /)(i  —  x)y-^y'-^  -f- ..., 

A  =  —  yy'ir  —  /)(i  —  ^0^  +  ^'-'  +  ••• 

in  der  Umgebung  der  Punktes  ./;  =  1  und 

(11)    ji\  =  -{ß-  ßW  +  ß'  -f- 1)^-.*-.^'-«  + ..., 

^ti  =  -ßß'iß-ß')u^.'-^--' 
in  der  Umgebung  des  Punktes  a;  =  «. 


t. 


18l  Differentialgleichung  für  die  (^-Function.  47 

Aus  (6),  (7),  (9),  (10)  ergiebt  sich  also,  dass  die  drei  Func- 
»nen 

r  alle  endlichen  Werthe  von  x  endlich  und  stetig 
nd,  und  aus  (8)  und  (11)  folgt,  dass 

J)  x'-^fo,        ^-Vi.        ^"Va 

r  a;  =  00   endlich  und  stetig  bleibt,  wenn  s  wie  früher 
^  Bedeutung  hat 

t)  5  =  «  +  «'  +  ^  +  ^'  -f-  y  +  y'. 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  DifiFerentialquotienten  von  /o,  /j, 

deren  Grade  höher  sind  als  1  —  s,  2  —  s,  3  —  s,  für  alle 

dlichen  Werthe   von  x  endlich  und  stetig  sind,  und  im  ün- 

ilichen  verschwinden  und  diese  Differentialquotienten  sind  also 

i.  I,  §.  48,  IL)  identisch  gleich  Null. 

Hiernach  sind  die  /o,  /i,  /,  ganze  rationale  Func- 
►nen  von  x^  und  ihre  Grade  sind  nach  (13)  gleich  1  —  s, 
—  s,  3  —  s  oder  um  eine  ganze  Zahl  niedriger. 

Hieraus  ergiebt  sich  eine  Beschränkung  für  die  Exponenten, 
'  erfüllt  sein  muss,  wenn  unsere  ^-Function  existiren  soll: 

IV.  Die  Exponentensumme 

muss  eine  ganze  Zahl  sein  und  kann  nicht  grösser 
als  1  sein. 

Wenn    wir   einen   allen  Gliedern   gemeinsamen   Factor   ab- 
rfen,  so  ergiebt  sich  hiernach  für  die  DifiFerentialgleichung,  der 
i^-Function  genügen  muss,  die  Form: 

)         x^il-xYf,  g  +  xil-x)f,  g  +/,!/  =  0, 

1  wir  haben  also  eine  Differentialgleichung  mit  rationalen 
Sfficienten. 

Ueber  den  Zusammenhang  der  Functionen  /o,  /i,  /g  mit  den 
ponenten  können  wir  aus  (9),  (10),  (11)  noch  einen  Schluss 
tlen,  wenn  wir  nach  (12)  die  Quotienten  bilden.   Es  folgt  daraus: 
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(16)  h  =  x{\  —  x)  ^  =  \  —  a  -^  a'  für  a:  =  0, 

=  -a:(^  +  ^'+l)  „    o:  =  co; 

(17)  fy  =  x^{\—xy  ^  =  aa'      für  x  =  Q, 
yo  ^0 

=  y/        „    a:  =  1, 

=  ßß'x^    „    a;  =  00. 


§.  19. 

Die  P-Function  und  die  hypergeometrische  Differential 

gleichung. 


Der  ausgezeichnetste  Fall  der  i^- Function  ist  der,  in  dei 
die  Summe  s  ihren  grössten  Werth  1  hat.    Diese  besondere  Ar"    — t 
der  (^-Function  wollen  wir  die  P-Function  nennen  und  mit 

« .  "  0,  ^,  P  ^) 

bezeichnen. 

In  diesem  Falle  ist  die  Function  /o  constant  und  kann  =  ^ 

gesetzt  werden.  /^  ist  vom  ersten,  /a  vom  zweiten  Grad,  un-  -^^ 
durch  die  Relationen  §.  18,  (16),  (17)  sind  diese  beiden  Functione-  ^^^ 
völlig  bestimmt.     Es  ergiebt  sich: 

(2)  /,  =  (1  _«_«'j(l_x)-(l-y-/)x, 

(3)  /»  =  —  ßß'x{l  -  .r)  +  ««'(1  —x)  +  yy'x. 

Die  Differentialgleichung  für  die  P-Function  lässt  sich  abe^^  *^' 
noch  vereinfachen.     Es  ist  nämlich  nach  §.  17,  (5) 

^^  V,  ß\   y'      I 

*    ^'        ^-'    ^V     0,  ^' +  «'  +  /,         0         V 

und  es  ist  daher  ausreichend,   wenn   wir  weiterhin   die  Functio^^— ^'^ 

allein  betrachten,  also  a'  =  y'   —  0  setzen. 
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Es  ist  dann 
(6>  a-\-ß-{-Y  +  ß'=l, 

and  die  Fanction  (5)  ist  ein  Integral  der  Differentialgleichung: 

(7)  xil-x)^^-\-[H-a)  -  (ß  +  ß'+  l)x]  g  -  ßß'y  =  0, 

<Ue,  wie  man  siebt,  mit  der  bypergeometrischen  Differential- 
gleichung übereinstimmt  [§.  5  (6)]. 

Eine  particulare  Lösung  dieser  Gleichung  ist 

(8)  y  =  F(ß,  ß\   1  -  «,  x), 
wenn  F  die  hypergeometrische  Reihe  bedeutet 


§.  20. 

^Ärstellung    der   P-Function    durch   hypergeometrische 

Reihen. 

Wir  wollen  nun  noch  zeigen,  wie   man  umgekehrt  aus  der 
•bypergeometrischen  Differentialgleichung  zu  der  P-Function  ge- 

Eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  hat,  wie 
^^  wissen,  nur  zwei  linear  unabhängige   particulare   Lösungen 
^*  1  tfv    Greben  wir  von  irgend    einer  Lösung  y   aus,   und   be- 
schreiben in  der  x- Ebene  irgend  einen  Weg,  so  kann,  so  lange 
^Xch  y  und  seine  Differentialquotienten  stetig  ändern,  die  Diffe- 
rentialgleichung nicht  aufhören  zu  bestehen.     Geht  man  mit  x 
^Xim  Ausgangspunkt  zurück,  so  wird  sich  y  im  Allgemeinen  ge- 
ändert haben.    Aber  der  so  gewonnene  Zweig  y'  ist  immer  noch 
^ine  Lösung  der  Differentialgleichung.    Alle  verschiedenen  Zweige 
^er  Function  y  sind  also  Lösungen  derselben  Differentialgleichung, 
V%nd  für  diese  Function  ist  also  immer  die  Bedingung  §.  16,  II 
V^efriedigt. 

Wenden  wir  dies  auf  die  hypergeometrische  Differential- 
gleichung an,  so  haben  wir  nur  die  drei  singulären Punkte  0,  oo,  1 
^u  beriicksichtigen. 

Jede  particulare  Lösung  kann  aber  dann   nach  §.  8  linear 

ciurch 

Pj,  Pa     in  der  Umgebung  von    a:  =  0, 

Psi  P4      7?      n  7i  „       a:  =:  1, 

Bittmann -Weber,   Partielle  DifTerentialgleichungen.    II.  4 
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dargestellt  werden,  und  wenn  wir  also  nach  §.19  (8) 

F,  =  F{ß,  ß\   i  —  a,  x) 

setzen,  so  ist  die  Lösung  der  Difierentialgleichung  §.19  (7)  eisr:^  ^ 
P-Function : 

^io,    ß\  0  V' 

Wollen  wir  zur  allgemeinen  P-Function  übergehen,  so  hab^r» 
wir  die  Formel  §.  19  (4)  anzuwenden,  und  wir  erhalten  für  clio 
Function 


\<  ß\  /  ; 


die  sechs  Bestandtheile  P",  ...P^',  wenn   wir  in  den  Formel ^"^ 
für  die  F^  ...  P«  (§.  8) 

«1  A  y, 

durch      /3  4-  a'  +  y'         /3'  +  a'  -f-  y',         !_«-(-«' 
ersetzen : 

P«  =a:«(i— a:)y'P(a4-/3  +  /,  a+/3'+/,   1+a— a',  a:>-r 
P«' =  a;«'(l— a:)>"P(a'+/3+/,  a'-j-/3'-f/,   i _«-(_«',  a:> -t 

py  =x«'(l— rry  P(a'-f /S+y,  a'^/J'+y,  1+y— /,  1—      -^^' 

Hierbei  ist  aber  vorausgesetzt,  dass  keine  der  drei  Dif^t    ^^' 
renzen   a  —  «',    /3  —  /3',    y  —  /   eine   ganze   Zahl  sei. 
diesen  Fällen  treten,  wie  wir  in  §.  11   gesehen  haben,  bei  C^  ,  ® 
vollständigen    Integration    der    bypergeometrischen    DiiFerenti;  ..^^^*" 
gleichung  logarithmische  Glieder  auf  und  die  Bedingung^^S^®^ 
für   die   P-Function    können   nicht   mehr   vollständig   befried  -^'^ 
werden.     Nur    unter    besonderen    Voraussetzungen    können   ^  ^  ^^ 
logarithmischen  Glieder  wegfallen,  so  dass  dann  wieder  P-Fui^*'^" 
tionen  existiren.    Beispielsweise  ist  nach  §.  11  P(/},  1,  2,  a:),  a-^^^ 

eine  echte  P-Function,  obwohl  «  —  a'  eine  ganze  Zahl  ist. 
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§.  21. 
Ableitung  der  Q-Functionen  aus  den  P-Functionen. 

Aus  den  P-Functionen  kann  man  Q-Functionen  auf  folgende 
'V'eise  herleiten.    Es  ist  zunächst,  wenn 

angenommen  wird, 

JJ-  *^\u'-l,     ß'+l,    y'-l   '') 
tnd  folglich 

Wenn  wir  also  mit  A(x)  und  B(x)  zwei  ganze   rationale 
unctionen  von  x  bezeichnen,  die  kein  besonderes  Verhalten  zu 
^ix  Punkten  0,   1   haben,  A{x)  vom  Grade  n  —  1,  B(x)  vom 
''i^de  n,  so  ist 

^d  hierin  ist  die  Summe  der  Exponenten 

i>      s  =  a  +  /S  +  }/  +  a'  +  /3'  +  y'  —  2w=l  —  2n, 

l^c  eine  ungerade  negative  ganze  Zahl.  Die  Functionen 
^(x)  und  B{x)  enthalten  zusammen,  wenn  man  von  einem  ge- 
meinschaftlichen Constanten  Factor  absieht,  2n  willkürliche  Con- 
^tanten,  die  in.  P  nicht  vorkommen,  und  es  enthält  also  die 
^-Function  (1)  2n  =  1  —  s,  willkürliche  Constanten  mehr  als 
^e  Function  P. 

Den  Fall  eines  geraden  s  können  wir  hieraus  durch  Speciali- 
^irang  ableiten.  Wenn  wir  nämlich  die  Coefficienten  von  A(x) 
und  B(x)  der  Bedingung  unterwerfen,  dass 

(3)  «^(0)  +  £(0)  =  0 

sein  soll,  so  fängt  die  Entwickelung  von  Q"  in  (1)  erst  mit  der 
Potenz  a;**  +  ^  an,  während  die  anderen  Entwickelungen  ungeändert 
bleiben.     Wir  erhalten  also  eine  Function 

w        « c  <  ■'  ?.  I : ;:. ')' 

für  die  die  Summe  s  den  Werth  hat: 

s  =  a  +  /3  +  y  -f-  a'  +  /3'  +  /  +  1  —  2n   =   2  —  2n. 

4* 


ä 
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Die  Anzahl  der  Constanten,  die  in  (1)  bleiben,  ist  hier  wegen 
(3)  nur  2  n  —  1,  also  gleichfalls  1  —  s. 

Die  Frage,  ob  auf  diese  Weise  alle  Q- Functionen  aus  de» 
P-Functionen  abgeleitet  werden  können,  wollen  wir  hier  niclit 
weiter  erörtern.  Ihre  Beantwortung  hängt  davon  ab,  wie  viele 
willkürliche  Constanten  in  der  Differentialgleichung  für  die 
Q- Function  §.  18  (15)  übrig  bleiben.  Man  hat  dabei  zu  be- 
achten, dass  /o  eine  Function  yom  Grade  1  —  s  ist,  und  dass  die 
Nullpunkte  dieser  Function,  wenn  /i,  /,  unbestimmt  bleiben,  zu 
den  singulären  Punkten  der  Differentialgleichung  gehören.  Cs 
sind  also  noch  Bedingungen  für  die  Coefficienten  von  /|,  /^  auf- 
zustellen ,  durch  die  der  singulare  Charakter  dieser  Punkte  auf- 
gehoben wird  9. 

§.  22. 
Specielle  Umformungen  der  P-Function. 

Die  Fruchtbarkeit  der  Riemann'schen  Betrachtungsweise 
zeigt  sich  deutlich  in  der  grossen  Einfachheit,  mit  der  sich  die 
speciellen  Umformungen  ergeben,  die  Kummer  zuerst  mit  eir^em 
grossen  Rechnungsaufwande  abgeleitet  hat').  Nehmen  wir  an 9  ^* 
habe  in  einer  P-Function  eine  der  Exponentendifferenzen,  et^^^ 
a'  —  a,  den  Werth  Vj,  dann  können  wir  diese  Function  n^^^* 
§.17  (5)  durch 

<■>  ^  Q:  ^,  'y  ^) 

ersetzen.    Von  den  beiden  Functionen  P«,  P^'  schreitet  die  eirö^ 
nach  ganzen  Potenzen  von  x,  die  zweite  nach  ganzen  Potent ^^ 

*)  Vergl.  Riemann's  mathematische  Werke,    2.   Aufl.,  S.   38^ 
Danach  müssen  für  jede  Wurzel  X  von  /q  (x)  =  0  zwei  Bedingungen 
stehen,  von  denen  die  eine  so  lautet: 


(6) 


Ul-^)/oW 
Hierzu  kommen  die  sechs  Bedingungen   §.   18  (16),  (17).    Man  fiiM.^^ 

leicht  durch  Partialbruchzerlegung  von  fy  (x)  /x  (1  —  x)  f^  (x),  dass  von 
1  — s  Bedingungen  (5)  eine  mittelst  §.  18  (16)  aus  den  übrigen  folgt, 
danach  enthält  die  Differentialgleichung  für  die  Q-Function,  abgesehen 
einem  constanten  Factor,  noch 

1— s  +  3  —  s  +  4  —  s  —  2(1—  s)  —  6-1-1  =  1—  8 
unbestimmte  Constanten,   übereiu stimmend  mit  der  oben  gefundenen  Z^^ 
der  Constanten  in  der  Q-Function  (1)  und  (4). 
*)  Crelle's  Journal  15  (1895). 
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.  }[x  fort,  und  wenn  wir  also  j^  =  |  setzen,  so  ist  der  Punkt 
=  0  in  der  £- Ebene  kein  Verzweigungspunkt  mehr,  sondern 

Punkt,  in  dem  die  Function  eindeutig  und  stetig  ist.  Da- 
en  sind  jetzt  die  beiden  Punkte  |  =  ±  1 ,  in  denen  1  —  x 
schwindet,  Verzweigungspunkte,  und  die  Entwickelungen  nach 
«uzen  von  1  —  |  und  1  +  |  beginnen  mit  (1  ±  D^,  (1  i  ^y. 

Entwickelung  in  der  Umgebung  des  unendlich  entfernten 
iktes  beginnt  mit  ar-/*,  x-^\  also  mit  1"^/*,  i"^^.  Demnach 
iebt  sich  folgende  Umformung: 

in  der  zweiten  Function  die  Verzweigungspunkte  0,  oo,  1  zu 

alten,  muss  man  eine  neue  Variable  V>  (l  -|-  V^  einführen,, 
l  erhält  so 


VA,  /5'. 


/     J  W,  2/3',  /         2 


Da  man  auf  diese  beiden  Functionen  noch  die  linearen  Trans- 
nationen §.17  (4)  anwenden  kann,  so  ergiebt  sich  hieraus  eine 
r  grosse  Anzahl  von  Umformungen  dieser  speciellen  P-Func- 
1  und  entsprechende  Umformungen  der  hypergeometrischen 
üerentialgleichung. 

Ebenso  erhält  man  noch  weitere  Umformungen  bei  einer 
h  spedelleren  P-Function,  bei  der  zwei  ExponentendiflFerenzen 

Werth  Vj  haben.    Für  die  Function 


V/a,  V>,  y'   ) 


\  wenn  man  |  =  y^c  setzt,  die  Punkte  |  =r  0,  S  =  <^  nicht 
ir  Verzweigungspunkte.  Dagegen  werden  die  drei  Punkte  Ver- 
igungspunkte,  in  denen  1  —  |»  =  0  ist,  d.  h.  |  ==  1,  p,  q\  wenn 

=  c  •    eine  imaginäre  dritte  Einheitswurzel  ist.    Man  hat  also: 


sr 


V 


Vv.,  »/s,  -/  )  ~ 


f 
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Formeln,    die   wieder   den    Ausgangspunkt   für  lineare    Umfoar- 
mungen  bilden. 

Wir  können  zum  Schluss  noch  die  Bemerkung  beifügen, 
dass  wir,  wenn  wir  eine  Function  R  mit  nur  zwei  Verzweiguag^s- 
punkten,  sonst  aber  denselben  Eigenschaften  wie  die  (^-Function 
definiren,  wir  nur  ganz  elementare  Functionen  erhalten,  nämlioli 
wenn  wir  die  Verzweigungspunkte  nach  0  und  oo  verlegen,  und 
unter  Ä^  A'  ganze  rationale  Functionen  von  x  verstehen,  nur 
Functionen  von  der  Form 

Denn  wenn  JB",  JB«'  zwei  Zweige  von  R  sind,  wie  in  §.  16  (3), 
so  sind  x-^R^^  xr*^'R^*  in  der  ganzen  Ebene  endlich  und  stetig, 
und  da  sie  im  Unendlichen  nur  von  endlicher  Ordnung  unend- 
lich werden  können,  so  sind  es  ganze  rationale  Functionen  von   oc. 


Vierter  Abschnitt. 


Osoillationstlieore  m  e. 


§.  23. 

^rmalform    linearer    Differentialgleichungen    zweiter 

Ordnung. 

Wir  kommen  nun  zur  Ableitung  eines  Cyklus  von  Sätzen, 
B  sich  auf  lineare  Differentialgleichungen  allgemeiner  Art  be- 
^hen,  und  die  uns  auch  in  solchen  Fällen,  in  denen  die  Inte- 
ation  nicht  durchgeführt  werden  kann,  über  das  Verhalten  der 
tegrale  wichtige  Aufschlüsse  geben,  die,  besonders  bei  Schwin- 
mgsproblemen ,  auch  ilire  physikalische  Bedeutung  haben.  Es 
irfte  um  so  mehr  am  Platze  sein,  auf  diese  Sätze  hier  einzugehen, 
a  sie  eine  Uebertragung  auf  gewisse  partielle  Differential- 
eichungen ,  z.  B.  die  für  die  schwingende  Membran ,  gestatten, 
i  aber  die  Frage  bei  Weitem  nicht  so  einfach  liegte). 

Wir  beschränken  uns  hier  wieder  auf  lineare  Differential- 
eichungen zweiter  Ordnung,  wiewohl  die  Sätze,  namentlich  in 
>r  Abhandlung  von  Kneser,  eine  viel  weitere  Ausdehnung  er- 
Llten  haben. 


')  Die  ersten  dieser  Sätze  rühren  von  Sturm  und  Liouville  her, 
d  stehen  in  einem  gewissen  Zusammenhange  mit  dem  nach  Sturm  be- 
Dnten  berühmten  Lehrsatze  der  Algebra  (Liouville's  Journal  I,  1836). 
2  sind  später  von  mehreren  Anderen  theils  neu  bewiesen,  theils  erweitert, 
ir  wollen  nur  die  folgenden  Arbeiten  über  den  Gegenstand  erwähnen: 
Rayleighf  Theory  of  Sound,  second  edition,  Vol.  I,  p.  217. 
Pockels,   lieber   die  DifiFerentialgleichung  Jti  -{-  ^•*u  =  0.     Leipzig 

1891,  S.  67. 
Kneser,  Mathematische  Annalen,  Bd.  42,  S.  409,  1892. 
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Wir  bringen    zunächst  eine  vorgelegte  lineare  DiflerentL  ^i^l- 
gleichung : 

von  der  wir  annehmen,  dass  Pq^  pi,  p^  für  endliche  Werthe  ' 
X  nicht  unendlich  werden,  auf  eine  einfachere  Form: 

(2)  ^-J+py  =  0, 

in  der  der  erste  Differentialquotient  fehlt,  und  q  eine  Functs. 
von  X  ist 

Man  erreicht  dies  durch  eine  Substitution 

(3)  u  =  ky, 
wenn  man 

(4)  2po^'+i>i^  =  0,    i>o9^=i>oA"+i?iA'+ftA 
setzt.    Hieraus  leitet  man  ab: 

(5)  A  =  6   J  2po      » 

Hierzu  wollen   wir  noch  bemerken,  dass  k  nur  in  solcl»^ 
Punkten  Null  oder  unendlich  werden  kann,  in   denen  po  ^ 
schwindet    Also,  wenn  po  eine  ganze   rationale  Function  von 
ist,  nur  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten.     Ebenso  ka 
auch  Q  nur  in  den  Nullpunkten  von  po   unendlich  werden,  u 
wenn  p^   und  p^   gleichfalls   ganze    rationale    Functionen    sir' 
so  kann  q  auch  nur  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  v^ 
schwinden.   Für  die  Betrachtungen  des  gegenwärtigen  Abschnitt^^ 
kommen  nur  reelle  Werthe  der  Variablen  x  in  Betracht 

Wir  setzen  also  über  die  Function  q  in  der  Diffe 
rentialgleichung  (2)  voraus,  dass  sie  von  einem  be- 
stimmten Werthe  von  x  an  keinen  Zeichenwechsel  mehr 
habe  und  nicht  mehr  unendlich  werde. 

Ohne  die  Allgemeinheit  zu  beeinträchtigen,  können  wir  diesen 
Werth  von  x  zum  Nullpunkt  machen,  und  wir  haben  dann  die 
folgenden  beiden  Fälle  zu  unterscheiden: 

Q  ist  für  positive  Werthe  von  x  endlich  und  stetig  und 

I.  nur  negativ, 
II.  nur  positiv. 
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Es  soll  aber  nicht  ausgeschlossen  sein,  dass  q  für  ein  un- 
endlich wachsendes  x  dem  absoluten  Werthe  nach  über  alle 
Cirenzen  wächst  oder  unter  jede  Grenze  heruntersinkt. 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  Frage  nach  den  NuU- 
pUükten,  die  eine  stetige  Lösung  y  der  Differentialgleichung  (2) 
'Q'Xi.cl  folglich  auch  eine  stetige  Lösung  u  der  Differentialgleichung 
(1>   hat 

Wir  betrachten  hier  immer  nur  solche  Integrale  y^  die  mit 
&lix-em  ersten  Differentialquotienten  y'  endlich  und  stetig  sind. 
■^io  Differentialgleichung  zeigt,  dass  dann  auch  y'^  endlich  und 
^  t;  etig  ist. 

Eine  Folge  dieser  Annahme  ist,  dass  für  keinen  Werth  yon 
^  ^e  Function  y  und  ihr  erster  Differentialquotient  y'  zugleich 
^^x-^chwinden  können.  Denn  wenn  yi,  y^  zwei  linear  unabhängige 
'-^Qungen  der  Differentialgleichung  (2)  sind,  so  folgt  nach  einer 
^^Ixon  wiederholt  angewandten  Formel  [Bd.  I,  §.  62  (13)]: 

'^^^Tin  C  eine  von  Null  verschiedene  Constante  ist.  Man  sieht 
-^^^raus,  dass,  wenn  y,,  ^2  endlich  sind,  y^  und  y'i  niemals  zugleich 
^^11  sein  können. 


§.  24. 
I.   Die  Function  q  ist  beständig  negativ. 

Wenn  die  Function  q  in  der  Differentialgleichung 

^^x  positive  Werthe  von  x  nur  negativ  ist,  so  haben  y  und 
V^  immer  dasselbe  Vorzeichen,  während  y'  das  gleiche  oder 
^^ch  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben  kann.  Wir  haben 
^^nn  mehrere  Fälle  zu  unterscheiden. 

Es  bezeichnen   dabei  Xq^  x^  irgend  positive  Werthe  von  x 
^«id  yo,  yi,  yö,  yi,  yi,  y'i  die  zugehörigen  Werthe  von  y,  y\  y". 

l*"Fall  yo,  yo>0,    yi^O. 

Hier  wird  y'  von  x^  an  mit  wachsendem  x  zunächst  wachsen, 
xind  also,  auch  wenn  yi  =  0  ist,  zunächst  positiv  werden. 

Wenn  nun  x^  der  dem  x^  zunächst  gelegene  grössere  Werth 
von  X  ist,  für  den  y'  verschwindet,  so   muss  y'  zwischen  x^  und 
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§.  ^ 


Xi   aus   dem   Wachsen    ins   Abnehmen  übergegangen  sein.  Es 

muss  also  y"  und  folglich  nach  (1)  auch  y  zwischen  Xq  und  ^i 
verschwinden.  Folglich  muss  auch  j/,  das  bei  Xq  positiv  ist  mxnd 
anfangs  wächst,  aus  dem  Wachsen  ins  Abnehmen  übergebi.eii, 
und  folglich  muss  y'  zwischen  Xq  und  Xi  verschwinden,  "^vas 
gegen  die  Annahme  ist,  dass  Xi  der  dem  Xq  nächste  Werth  sei, 
in  dem  t/'  verschwindet.  Unter  der  Voraussetzung  des  erstien 
Falles  ist  also  y'  für  alle  Werthe  von  x  "^  x^  positiv,  y  wächst 
und  bleibt  also  auch  positiv,  ebenso  y'\  und  folglich  wächst^  2/ 
beständig. 

Wenn  also  x  ^  Xq  ist,  so  ist  y  >  j/o?  y'  >  J/o  und 


(2) 


X 

y  —  yo  =  j  y'  ^^^  >yo(x  —  xq), 


«0 


woraus   man   schliesst,    dass   y  (von   yo   an)   ohne  Zeiche 
Wechsel  mit  x  ins  Unendliche  wächst  (Fig.  3). 

Fig.  3. 

Fig.  4. 


2*-  Fall  yo,  yö  <  0,    yi  5  0. 

Dieser  zweite  Fall  geht  aus  dem  ersten  durch  Vertauschu*^^ 
von  y  mit  —  y  hervor.  Es  wird  also  in  diesem  Falle  y  vO^ 
yo  an  ohne  Zeichenwechsel  negativ  unendlich  gross  werde-^' 

3*^'  Fall  yo,  yö  >  0,    yi  <  0. 

Hier  wird  y'  so  lange  wachsen,  als  y"  und  folglich  y  positi' 
ist,  und  es  sind  hier  wieder  verschiedene  Möglichkeiten  zu  unter-^ 
scheiden : 

a)  y'  wird  =  0,  ehe  noch  y  und  y"  Null  geworden  sind.  Dann 
wächst  y'  von  da  an  weiter  und  wird  also  positiv.  Es 
tritt  dann  von  hier  aus  der  erste  Fall  ein,  uiid  y  wird 
ebenso  wie  dort  mit  x  zugleich  unendlich,  nur  mit  dem 


I.  Die  Funotion  q  ist  beständig  negativ. 


59 


Unterschiede,  dass  y  einen  positiven  Minimumwerth 
hat  (Fig.  4). 

b)  y  wird  =  0,  ehe  y'  =  0  geworden  ist.  Dann  bleibt 
beim  Durchgang  durch  diese  Stelle  j/  negativ,  und  wenn 
wir  Xi  hinlänglich  nahe  jenseits  dieser  Stelle  annehmen, 
so  kommen  wir  auf  den  zweiten  Fall  zurück.  Es  geht 
also  dann  y  stetig  abnehmend  einmal  durch  Null  und 
wird  negativ  unendlich  (Fig.  ö). 

Fig.  6.  Fig.  6. 

y 


c)  Weder  y  noch  j/'  werden  Null, 
wenn  x>Xo  ist.  Dann  müssen 
sich  y  und  y'  endlichen  Grenzen 

näheru,  y  abnehmend,  y'  zunehmend.     Die  Grenze  für 

j/  muss  nothwendig  =  0  sein,  da  sonst 

X 

y  =  Wdx 

für  ein  unendlich  wachsendes  x  keine  endliche  Grenze 
haben  könnte  (Fig.  6).  Der  Grenzwerth  von  y  kann 
auch  von  Null  verschieden  (positiv)  sein,  aber,  wie  man 
aus  der  Gleichung 


y'  =  \y''dx  =  —'[gydx 


ersieht,  nur  dann,  wenn  q  mit  unendlich  wachsendem  x 
verschwindet,  und  zwar  in  höherer  als  der  ersten  Ordnung. 

n  dem  Falle  yo,  yÖ  <  0,  yi>  0  verhält  sich  alles  ebenso, 

nit  verändertem  Vorzeichen. 

Jm  diese   Resultate    zusammenzufassen,    können    wir    also 


1.  Wenn  in  der  Differentialgleichung  (1)  q  für  posi- 
tive X  beständig  negativ  ist,  so  kann  y  in  diesem 
Intervall   höchstens    einmal    verschwinden,    und 
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wenn  dies  eintritt,  so  geht  Yon  da  an  y  stetig 
wachsend  oder  stetig  abnehmend  ins  Unendliche. 
Es  kann  auch  y  ein  positives  Minimum  oder 
ein  negatives  Maximum  haben  und  geht  von  da 
an  stetig  wachsend  oder  stetig  abnehmend  mit 
unendlich  wachsendem  x  ins  Unendliche. 

Es  kann  auch  y  ohne  Minimum  oder  Maximum 
mit  X  ins  Unendliche  gehen,  oder  es  kann  y  stetig 
abnehmend  oder  stetig  wachsend,  ohne   zu  ver- 
schwinden, einer  endlichen  Grenze  zustreben. 
Dass  alle  diese  Fälle  möglich  sind,  zeigen  einfache  Beispiele, 
z.  B.  wenn  man    q  gleich  einer  negativen  Gonstanten  annimmt* 
(Vergl.  Bd.  I,  §.  57,  58.) 

§.  25. 
IL   Die  Function  q  ist  beständig  positiv. 

Ganz   anders   verhält   sich    das    Integral    der    DifFerentiÄl' 
gleichung 

(1)  y"  +  ey  =  0,  . 

wenn  q  beständig  positiv  bleibt. 

In  diesem  Falle  können,  wie  schon  das  Beispiel  eines  co^' 
stauten  q  zeigt,  Integrale  vorkommen,  die  unendlich  viele  Nall' 
stellen   haben.      Solche    Integrale    nennen    wir    oscilliren^ie 
Integrale  und  es  ist  unsere  Aufgabe,  zu  entscheiden,  unt^^i' 
welchen  Umständen  die  Gleichung  (1)  ein  oscillirendes  IniegT'sl 
hat.    Das  wichtigste  Hülfsmittel  für  diese  Untersuchung  ist  eine 
Formel,  die  wir  schon  im  ersten  Bande  (§.  71)  bei  der  Unter- 
suchung der  Bess ersehen  Functionen  angewandt  haben. 

Es  sei  z  eine  Function,  die  einer  Differentialgleichung 

(2)  ^"  _^  <j^  =  0 

genügt,  worin  ö  eine  gegebene  Function  von  x  ist. 
Wir  erhalten  aus  (1)  und  (2): 

^  (jsy'  —  yz')  +  ((>  —  ö)y^  =  o, 

und  daraus  durch  Integration: 

(3)  zy'  —  yz'  =  —  I  {q  —  ö)  yzdx  -\-  const, 
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d  hieraus  können  wir  nun  durch  Specialisirung  der  Function 
mannigfaltige  Schlüsse  ziehen: 

Nehmen  wir  zunächst  ö  =  q,  so  sind  y  und  js  particulare 
;^^e  derselben  Differentialgleichung  (1),  und  wenn  sie  sich 
ibt  bloss  durch  einen  constanten  Factor  von  einander  unter- 
leiden,  so  ist 

*  jBTj/'  —  ye'  =  c 

le  von  Null  verschiedene  Gonstante.     Sind  ijun  x  =  Xq  und 

=  Xi   zwei   auf  einander  folgende  Nullstellen  von  y,   so 

ben  y'o  und  yl  verschiedene  Vorzeichen.     Andererseits  haben 

ch  (4)  goy'o  und  z^y'i  dasselbe  Vorzeichen,  folglich  Zq   und  Zi 

fcgegengesetzte  Vorzeichen.    Es 

ISS  also  z  zwischen  Xq  und  Xi 

ndestens   einmal    durch    Null 

ben.  Es  kann  aber  z  auch  nur 

unal  durch  Null  gehen,  da  man 

enso    schliessen    kann,     dass 

ischen  zwei  Nullstellen   von  z  eine    Nullstelle  von    y   liegen 

ISS,  während  doch  y  zwischen  Xq  und  Xi  nicht  verschwinden 

Jte  (Fig.  7). 

Wir  haben  also  den  Satz,  wenn  wir  die  Nullstellen  einer 
nction  ihre  Wurzeln  nennen: 

2.  Wenn   von    den    beiden  particularen    Integralen 

der    Differentialgleichung    (1)   das    eine    oscilla- 

torisch  ist,    so   ist   es   auch  das   andere,  und  die 

Wurzeln   der  beiden  separiren   sich  gegenseitig, 

d.   h.    zwischen  je    zwei   Wurzeln  der  einen  liegt 

eine  und  nur  eine  Wurzel  der  andern. 

Wir  lassen  jetzt  die  Annahme  ö  =  q  wieder  fallen.     Wenn 

nn  Xq  und  Xi  >>  Xq   zwei  auf  einander  folgende  Wurzeln  von 

sind,  so  haben  Zq   und   —  z'i    das    gleiche    Vorzeichen,    und 

ar  dasselbe  wie  die  Function  z  in  dem  Intervall  (:co»^i)-   Wenn 

:  das  Integral  (3)  zwischen  den  Grenzen  Xq  und  Xi  nehmen,  so 

gt^  dsL  Zq  =  0,  Zi  =  0  ist: 

•  yi^i  —  Vo^o  =  \  (o  —  6)yzdx\ 

bmen  wir  nun  weiter  an,  dass  in  dem  Intervall  (xo,  x^  durch- 
g  9  ^  <T  sei,  so  kann  y  nicht  in   dem  ganzen  Intervall  das 
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gleiche  Vorzeichen  haben,  weil  sonst  beide  Seiten  von  (5)  entgehe 
gesetzte  Zeichen  hätten. 

Hieraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

3.  Hat  die  Differentialgleichung  (2)  oscillatorisch 
Integrale  und  ist  (von  einem  gewissen  x  an)  fort^ 
während    ^  ^  <^,    so   hat    auch  die  Differential- 
gleichung (1)  oscillatorische  Integrale. 

Hieraus  ergiebt  sich  bereits  ein  wichtiges  allgemeines  Resultat. 
Ist  (f  in  der  Differentialgleichung  (1)  positiv,  mit  einer  positiven 
unteren  Grenze  /n»,  so  dass  9  >>  /n»  ist,  so  können  wir,  um  den 
Satz  2.  anzuwenden,  6  gleich  der  Gonstanten  [i,'^  setzen,  und  er- 
halten als  Integral  von  (2): 

(6)  z  =  sin/Li(a;  —  a), 

worin  a  ein  beliebiger  Werth  ist  Diese  Function  ist  aber  oscilla- 
torisch, und  ihre  Nullpunkte  sind  a -|- ♦war/fi,  wenn  m  eine 
ganze  Zahl  ist.    Wir  haben  also: 

4.  Hat  Q  eine  positive  untere  Grenze  fi',  so  sind  die 
Integrale  von  (1)  oscillatorisch,  und  in  jedem 
Intervall  von  der  Grösse  nj^L  liegt  wenigstens 
eine  Wurzel  von  y. 

Wenn  nun  aber  q  zwar  positiv  ist,  aber  die  untere  Grenze 
Null  hat,  so  können  wir  so  schliessen: 
Die  Differentialgleichung 

hat  die  beiden  particularen  Lösungen 

oder,  wenn  a  eine  willkürliche  Constante  ist, 

(8)  z  =  ^x  sin  (a  log  ^  j , 

und  die  Differentialgleichung  (1)  hat  also  dann  oscillirende  Inte- 
grale, wenn  sich  ein  positives  /ii  so  angeben  lässt,  dass  von  einem 
gewissen  x  an  immer 

(9)  a:2p>^2_|-l 

bleibt,  und  es  liegt  für  ein  beliebiges  a  eine  Wurzel  von  y 
immer  zwischen  a  und  ae"^. 
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Wir  ergänzen  also  den  Satz  3.  so: 

5.  Die  Differentialgleichung  (1)  hat  oscillatorische 
Integrale,  wenn  die  untere  Grenze  von  x^q  —  V* 
positiv  ist. 

Ist  die  untere  Grenze  von  x^q  —  V4  negativ,  so  wird  von 
einem  gewissen  x  an 

bleiben.     Dann  vergleichen  wir  die  Differentialgleichung  (I)  mit 

deren  beide  particulare  Integrale 

y^;,    }^  log  X 

i^iclit  oscillatorisch  sind;  nach  dem  Satze  3.  kann  also  auch  (1) 
Iceine  oscillatorischen  Integrale  haben,  da  sonst  wegen  (10)  auch 
die   Lösungen  von  (11)  oscillatorisch  sein  müssten. 

6.  Die  Differentialgleichung  (1)  hat  keine  oscilla- 
torischen Integrale,  wenn  die  untere  Grenze  von 
x^Q  —  1/4  negativ  ist. 

Es  bleibt  also  wiederum  der  Fall  unentschieden,  wo  die 
^»•enze  von  x^q  —  V4  Null  ist. 

Wie  in  diesem  Falle  die  Untersuchung  weiter  zu  führen  ist, 
^^giebt  die  folgende  Umformung: 

Wir  setzen  in  (1) 

y  =  V^  ^,    S  =  log  X 
^^d  erhalten  für  tj  die  folgende  Differentialgleichung: 

Diese  Gleichung  hat  aber  dieselbe  Form  wie  die  Differential- 
S^eicbung  (1),  nur  dass  |  an  Stelle  von  x  und  x^q  —  V4  =  q' 
ÄH  Stelle  von  q  getreten  ist,  und  ^  wächst  mit  x  gleichzeitig 
iö8  Unendliche.  Wenn  sich  dann  q'  von  negativen  Werthen  der 
Grenze  Null  nähert,  so  tritt  der  Satz  1.  in  Kraft.  Wenn  sich 
aber  q'  von  der  positiven  Seite  der  Grenze  Null  nähert,  dann 
müssen  wir  die  Umformung  (12)  wiederholen,  und  kommen  zu 
einer  unbegrenzten  Kette  von  Unterscheidungen  derselben  Art. 
(Etwa  wie  bei  den  aus  der  Integralrechnung  bekannten  Kriterien 
für  die  Convergenz  eines  bestimmten  Integrals.) 
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§.  26. 
Anwendung  auf  die  hypergeometrische  Reihe. 

Als  ein  Beispiel  für  die  in  den  vorangegangenen  Paragrapben 
bewiesenen  Sätze  wollen  wir  die  Difierentialgleichung  der  hyper- 
geometrischen Reibe  betrachten: 

(1)  x(l  —  x)u''  +  [y  —  («  +  /3  +  l)x]u'  —  aßu  =  0, 

und  damit  die  Coefficienten  dieser  Gleichung  reell  werden, 
nehmen  wir  y  reell,  a  und  ß  entweder  reell  oder  conju- 
girt  imaginär  an. 

Um  die  Umformung  des  §.  23  anzuwenden,  setzen  wir 

(2)  u  =  ly 

und  bestimmen  k  so,  dass  die  Differentialgleichung  für  y  die 
Form  erhält: 

(3)  y"  -\-(fy  =  0. 

Setzt  man  für  den  Augenblick  zur  Abkürzung 

(4)  .  a  +  /3  +  1  =  a, 

80  ergeben  die  Formeln  §.  23  (5),  (6) 

—  L  y— " 

(5)  A  =  a?    *  (1  —  a;)  *  , 

und  für  ein  unendlich  grosses  Xj  worauf  es  allein  ankommt: 
oder  wenn  man  für  a  seinen  Werth  (4)  zurücksetzt: 

(7)  p'  =  x»e-i  =  -|(«-^)» 

und  q'  ist  also  negativ  für  reelle,  positiv  für  conjugirt  imagi- 
näre a,  ß. 

Ist  a  =  /3,  so  wird  9'  für  ein  unendliches  x  unendlich  klein 
von  der  Ordnung  a;~^  und  wir  haben  nach  §.  25  (12j  das  Ve^ 
halten  von 

(logx)2p'  ~- 
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zu     untersuchen,  welches  negativ  wird.      Hiernach  ergiebt    sich 
Sixxe  den  Sätzen  5.  und  6.: 

Die  hypergeometrische  Differentialgleichung  hat 
oscillatorische  Integrale,  wenn  a  und  ß  conju- 
girt  imaginär  sind;  sie  hat  keine  oscillatorischen 
Integrale,  wenn  a  und  ß  reell  sind. 

Man  hätte  dieses  Verhalten  auch  aus  der  Entwickelung  der 
L«Ö8ung  in  eine  nach  fallenden  Potenzen  von  x  fortschreitende 
l^ypergeometrische  Reihe  schliessen  können.  (Die  Functionen 
-Fk,  Fe  im  §.  8.) 


§.  27. 
ö  ie  Nullstellen  verschiedener  particularer  Integrale. 

Wir  wollen  nun  untersuchen,  wie  sich  bei  einer  festen  Diffe- 
rentialgleichung 

(1)  rf+Qy=0 

*^it  oscillirenden  Integralen  die  Nullpunkte  ändern,  wenn  man 
^on  einem  particularen  Integral  zu  einem  anderen  übergeht. 

Um  zunächst  an  einem  einfachen  Beispiel  das  Verhalten  zu 
"^^ranschaulichen,  nehmen  wir  q  =  fi^  constant,  und  erhalten 

C2)  y  =  cos  fi  (x  —  a), 

^as,  von  einem  constanten  Factor  abgesehen,  die  allgemeine 
X^ösung  ist.  Das  einzelne  Integral  wird  charakterisirt  durch  den 
^^^erth  der  Constanten 

(3)  (^|.^^  =  ^tang^a  =  Ä, 

'Wobei  sich  ein  constanter  Factor  bei  y  wegheben  würde.  Die 
I^ullpunkte  von  (2)  sind,  wenn  v  eine  ungerade  ganze  Zahl  ist: 

(4)  ^,=  «+  — 

Und  wenn  nun  h  von  —  oo  bis  -f-  °^  wächst,  so  geht  fioc  von 
—  3r/2  bis  -f-  n/2  und  jede  Wurzel  .^,.  geht  stetig  wachsend  in 
clie  nächst  folgende  über. 

Dies  Verhalten  entspricht  einem  allgemeinen  Gesetz:  Nehmen 

Biemann -Weber ,  Partielle  Differentialgleichungen.    II.  5 
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wir  an,  es  sei  für  irgend  ein  constantes  x  =  a  für  eine  Lösung 
y  der  Differentialgleichung  (1) 


'^>  a = *• 


80  wird  auch  hier  durch  den  Werth  von  h  ein  particulares  Inte- 
gral, abgesehen  von  einem  Constanten  Factor,  bestimmt. 

Für  eine  zweite,  von  y  unabhängige  particulare  Lösung  z  sei 


«  (7). = *■ 


Dann  ist  nach  §.  25  (4): 
(7)  yz'  —  2y'  =  c  =  y^z^Qc  —  h), 

und  wenn  h  und  h  endlich  sind,  so  müssen  y©,  Zq  von  Null  ver- 
schieden sein.  Wir  können  sie  unbeschadet  der  Allgemeinheit 
positiv  annehmen. 

Wir  lassen  x  von  a  an  wachsen  und  nehmen  an,  dass  der 
nächste  Nullpunkt  von  y  näher  an  a  liegt  als  der  von  z»  Dann 
ist  in  diesem  Punkte 

y  =  0,     ^>0,     y'<0 

und  es  folgt  aus  (7) 

fc  —  Ä  >  0. 

Wir  können  also  auch  sagen,  dass  von  zwei  Functionen  |A 
die  für  a  dasselbe  Zeichen  haben,  die  zuerst  verschwindet,  die 
dem  kleineren  Werthe  von  h  entspricht,  und  das  kann  auch  so 
ausgedrückt  werden: 

7.  Wenn  wir  nach  (5)  ein  Integral  der  Differential- 
gleichung (1)  mit  dem  variablen  Parameter  Ä 
bilden,  so  wachsen  die  Nullpunkte  von  y  stetig 
mit  h. 

Wenn  h  =  :^  co  ist,  so  wird  a  selbst  ein  Nullpunkt  von  y 
und  so  ergiebt  sich: 

8.  Wenn  h  von  —  oo  bis  -}-  x  wächst,  so  geht  jeder 
Nullpunkt  von  y,  stetig  in  der  positiven  Richtung 
fortschreitend,  in  den  nächst  folgenden  über. 

§.28. 
Harmonische  Functionen. 

Die  Differentialgleichung  (1)  §.  25,  von  der  wir  jetzt  an- 
nehmen, dass  sie  oscillirende  Integrale  habe,  also  dass  q  wesent- 


Harmonische  FuDctionen.  67 

positiv  ist,  hat  immer  ein  particulares  Integral,  welches  für 
i  gegebenen  Werth  von  a;,  den  wir  zum  Nullpunkt  der  x 
len,  verschwindet,  und  dies  Integral  ist,  abgesehen  von  einem 
tanten  Factor,  völlig  bestimmt.    Es  sei 

s  Integral  und  seine  Nullpunkte  seien,  der  Grösse  nach  auf- 
end  geordnet: 

Die  Anzahl  dieser  Punkte  ist  unbegrenzt,  und  es  ist  nicht 
ich,  dass  sie  sich  in  ihrem  Wachsen  einer  endlichen  Grenze 
m.  Denn  wäre  «  eine  solche  Grenze,  so  könnte  in  diesem 
ie  a  weder  y  noch  y'  von  Null  verschieden  sein,  was,  wie 
gesehen  haben,  unmöglich  ist 

Bezeichnen  wir  mit  fi  eine  positive  CJonstante,  so  können 
lus  (1)  die  Lösung  der  DiflFerentialgleichung 

iten,  die  im  Punkte  x  =  0  verschwindet,  nämlich 

Demnach  ergeben  sich  alle  Nullpunkte  von  (4)  mit  positiven 
issen  aus  (2): 


«1 

«2 

a, 

1 

? 

1 

• 

^ 

f* 

man  sieht,  dass  diese  Abscissen  mit  wachsendem  ft  immer 
er  werden  und  sich  dem  Nullpunkt  mehr  und  mehr,  bis  auf 
beliebige  Nähe  annähern.  Wenn  daher  «  ein  gegebener 
t  mit  positiver  Abscisse  ist,  so  kann  man  ft,  und  zwar 
iuf  eine  Weise,  so  bestimmen,  dass  ein  Nullpunkt  von  ge- 
lem  Rang,  also  etwa  der  n*®  der  Reihe  (5),  in  den  gegebenen 
t  a  fällt. 

Eine  Function  ^,  die  für  irgend  einen  Werth  von  ^  der 
rentialgleichung  (3)  genügt,  und  an  den  Endpunkten  a  und 
es  Intervalles  ^  verschwindet,  wollen  wir  eine  harmonische 
3tion  dieses  Intervalles  nennen.  Die  Punkte,  in  denen 
solche  Function  z  im  Inneren  des  Intervalles  (also  ab- 
len  von  den  Punkten  a,  b)  verschwindet,  heissen  die  Knoten- 
cte.     Wenn  wir  dann   durch   eine   lineare  Substitution  den 

6* 
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Anfangspunkt  a  des  Intervalles  ^  in  den  Nullpunkt  yerlegen,  so 
ergiebt  uns  das  oben  Bewiesene  den  folgenden  Satz: 

•  9.  Es  giebt  für  eine  gegebene  Strecke  bei  gegebenem 
Q  unendlich  viele  harmonische  Functionen,  aber 
eine  und  nur  eine,  die  keinen  oder  eine  gegebene 
Anzahl  von  Knotenpunkten  hat 

Wir  ordnen  die  harmonischen  Functionen  eines  gegebenen 
Intervalles  jd 

(6)  Zq,    Zl^   ir„   iTg,   .    .    , 

und  ebenso  die  entsprechenden  Werthe  ft 

nach  der  wachsenden  Anzahl  der  Knotenpunkte.  Bei  der  An- 
wendung auf  die  schwingende  Saite  ist  die  Function  ohne  Knoten- 
punkt die  harmonische  Function  des  Grundtones  oder  der 
Ordnung  Null,  die  folgenden  sind  die  Functionen  des  ersten, 
zweiten,  dritten  etc.  Obertones,  die  wir  auch  die  har- 
monischen Functionen  der  ersten,  zweiten,  dritten 
Ordnung  nennen  wollen.  Der  Factor  fi  wächst  mit  der  Ord- 
nung der  betreuenden  Function.  Die  harmonische  Function 
^ter  Ordnung  hat  n  Knotenpunkte. 

Durch  die  Knotenpunkte  der  harmonischen  Function  Zn  ^i'^ 
das  Intervall  ^  in  n  -f-  1  Theilintervalle  z/^  getheilt,  in  deren 
jedem  die  Function  Zn  ein  unveränderliches  Zeichen  hat.  Das 
Vorzeichen  von  z,^  ist  in  den  einzelnen  Theilintervallen  ab- 
wechselnd positiv  und  negativ.  Wenden  wir  auf  die  beiden 
Functionen  Zni  -s'n  +  i  die  Formel  (3)  §.  25  an,  so  folgt: 

(8)  Zn^i  Z'n  —  Zn  Z'n+i  =  (ft«  +  1  —  ^n)        Q^nZ»^!  dx  +  COnSt 

Es  seien  jetzt  «,  ß  zwei  auf  einander  folgende  Nullpunkte 
von  Zn^  also  die  Endpunkte  eines  Theilintervalles  -^v,  in  dem  die 
Function  Zn  keinen  Zeichenwechsel  hat,  und,  beispielsweise, 
positiv  sei.  Wenden  wir  die  Formel  (8)  auf  diese  beiden  Punkte 
an,  in  denen  Zn  verschwindet,  so  folgt: 

(9)  {Zn  +  i   Zn)ß   —    (^«+1   Zn)a   =  (l^n+l  —  ^n)         QZnZn^idx. 

J 
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EUeraus  folgt  leicht,  dass  Zn^i  nicht  iu  dem  ganzen  Inter- 
^sL\\  ^y  dasselbe  Zeichen  haben  kann.  Denn  nehmen  wir  an,  es 
&^i  Zn^i  immer  positiv,  oder  wenigstens  nirgends  negativ,  so 
^&ce  die  rechte  Seite  von  (9)  positiv,  weil  Zn  im  ganzen  Inter- 
^^11  und  ftn^-i  —  ftn  positiv  sind.  Die  linke  Seite  aber  wäre 
i^egativ,  da  e'n  im  Punkte  «  positiv,  im  Punkte  ß  negativ  ist. 
Hie  muss  also  Zn  +  i  im  Intervall  jdy  sein  Zeichen  wechseln  und 
dfiiher  mindestens  einen  Knotenpunkt  haben.  Es  kann  aber  auch 
in.  diesem  Intervall  nicht  mehr  als  ein  Knotenpunkt  von  Zn^i 
liegen,  weil  ja  in  jedem  der  n  +  1  Intervalle  z/»  mindestens 
ein  Knotenpunkt  von  Zn  + 1  liegen  muss,  und  diese  Function  doch 
Glicht  mehr  als  w  -j-  1  Knotenpunkte  haben  kann.  Also  haben 
vrir  den  Satz: 

10.  Von  den  Knotenpunkten  von  Zn  +  i  liegt  einer  in 
jedem  der  Theilintervalle  ^y,  in  die  die  Strecke  ^ 
durch  die  Knotenpunkte  von  Zn  getheilt  wird. 

Wenn  man  in  diesem  Satze  n  —  1  an  Stelle  von  n  setzt,  so 
^rgiebt  sich  daraus  unmittelbar: 

11.  In  jedem  der  Theilintervalle  ^v^  mit  Ausnahme 
des  ersten  und  des  letzten,  liegt  ein  Knotenpunkt 
der  Function  Zn-i- 


§.  29. 

iDie  Knotenpunkte  zusammengesetzter  harmonischer 

Functionen. 

Wir  beschliessen  diese  Betrachtungen  über  die  harmonischen 
t**unctionen  des  Intervalles  z/  mit  der  Ableitung  eines  Satzes  von 
^turm: 

Es  seien  m,  n  zwei  ganze  Zahlen,  von  denen  keine  negativ 
ist,  und  w  <C  w;  ferner  seien  c«,  Cm  +  i,  .  .  .,  ^n  beliebige  Con- 
Btanten.    Die  Function 

'verschwindet  an  den  Grenzen  a,  h  des  Intervalles  ^,  und  wir  können 
me  eine  zusammengesetzte  harmonische  Function  der 
Strecke  ab  nennen.    Ihre  Nullpunkte  im  Inneren  von  ^  sollen 
auch  hier  die  Knotenpunkte  Yon  f{x)  genannt  werden. 


70  Vierter  Abschnitt.  §.     ^• 

Dann  lautet  der  Satz,  den  wir  beweisen  wollen: 
12.  Die  Anzahl   der  Knotenpunkte    der  Functi 
f(x)  ist: 

a)  höchstens  gleich  n, 

b)  mindestens  gleich  m. 

Hierbei  wird  ein  Knotenpunkt  von  f{x)  nur  einmal  gezähl 
gleichviel  ob  der  Differentialquotient  /'  {x)  in  diesem  Punkte  ver  - 
schwindet,  oder  nicht. 

Die  Function  Z}^  genügt  der  Differentialgleichung 

(2)  z'i^-^lQZic  =0, 

und  daraus  ergiebt  sich 

Nun  muss  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Nullpunkten 
von/(a;)  nothwendig  wenigstens  ein  Nullpunkt  yonf\x)  liegen.  Ist 
also  V  die  Anzahl  der  Knotenpunkte  von  f{x)^  so  ist,  da  die 
Endpunkte  noch  hinzukommen,  die  Anzahl  der  inneren  Null- 
punkte von  /'  (x)  wenigstens  gleich  v  -}-  1 ,  und  da  zwischen  je 
zwei  Wurzeln  von  /'  (x)  wenigstens  eine  Wurzel  von  /"  (x)  liegen 
muss,  so  ist  die  Anzahl  der  inneren  Nullpunkte  von  f"(x) 
wenigstens  gleich  v.  Nach  (3)  verschwindet /" (a:)  ausserdem 
noch  in  den  Endpunkten  des  Intervalles  z/.  Setzen  wir  /"(ar) 
=  —  gfi  (x) ,  so  ist  fi  (x)  eine  harmonische  Function  des  Inter- 
valles ^  mit  wenigstens  v  Knotenpunkten,  und  durch  Wieder- 
holung desselben  Schlusses  können  wir  daraus  folgenden  Satz 
ableiten : 

Von  den  zusammengesetzten  harmonischen  Functionen 

W      fr(x)  =  Cn^il^m   Zm  +  ^m  + 1  f*m  +  l  ^m +1  H h  C^y^nZn, 

worin  r  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen  0,  1,  2,  . . .  durchläuft,  hat 
jede  folgende  mindestens  so  viele  Knotenpunkte  als  die  vorher- 
gehenden, also  mindestens  v  Knotenpunkte,  wenn  v  die  Anzahl 
der  Knotenpunkte  von  (1)  ist 

Setzen  wir,  indem  wir  c«  von  Null  verschieden  voraussetzen: 

^^    ^"'-c»  w  '  ^"^'^  cn  V  .«„ ; 

so  werden  die  Knotenpunkte  von  (4)  aus  der  Gleichung: 

(6)  jsr  =  £r„  -f-  y„_i  z^-i  H h  yrnZ^   =  0 
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\>e8timmt,  und  da  ^m  <  f^m  + 1  <  . .  •  <  f^n  is^-^  so  werden  sich  die 
y»— 1,  .  .  .  ym  niit  unendlich  wachsendem  r  der  Grenze  Null 
nähern. 

Nun  hat  £r„,  wie  wir  wissen,  n  Knotenpunkte,  in  deren 
keinem  z'n  verschwindet.  Wir  können  dann  jeden  dieser  w  Knoten- 
punkte in  ein  beliebig  kleines  Intervall  b  einsehliessen ,  und 
dann  können  wir  die  Coefficienten  y  so  klein  annehmen,  dass 
die  durch  (6)  definirte  Function  z  ausserhalb  dieser  Intervalle 
öicht  verschwindet,  dass  sie,  ebenso  wie  ;8r„,  an  beiden  End- 
punkten von  i  entgegengesetzte  Vorzeichen  hat,  und  dass  z*  im 
Innern  von  i  nicht  verschwindet.  Dann  liegt  in  jedem  Intervall 
*  ©in  Nullpunkt  von  z^  und  in  keinem  mehr  als  einer,  und  z  hat 
also  n  —  1  und  nicht  mehr  Knotenpunkte.     Es  ist  mithin  auch 

^nd  das  Theorem  12  a  ist  also  bewiesen. 

Der  zweite  Theil,   12b,   kann  aber  aus  den  gleichen  Ent- 
^ickelungen  gefolgert  werden. 

Wenn  wir  nämlich 

«rch 

—  2r  —2r  f.~2r 

^^*^etzen,   so   geht  fr(x)   nach  (4)  in/(:r)  über,  während  /  Ca;) 
^^Ibst  in 


-^"^n 


^^)      f-r(pc)   =    Cmltm^''  Zm  +  ^m  + 1  l^m\\  ^m  +  l   +   '••  +  Cn  ^n 

^V)ergeht,  und  nach  dem  bereits  gewonnenen  Ergebniss  hat  /  (x) 
^^indestens  so  viele  Wurzeln  als/_r(:z^).  Wenn  wir  dann  wieder 
^*  ie  ganze  Zahl  r  unbegrenzt  wachsen  lassen,  so  gehen  die  Knoten- 

X^ linkte    von  /_r  (x)    in    die    von   ^„j  über,    deren    Zahl    m   ist. 

daraus  folgt  also 

^Iso  der  Satz  12  b. 

Wir  haben  den  Satz  12  so  formulirt,  dass  jeder  Punkt,  in 
cJem  die  Function /(x)  verschwindet,  als  ein  Knotenpunkt  gezählt 
>vird.  Wir  hätten  aber  auch  anders  zählen  können,  nämlich  so, 
class  wir  einen  inneren  Punkt,  in  dem  f(x)  mit  seinen  q  —  1 
ersten  Derivierten  verschwindet,  für  g  (zusammenfallende) Knoten- 
punkte gezählt  hätten,  und  der  Satz  hätte  sich  auch  bei  dieser 
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Zählung  als  richtig  erwiesen.     In  dieser  Fassung  besagt  der  Satz 
mehr  als  12  a,  aber  weniger  als  12  b. 

Wenn  dagegen  in  einem  der  Endpunkte  f{x)  mit  seinen 
q  —  1  ersten  DiflFerentialquotienten  verschwindet,  so  würde  der 
Satz  nicht  mehr  richtig  bleiben,  wenn  wir,  was  nahe  liegt,  einen 
solchen  Punkt  als  q — 1- fachen  Knotenpunkt  zählen  wollten. 
So  hat  z.  B.  die  Function 

f{x)  =  a  sin  2  a;  +  *  sin  3  a: 

im  Intervall  (0,  %)  im  Allgemeinen  zwei  Knotenpunkte,  aber  die 
specielle  Function 

3  sin  2  a:  —  2  sin  3  a;  =  2  sin  a:  (1  —  cos  a:)  (1  -j-  4  cos  x) 

hat  für  a;  =  0  einen  Nullpunkt  dritter  Ordnung  und  ausserdem 
noch  einen  inneren  Knotenpunkt.  Der  Nullpunkt  dritter  OrdnuDj 
darf  also,    wenn  der  Satz  richtig   bleiben   soll,  nicht  für  zwei 
Knotenpunkte  gezählt  werden. 

Es  ergiebt  sich  ferner  aus  dem  Satz  12  die  Folgerung: 

13.  Die  Function 

(10)  f{x)  =  Cm^m  +  Cm  +  l^m  +  l  +  •"  +  ^t^  ^t^ 

kann    nur    dann    identisch    verschwinden,    wenn^'-«'  ^ 
alle  Coefficienten  c,  gleich  Null  sind. 

Wenn  nämlich  /  (x)  identisch  Null  und  c«  von  NulU  ^  -^^^ 
verschieden  ist,  so  können  wir  c«  =  1  annehmen,  und  es  er — -::^r' 
giebt  sich 

^n  =  Cm  ^m  ^m  +  l  ^m  +  1  —  •"  —  ^n— 1  ^n— 1« 

Dies  ist  aber  unmöglich,  da  die  linke  Seite  n  Knotenpunkte^  *® 
hat,  während  die  rechte  nach  12  höchstens  n  —  1  haben  kann^  ^^Mi^i. 


§.  30. 

Darstellung  einer  willkürlichen  Function   durch 

harmonische  Functionen. 

Die  harmonischen  Functionen  eines  Intervalles  ^  kann  man  zu 
einer  Darstellung  willkürlicher  Functionen  durch  unendliche  Reihen 
benutzen,  von  denen  die  Fourier'scben  Reihen  ein  specieller 
Fall  sind.  Freilich  können  wir  im  allgemeinen  Falle  nichts 
weiter  thun,  als  unter  der  Voraussetzung,  dass  eine  solche  Ent- 
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''^iotelung  möglich  sei,   die  Coefficienten  durch  bestimmte  Inte- 
g^ctle  ausdrücken.    Bezeichnen  wir  wieder  mit 

^         -I  ^Q,    ^1,    ^J,    ^3,    ... 

^i^   harmonischen  Functionen,  in  aufsteigender  Reihe  geordnet, 
*^  erhält  man  aus  §.  25  (3)  für  irgend  zwei  dieser  Functionen: 

C2)  g^  z'n  —  ZnZ'm   =   {[»'m  —  f^J)        Q  Zn,  Z^  d  X  -[-  COUSt. 

^tid  wenn  man  das  Integral  über  das  ganze  Intervall  ^,  also  von 
^  =  a  bis  a;  =  6  ausdehnt,  und  fi,„  von  ft^  verschieden  annimmt: 

6 


C3)  QZ^Zndx  =  0. 


u 


Wenn  Zm,  =  Zn  wäre,  so  könnte  das  Integral  (3)  nicht  mehr 
Verschwinden.  Sein  Werth  wird  dann  von  den  in  den  Zn  noch 
ixnbestimmt    gelassenen    constanten    Factoren    abhängen.      Wir 

Hetzen : 

h 

C-4)  Q  Z*ndX  =Pn' 


a 


Ist  dann  f(x)  eine  in  dem  Intervall  ^  gegebene  willkürliche 
^^unction,  so  können  wir  setzen: 

C  ^)  /(^)  =  CoZo  -\-  CiZi  -\-  c^Zi-l , 

'vvorin  die  Constanten  Cq,  Cj,  Cj,  . .  .  von  f(x)  abhängen  und  nach 
C^)  nnd  (4)  bestimmt  werden,  wenn  man  (5)  mit  QZn  multiplicirt 
v^nd  zwischen  den  Grenzen  a,  b  integi'irt.    Man  erhält: 

b 

Pn   J 


a 


anz  analog  wie  bei  der  Fourier' sehen  Coefficienten-Bestimmung. 


I 


ZWEITES   BUCH. 


WA  R  M  E  L  E  I  T  U  N  G 


Fünfter  Abschnitt. 

Die  Differentialgleichung  der  Wärmeleitung. 


§.  31. 
Wärmefluss. 

Die  Erfahrungsthatsache,  mit  der  sich  die  Theorie  der  Wärme- 
leitung  zu  befassen  hat,  ist  die,  dass  zwei  mit  einander  in  Be- 
rührung stehende  Körper  oder  Theile  desselben  Körpers  von 
verschiedener  Temperatur  den  bestehenden  Temperaturunter- 
schied allmählich  dadurch  ausgleichen,  dass  sich  der  kältere 
Körper  erwärmt  und  der  wärmere  kalt  wird. 

Auf  Umwegen  ist  man  zu  der  Anschauung  gelangt,  dass 
hierbei  der  ursprünglich  wärmere  Körper  von  seinem  Energie- 
vorrath  etwas  verliert,  und  dass  der  andere  Körper  die  gleiche 
Energiemenge  gewinnt,  die  sich  in  der  Form  der  Temperatur- 
erhöhung zu  erkennen  giebt,  und  dieses  Energiequantum  be- 
zeichnet man  auch  als  die  von  dem  einen  Körper  an  den  anderen 
abgegebene  Wärmemenge.  Die  Wärmemenge  wird  hiernach 
durch  eine  Energiegrösse  gemessen  und  hat  dieselben  Dimen- 
sionen wie  diese  [Pt-^m]  (Bd.  I,  S.  317). 

Wenn  einem  Körper  eine  gewisse  Wärmemenge  zugeführt 
wird,  so  wird  unter  Umständen  nur  ein  Theil  davon  auf  Tempe- 
raturerhöhung verwandt,  der  andere  Theil  wird  in  eine  andere 
Form  der  Energie,  z.  B.  elektrische  Energie,  verwandelt  oder  zur 
Arbeitsleistung  verwendet,  d.  h.  in  potentielle  Energie  übergeführt. 
Ebenso  können  Temperaturerhöhungen  durch  Umsatz  anderer 
Energieformen  entstehen  i). 

Wenn  eine  Masse  m  eine  unendlich  kleine  Wärmemenge  dq 
gewinnt,  die  zum  Theil   durch   äussere  Leitung   zugeführt,   zum 

')  In  Bezug  auf  die  physikalischen  Voraussetzungen  und  Grundbegriffe 
der  Wärmelehre  können  wir  den  Leser  auf  das  Werk  von  Planck,  Vor- 
lesungen über  Thermodynamik,  Leipzig  1897,  verweisen. 
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Theil  auch  durch  Umwandlung  aus  anderen  Energieformen  i 
Inneren    von    m   entstehen   kann,    so    ist   die   dadurch   herro 
gerufene  Temperaturerhöhung  du  proportional  mit  dq  und  utt":^- 
gekehrt  proportional  mit  w,  also 

(1)  d«  =  ^, 

^  cm 

worin  c  ein  Proportionalitätsfactor  ist,  der  von  der  Natur  d^  ^ 
Masse  m  und  auch  noch  von  der  schon  vorhandenen  Tempe- 
ratur ti  selbst  abhängig  ist.  Er  kann  definirt  werden  als  die  Wärmen  - 
menge,  die  erforderlich  ist,  um  die  Masseneinheit  der  betreffende:^e=^ 
Substanz  um  einen  Grad  (der  Einheit  der  Temperaturdifferen^^ ) 
zu  erwärmen,  und  heisst  die  specifische  Wärme  des  Stoffei 

Als  Einheit  der  TemperaturdiflFerenz  nehmen  wir  den 
der  hunderttheiligen   Scala.    Auf  den  Nullpunkt  kommt  es  nicht — ^ 
an.    Es  kann  für  die  Temperatur  des  schmelzenden  Eises  u  = 
gesetzt  werden.     Es   kann  aber  auch  u  von    dem  sogenannte: 
absoluten    Nullpunkt    an    gerechnet   werden,    wobei   dann 
schmelzende  Eis  die  Temperaturzahl  273®  erhält. 

Auf  die  Formel  (1)  gründet  man  ein  anderes  Maass  für  di  — ® 
Wärmemenge,  die  Calorie,  die  aber  auch  wieder  auf  mehrer  "^^ 
verschiedene  Arten  definirt  wird. 

So  versteht  man  unter  einer  Nullpunkts -Calorie  di^  -*® 
Wärmemenge,  die  erforderlich  ist,  um  ein  Gramm  Wasser  vo^^  *^ 
Null  Grad  auf  einen  Grad  zu  erwärmen;  unter  der  mittle reK^  ^ 
Calorie  versteht  man  den  hundertsten  Theil  der  Wärmemeng€^=^' 
die  erforderlich  ist,  um  ein  Gramm  Wasser  von  0®  auf  100®  zl^^  ^ 
erwärmen.  Eohlrausch  (Leitfaden  der  praktischen  Physik,  Leipzi^^  8 
1900)  rechnet  nach  einer  Calorie,  die  ein  Gramm  Wasser  vou-*^ 
15®  um  einen  Grad  erwärmt.  Diese  enthält  ungefähr  419  .  10^  ^ 
absolute  Wärmeeinheiten  (nach  dem  Centimeter - Gramm-^  -*" 
Secunden-System). 

In  Bezug  auf  den  Uebergang  der  Wärme  von  einem  wärme "" 

ren  Körper  zu  einem  kälteren,  oder  kurz  die   Wärmeleitun 
gilt  nun  erfahrungsmässig  folgender  Grundsatz  i): 

Wenn  eine  ausgedehnte  Platte  von  irgend  einem  Stoff  ai 
beiden  Seiten  mit  Räumen  verschiedener  Temperatur,  z.  6.  aul 
der  einen   Seite    mit   schmelzendem  Eis,    auf  der  anderen  mit 


*)  Vergl.  Riecke,  Lehrbuch   der  Experimentalphysik  (Leipzig  1896)^- 
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Wasser  von  höherer  Temperatur  in  Berührung  steht,  so  wird, 
^^Bn  die  Temperatur  beiderseits  constant  erhalten  wird,  Wärme 
^on  der  warmen  nach  der  kalten  Seite  durch  die  Platte  hindurch- 
gehen, die  z.  B.  durch  die  Menge  geschmolzenen  Eises  gemessen 
Verden  könnte. 

Die  ganze  Vorrichtung  denken  wir  uns  nach  aussen  durch 
^ine  cylindrische  Fläche,  senkrecht  zur  Ebene  der  Platte,  be- 
Si'enzt,  durch  die  keine  in  Betracht  kommende  Wärmemenge 
^Us-  oder  eintritt;  die  Temperaturen,  die  auf  beiden  Seiten  der 
"Platte  herrschen,  mögen  mit  tio,  Wi  bezeichnet  sein. 

Die  Wärmemenge  §,  die  in  der  Zeit  t  durch  die  Platte 
hindurchgeht,  ist  dann  proportional  mit  der  TemperaturdiflFerenz 
^1  —  Wp,  proportional  mit  der  Oberfläche  o  der  Platte,  und  pro- 
portional mit  der  Zeit  t^  endlich  umgekehrt  proportional  mit  der 
X>icke  J  der  Platte,  also 

('2)  Q=r]c^!b-:^a,t, 

'Worin  k  ein  Factor  ist,  der  die  Wärmeleitfälligkeit  der  Sub- 
stanz der  Platte  heisst.  Dieser  Factor  k  ist  nur  in  erster  An- 
riäherung  constant,  er  ist  streng  genommen  noch  eine  Function 
cler  beiden  Temperaturen  Wq,  Mi,  und  kann,  wenn  die  Temperatur- 
<iift*erenz  u^  —  m©  klein  ist,  mit  einer  weiteren  Annäherung  auch 
Jxls  Function  der  mittleren  Temperatur  J  (li^  -\-  u^)  angesehen 
xverden. 

Wir  machen  nun  die  Annahme,  dass  ein  Wärmeaustausch 
x^ur  zwischen  den  sich  unmittelbar  berührenden  Theilen  eines 
Körpers  stattfinde^)  und  wenden  demgemäss  die  Formel  (2)  auf 
die  unendlich  kleinen  Theile  eines  Körpers  an,  in  dem  die  Tem- 
Jjeratur  u  eine  Function  des  Ortes  ist.  Wenn  wir  auch  die 
wfieitdauer  t  auf  ein  unendlich  kleines  Zeitelement  dt  beschränken, 
Icönnen  wir  auch  noch  die  Voraussetzung  fallen  lassen,  dass  Uo,  Ui 
von  der  Zeit  unabhängig  sind,  und  können  also  die  Temperatur 
Ti  auch  als  Function  der  Zeit  ansehen. 

W-enn  wir  dann  die  Formel  (2)  auf  das  unendlich  Kleine 
libertragen,  so  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Ist  die  Temperatur  «  im  Inneren  eines  Wärme- 
leiters  eine  Function   des  Ortes  und  der  Zeit, 


*)  Hierdurch   scbliessen  wir    die  WärmeBtrahlung,    also  die   Vor- 
(^änge  in  den  diathermanen  Körpern,  von  der  Betrachtung  aus. 


80  Fünfter  Absohnitt.  §.32. 

ist  da  ein  FlächenelemeDt  im  Inneren  dieses 
Körpers,  dn  ein  Element  der  Normalen  and«* 
in  einer  beliebigen  der  beiden  Richtungen 
positiv  genommen,  so  fliesst  in  der  Richtung 
von  dn  in  dem  Zeitelement  dt  eine  Wärme- 
menge 

(3)  dq  =  —  ]c:r—  da  dt^ 

wenn  k  die  Leitfähigkeit  der  Substanz  ist,  die  eine  Func- 
tion des  Ortes  und  auch  der  Temperatur  u  (also  implicite  auch 
der  Zeit)  sein  kann,  in  erster  Annäherung  aber  auch  als  constant 
angesehen  wird. 

Zur  Vereinfachung  des  Ausdruckes  führen  wir  jetzt  den 
Temperaturgradienten  oder  das  Temperaturgefälle  eisu 
und  nennen  den  Vector  (Bd.  I,  §.  88) 

(4)  O  =  k  grad  w 

den  Wärmefluss.  Es  ist  dann  nach  (3)  die  Gomponente  Qm 
dieses  Vectors  die  in  der  Zeiteinheit  in  der  Richtung  n  durc^ 
die  Flächeneinheit  hindurchgegangene  Wärmemenge. 


§.  32. 
Die  Differentialgleichung  der  Wärmeleitung. 

Um  nun  zu  der  Differentialgleichung  für  die  Wärmebewegui»  S 
zu  gelangen,  betrachten  wir  einen  beliebigen  Raumtheil  t  ein€?^ 
Wärmeleiters,  in  dem  die  Temperatur  und  das  Temperaturgeßll^ 
stetig  sind,  und  in  dem  auch  die  Leitfähigkeit  h  keine  Unstetig' 
keit  erleidet. 

Ist  0  die  Oberfläche  von  r,  do  ein  Element  von   0  und  *> 
die  ins  Innere  gerichtete  Normale,  so  ist 


(1)  \Qn 


do 


die  Wärmemenge,  die  durch  Leitung  von  aussen  in  der  Zeiteinheit 
in  den  Raum  r  eintritt,  und  dieser  Ausdruck  lässt  sich  nach  dem 
Gauss'schen  Integralsatz  (Bd.  I,  §.  89,  I.)  auch  durch  ein  Raum- 
integral darstellen: 

(2)  —  [  div  O  dt. 


rk 
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Um  allgemein  zu  sein,  nehmen  wir  an,  dass  zugleich  im 
Inneren  des  Körpers,  etwa  durch  elektrische  Vorgänge  oder  auf 
andere  Weise,  Wärme  erzeugt  oder  vernichtet  werde,  und  be- 
zeichnen die  im  Raumelement  dr  in  dem  Zeitelement  dt  ge- 
bildete Wärmemenge  mit 

(3)  Adzdt, 

worin  A  eine  Function  von  Ort  und  Zeit  bedeuten  kann.  Der 
gesammte  Gewinn  an  Wärme,  den  der  Raum  r  in  dem  Zeitelement 
it  erfährt,  ist  daher  nach  (2)  und  (3): 

(4)  dt{(A^  divD)(ir. 

Wir  sehen  ab  von  den  mit  den  Temperaturänderungen  ver- 
bundenen Volumänderungen,  so  dass  jedes  Raumelement  dauernd 
^on  demselben  Massenelement  erfüllt  gedacht  wird.  Dann  ist 
<iie  Masse  des  Elementes  dr,  wenn  q  die  Dichtigkeit  bedeutet, 
gleich  (fdz  und  die  Temperaturzunahme  im  Zeitelement  dt  gleich 
(fiu/dt)dt.  Um  diese  Temperaturzunahme  zu  bewirken,  ist  aber 
^ach  §.31  (1)  eine  Wärmemenge  erforderlich  gleich 

CQ  —  dtdt, 

^Iso  für  den  ganzen  Raum  r 

^5)  dt\cQ^  dt. 

Die  Ausdrücke  (4)  und  (5)  müssen  also  einander  gleich  sein, 
^nd  da  der  Raum  r  beliebig  war,  die  Gleichheit  beider  Aus- 
drücke also  auch  für  jeden  Theil  von  r  bestehen  muss,  so  folgt 

^\ 

C6)  CO  ^-r-  =  A  —  divO  =  A  —  divfcgradw, 

ot 

^der  explicite  geschrieben  [Bd.  I,  §.  87  (3)]: 

^kpi     Bh^-^     8fc|^ 

^  du         .    .        dx    ,        öy    .        dz 

Dies  ist  also  die  allgemeine  Differentialgleichung,  der  die 
TTemperatur  im  Inneren  eines  Leiters  zu  genügen  hat.  Die 
Grösse  A  ist  aber  nicht  immer  von  vornherein  bekannt,  sondern 
sie  hängt  ihrerseits   wieder  von  noch  unbekannten  Functionen, 

Biemann -Weber,  Partielle  Diiferentialgleichusgen.    II.  ß 
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z.  B.  von  der  Intensität  der  elektrischen  Strömung,  ab.  W: 
betrachten  zunächst  den  einfachsten  Fall ,  wo  J.  =  0  geset^st 
werden  kann,  wo  also  im  Inneren  des  Leiters  ein  zu  berücb^- 
sichtigender  Umsatz  von  Energie  nicht  stattfindet  Dann  nimirm  t 
I.  die  einfache  Gestalt  an: 

8ft|^     ^kp:     ^h^^ 

j  du  dx    .        dy    ,         dz 

^8^  dx      ^      dy      ^      de 

Wenn  die  Leitiahigkeit  Ic  als  constant  betrachtet  werde  tl 
kann,  so  vereinfacht  sich  diese  Gleichung  noch  weiter,  und  si« 
wird,  wenn 

(7)  -^  =  a« 

gesetzt  wird: 

TV  8t*         o/82m    ,    d^u    ,    d^u\ 

^^-  äT  =  ^te  +  8i^  +  87^; 

oder  abgekürzt: 

Ic.  -^T  =  «'-^w- 

Ol 

Ist  auch   die  specifische  Wärme  c  und    die    Dichtigkeit  ^ 

coDstant,    so    ist   a^   eine   Constante,    die   der    Temperatu 
Leitungscoefficient  genannt  wird 9. 

Setzt  man  in  den  Formeln  I.  bis  Ic.  8u/8^  =  0,  so  ei 
geben  sich  die  Bedingungen  für  den  stationären  Zustanr::===^^- 
Die  Gleichungen  Ib.  und  Ic.  werden  dann  dieselben,  wie  die  ft^^^ 
das  elektrische  Potential  bei  stationärer  elektrischer  Strömun 
(Bd.  I,  §.  162). 

§.  33. 
Grenzbedingungen. 

Bei  den  Warraeleitungsproblemen   haben  wir  es  immer  mit 
begrenzten   Körpern   zu    thun.     Bei    den   Versuchen    sind   feste 
Wärmeleiter  mit  der  Luft  in  Berührung,  oder  sie  befinden  sieb 
in  einem  Wasserbade,  in  dem  die  Temperatur  constant  gehalten 
wird,  u.  s.  f. 

^)   Die  Dimensionen  der  hier  vorkommenden  Grössen   in   absolotem 
Maass  sind,  wenn  Temperaturdifferenzen  als  Zahlen  angesehen  werden: 
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Zwar  ist  jeder  endliche  Körper  Theil  eines  unbegrenzten 
smperaturfeldes,  aber  in  diesem  Felde  sind  flüssige  und  gasförmige 
örper  enthalten,  es  kommt  auch  die  Wärmestrahlung  in  Be- 
acht,  und  die  Theorie  ist  weit  davon  entfernt,  diese  Umstände 
le  berücksichtigen  zu  können.  Man  beschränkt  sich  daher  auf 
e  Betrachtung  endlicher  Körper,  muss  dann  aber  die  ergän- 
inden  Bedingungen  an  der  Grenze  aus  der  Erfahrung  oder 
irch  wahrscheinliche  Annahmen  hinzufügen,  die  nachträglich 
irch  die  Erfahi*ung  zu  prüfen  sind. 

1.  Stetigkeitsbedingungen.  Es  wird  angenommen, 
188  die  Temperatur  an  jeder  Stelle  eine  stetige  Function 
ar  Zeit  ist.    In  einem  ßaumtheil,  in  dem  sich  die  Goefficienten 

(,  c  stetig  ändern,  ist  die  Temperatur  eine  stetige  Func- 
on  des  Ortes. 

2.  Anfangszustand.  In  irgend  einem  Augenblicke,  von 
im  aus  wir  den  Vorgang  verfolgen  wollen,  und  in  dem  wir 
c=  0  setzen,  ist  die  Temperatur  eine  beliebig  gegebene 
unction  des  Ortes,  die  wir  den  Anfangszustand  nennen, 
lese  Function  braucht  nicht  stetig  zu  sein.  Nach  1.  muss  aber 
ich  Verlauf  einer  noch  so  kurzen  Zeit  eine  etwa  vorhandene 
nstetigkeit  sich  ausgeglichen  haben.  An  einzelnen  Stellen, 
wa  an  Flächen,  in  denen  der  Anfangszustand  unstetig  ist,  wird 
30  auch  eine  sprungweise  Aenderung  mit  der  Zeit  angenommen 
)rden  müssen. 

Eine  Verletzung  der  Stetigkeitsbedingung  1.  muss  daher 
r  ^  =  0  zugelassen  werden.  Wir  formuliren  daher  die  Be- 
igung  für  den  Anfangszustand  etwas  schärfer  dahin,  dass  die 
mperatur  m  für  ^  =  0  überall  da  stetig  in  den  Anfangszustand 
ergehen  soll,  wo  dieser  Anfangszustand  eine  stetige  Function 
3  Ortes  ist 

Bezeichnen  wir  mit  O  den  Anfangszustand,  so  drücken  wir 
ise  Bedingung  so  aus: 

für  <  =  0  ist  u  =  O. 

3.  Bedingung  an  Unstetigkeitsflächen.  Wenn  sich 
ei  heterogene  Leiter  1,  2  in  einer  Hache  co  berühren,  so 
nnen  wir  dies  so  auffassen,  als  ob  die  Goefficienten  /c,  p,  c  an 
Bser  Fläche  eine  sprungweise  Aenderung  erleiden.  Wir  be- 
ichnen  die  Werthe  zu  beiden  Seiten  der  Fläche  o  mit  fc^,  pi,  Cj ; 
,  (f^,  Cj«    ^^^  Temperatur  u  kann  an  dieser  Fläche  gleichfalls 

6* 
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unstetig  sein,  und  ihre  Werthe  auf  beiden  Seiten  seien  tii,  14. 
Wir  grenzen  zwei  Räume  r^,  r,  ab,  die  ein  Stück  von  a  als  ge- 
meinschaftliche Grenze  haben,  und  ausserdem  durch  Flächen  Oj, 

O2   begrenzt  sind  (Fig.  8)    und   bestim- 
men nun  die  Wärmemenge,  die  in  jeden 
dieser  Räume  eintritt.    Dabei  werde  die 
Annahme  gemacht,  dass  durch  ein  Ele- 
ment da  von  a  in  dem  Zeitelement  di 
eine  Wärmemenge  von   1   nach  2  übet- 
tritt,    die    mit   der    Temperaturdifferetii 
Ml  —  tij   proportional  ist,  und   die  wi^ 
gleich 

(1)  h(Ui  —  iAi)dadt 

setzen.    Der  Coefficient  ä  kann  eine  Fuc»-  *' 
tion  des  Ortes  und  der  Temperaturen  «^^ 
.  ti2  sein,  und  wird  im  einfachsten  Falle  als  constant  angeseh^^^* 
Er  heisst  die  Uebergangs-Leitfähigkeit  und  wird  wesentli ^ch 
auch  von  der  Beschaffenheit  der  Berührungsfläche  abhängig  ses^^- 
Die  Wärmemenge,  die  der  Raumtheil  t^  in  dem  Zeitelem^  ==^^ 
dt  gewinnt,  auf  die  Zeiteinheit  berechnet,  ist  dann  wie  im  §.  ^02 
zu  bestimmen  und  ergiebt  sich,  wenn  n  die  innere  Normale 
Ol  bedeutet: 


1 


tSB 


'S» 


QndOi  —     ä(Mi  —  ti2)dß)  +     Adti, 
dem   Gauss' sehen    Integralsatze,   auf  r^  angewanc:^^ 

j  QndO,  _  j  <2„dfi,  =  —  j  div  C  dz,, 

wenn  im  zweiten  Integral  n  die  Normale  an  do,  von  1  nach      ^ 
gerichtet,  bedeutet;  also  ist  der  Wärmegewinn  von  r^ 


(2) 

und   nach 
ist  dann 

(3) 


(4) 


f  [Qn  —  h(u,  —  u,)]  do  +  f  (^  -  div  Q)  dr,. 


Andererseits  ergiebt  sich  aus  der  Temperaturerhöhung  für  die00 
Wärmemenge  der  Ausdruck 


(5) 


I 


du  j 


und  nach  §.  32  (6)  ist  daher 
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1 


[Qn  —  h(ui  —  tlj)]  d(0  =  0. 


Da  diese   Gleichung  für  jeden  Theil  der  Fläche   cd  gültig 
sein  muss,  so  folgt  aus  ihr  für  jeden  Punkt  von  g)  die  Gleichung 

Qn  —  h{ui  —  Ma)  =  0. 

Es  ist  hierin  n  die  von  1  nach  2  gerichtete  Normale  an  cd, 
und  nach  §.  31  (4)  ist: 

Dieselbe  Betrachtung  lässt   sich  auf  t^  anwenden,   und  so 
erhalten  wir  also  die  Bedingungen: 


III. 


für  die  Fläche  cd. 

Man  sieht,  dass  die  Gonstante  k  eine  Längendimension  mehr 
enthält,  als  h.  Es  werden  also  die  Verhältnisse  Jci  :  h  und  Ic^ :  h 
durch  Längenmaass  ausgedrückt  Lassen  wir  diese  Länge  ver- 
schwindend klein  werden  (im  Vergleich  zu  den  übrigen  in  Be- 
tracht kommenden  Längen),  so  ergiebt  sich  eine  andere  Be- 
dingung, nämlich: 

Ula.  Wi  =  W2,  ^i^  =  *2^ 

an  der  Fläche  cd. 

Dies  entspricht  also  der  Annahme  über  den  Ausgleich  der 
Temperaturen  zwischen  1  und  2,  dass  eine  sprungweise  Tempe- 
ratoränderung  auch  beim  Uebergang  aus  dem  einen  Körper  in 
den  anderen  nicht  bestehen  kann,  und  sich  sofort  auflösen  muss, 
wenn  sie  am  Anfang  bestand.  Das  Gefälle  wird  an  der  Grenze 
eine  durch  Illa.  bestimmte  Unstetigkeit  erleiden  müssen. 

Diese  Betrachtung,  auf  den  Fall  Jci  =  Ic^  angewandt,  zeigt 
uns,  dass  das  Temperaturgefälle  nicht  an  Flächen  unstetig  werden 
kann,  wenn  nicht  die  Leitfähigkeit  unstetig  ist. 

4.  Oberflächenbedingung.  Auf  dem  gleichen  Wege  er- 
halten wir  die  Bedingung  für  die  Oberfläche  des  Körpers.  Wir 
nehmen  die  Temperatur  U  der  Umgebung,  z.  B.  der  Zimmerluft» 
als   gegeben    an;   sie    kann   constant  oder  auch  eine  gegebene 
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Function  von  Zeit  und  Ort  sein.  Es  kommt  nur  auf  den  Werti 
von  U  an  der  Grenze  des  betrachteten  Körpers  an.  Man  nunint 
dann  wieder  an,  dass  durch  ein  Element  do  dieser  Grenze  ixa 
Zeitelement  eine  Wärmemenge  aus  dem  Körper  in  die  Umgebung 
tritt,  die  durch 

h{u  —  U)  do  dt 

ausgedrückt  ist,  und  nennt  h  die  äussere  Leitfähigkeit  dLes 
Körpers.  Es  ist  dann  alles  wie  vorher  für  den  Körper  r,,  m  ^r 
dass  jetzt  an  Stelle  von  Ui  die  gegebene  Function  ü  tritt,  u'^d 
man  findet,  wenn  n  die  nach  innen  gerichtete  Normale  bedeu^Äi^t 
und  durch  einen  darüber  gesetzten  Strich  angedeutet  ist,  d^aws 
die  Werthe  der  Functionen  an  der  Oberfläche  zu  nehmen  sii^Ä-i- 

IV.  ]cp-  =  h(ü—  ü). 

Die  äussere  Leitfähigkeit  h  hängt  von  der  Temperatur  sei 
und  sehr  wesentlich  von  der  Beschaffenheit»  der  Oberfläche 
Auch  hier  können  wir  den  Grenzfall  betrachten: 

IV  a.  ü=  ü. 

Eine  Bedingung  für  den  Differentialquotienten  ergiebt  si 
in  diesem  Falle  nicht.     Man  kann  IVa.  als  Grenzfall  aus 
ableiten,  wenn  man  h  unendlich  werden  lässt. 


§.  34. 
Eindeutigkeit  der  Lösung. 

Die  Differentialgleichung  und  die  Grenzbedingungen,  die 
in  den  beiden  vorangegangenen  Paragraphen  abgeleitet 
sind  linear,  wenn  wir  die  Coefficienten  c,  q^  h^  h  als  von  d< 
Temperatur  unabhängig  voraussetzen  dürfen.  Unter  dieser  Va 
aussetzung  sind  diese  Grössen,  die  ihrer  Natur  nach  positiv  sin« 
entweder  constant  oder  nur  von  den  Coordinaten,  nicht  von  d< 
Zeit  abhängig. 

Wenn  wir  ausserdem  noch  voraussetzen,  dass  die  im 
des  Leiters  erzeugte  Wärme  A  entweder  gleich  Null  oder 
eine  gegebene  Function  des  Ortes  und  der  Zeit  ist,  so  lässt  si 
beweisen,  dass  durch  die  Bedingungen  L,  IL,  III.,  IV.  der  beid 
letzten  Paragraphen  die  Function  u  eindeutig  bestimmt  ist 


\ 
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Nehmen  wir  an,  es  existiren  zwei  Functionen  m',  «",  die  den- 
selben Bedingungen  I.  ...  IV.  genügen,  und  zwar  für  dieselben 
Functionen  A  und  ü^  so  genügt  die  Differenz 

(1)  M  =  w'  — ti" 

den  folgenden  Bedingungen: 

1.    cp  — r  =  —  div&gradti, 
c  t 

2,    «  =  0    für    *  =  0, 

dn  cn  ^  ^ 

^n  einer  Unstetigkeitsfläcbe  cd, 

A       1     ^^         1.- 
4.     Ä    -—  =  AM  , 

Qn  der  Oberfläcbe.  Dabei  bedeutet  &  in  4.  die  äussere,  in  3.  die 
XJebergangs-Leitfähigkeit. 

(Wir  nebmen  hier  die  allgemeineren  Bedingungen  III.,  IV. 
Sei  Annahme  der  Bedingungen  III  a.,  IVa.  würde  sich  der  Be- 
^veis  noch  etwas  einfacher  gestalten.) 

Wenn  wir  von  der  Formel: 

dx       ,  /cu\^    ,  ex 


dx       ,  /cuy    ,  c 

\dxj     '  ox 


dx 

\ind  den  beiden  entsprechenden  Gebrauch  machen,  so  folgt 
^2)  divÄwgradu  =  —  kD(u)  -j-  wdivÄgrad«, 


wenn 


<s,         z.« = (|iy+ (1^)"+ (II 

Die  Gleichung  (2)  giebt  aber  nach  1.: 


)■ 


divÄtigradw  =  —  kD(n)  —  cqu  — , 
oder  auch,  da  c^  von  t  unabhängig  ist: 

(4)  div  fc  u  grad  u  =  —  k  D(u)  —  -^  — ^ — 

2      et 

Wenn  wir  nun  über  den  ganzen  Raum  r  des  Wärmeleiters 
integriren    und  das  Gauss'sche  Theorem  anwenden,  wobei  die 
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Unstetigkeitsflächen  co  als  Schnitte  mit  zur  Begrenzung  zu  rechneo 
sind,  80  folgt: 

I  divÄMgradtidr  =   \hu  —  do 

oder  mit  Rücksicht  auf  3.  und  4. : 

I  divA;tigrad  u(2  r  =:  I  Äw^do -(-  I  h(Ui — u^yda^ 
also  nach  (4): 

i-  -^  {  CQu^dt  +  {  kD{u)dt  +  [  hu^do 


<»  «. 


+  i  ^{^1  —  ^a)*  <^^  =  ö, 


n 


und  wenn  man  endlich  noch  in  Bezug  auf  die  Zeit  t  zwischen  dei^ 
Grenzen  0  und  t  integrirt,  und  dabei  die  Bedingung  2.  berück- ::»*^-^' 

sichtigt 

t 

(5)  -^  [  CQU^dt  +  \  dt{{  Ä;2)(M);dr  +  f  hu^do 

0 

Wenn  nun   u  irgendwo  im  Räume  r  und  in  irgend   einei 
Zeitintervall  von  Null  verschieden  ist,  so  ist  die  linke  Seite  voi 
(5)  eine  Summe  von  positiven  Gliedern,  die  nicht  verschwindeir 
kann.     Folglich  muss  u  =  0  oder  ti'  =  w"  sein,  wie  bewieseir^*' 
werden  sollte. 

§.  35. 
Wärmebewegung  in  einem  Stabe. 

Wenn  der  Leiter  ein  Stab  ist,   dessen  Querdimensionen  al 
unendlich  klein  betrachtet  werden   können,  dann   lässt  sich   d 
Problem  der  Wärmebewegung  dadurch  vereinfachen,  dass 
die  Oberflächenbedingung  in  die  Diflferentialgleichung  mit  hinein — ' 
zieht. 

Wir  betrachten  also  einen  Stab,  der   geradlinig  oder  auch» 
gekrümmt  sein  kann,  der  einen  beliebig  gestalteten  Querschnitt 

J 
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vom  Flächeninhalt  q  hat,  wobei  g  auch  von  einer  Stelle  zur 
anderen  veränderlich  sein  könnte.  Auf  der  Axe  des  Stabes,  die 
man  etwa  als  den  Ort  der  geometrischen  Schwerpunkte  der 
Querschnitte  definiren  kann,  zählen  wir  in  einer  beliebigen  Rich- 
t^ung  und  von  einem  beliebigen  Anfangspunkte  aus  die  Abscisse  x. 
Ss  wird  vorausgesetzt,  dass  man  von  den  Schwankungen  der 
Temperatur  u  innerhalb  eines  Querschnittes  absehen  kann.  Die 
Temperatur  U  der  Umgebung  kann  in  diesem  Falle  angesehen 
"werden  als  eine  Function  von  x  und  von  t 

Man  erhält  die  Differentialgleichung  am  einfachsten,  wenn 
man  den  Wärmegewinn  eines  Elementes  dieses  Stabes  von  der 
xinendlich  kleinen  Länge  dx  während  des  Zeitelementes  dt  be- 
xechnet  Ist  %  die  Leitfähigkeit,  die  auch  eine  Function  von  x 
sein  kann,  so  tritt  durch  den  ersten  Querschnitt  dieses  Elementes, 
dessen  Fläche  q  gleichfalls  eine  Function  von  x  sein  kann,  eine 
"Wärmemenge  ein,  die  durch 

<i)  -2^S^* 

ausgedrückt  ist,  und  durch  den  letzten  Querschnitt,  der  der  Ab- 
scisse X  -^  dx  entspricht,  fliesst  die  Wärmemenge  von  der  Grösse 

in  der  Richtung  der  positiven  x,  also  aus  dem  Element  heraus. 
Ausserdem  aber  tritt  noch  durch  die  Oberfläche  des  Elementes 
gegen  die  Luft  eine  gewisse  Wärmemenge  aus,  die  nach  den 
Voraussetzungen  von  §.  33,  IV.  zu  bestimmen  ist.  Bedeutet  l  den 
Umfang  eines  Querschnittes  g,  so  ist  Idx  bis  auf  unendlich  kleine 
Grössen  höherer  Ordnung  die  Grösse  der  Oberfläche,  und  wenn 
also  h  die  äussere  Leitfähigkeit  bedeutet,  so  ist  diese  Wärme- 
menge 

(3)  hl  {u  —  U)  dxdt 

(1)  ist  der  Gewinn,  (2)  und  (3)  sind  der  Verlust  an  Wärme, 
und  folglich  ist  der  ganze  Gewinn,  der  zur  Temperaturerhöhung 
verwandt  wird, 


(4) 


dqKT 


J^  _  hl(u—  U) 
ex  ^  ^ 


dx  dt 
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worin  b*  ^  hl :  cgq  eine  zweite  Gonstante  ist. 
Setzt  man  aber 

u  —  U=  c-:»"  V, 

so  geht  (3)  in 

(4)  iü  =  a*8i^ 

über,  was  mit  (2)  der  Form  nach  übereinstimmt. 

Wenn  wir  uns  den  Körper  auch  in  der  Richtung  der  x-hxs^ 
unendlich  ausgedehnt  denken,  so  fällt  die  Grenzbedingung  weg^ 
und  die  Function  u  ist  durch  (2)  und  durch  den  Anfangszustand 
völlig  bestimmt. 

Um  das  allgemeine  Integral  dieser  Differentialgleichung  zu 
finden,  wenden  wir  die  Methode  der  particularen  Lösungen  an. 

Man  sieht  nämlich  leicht,  dass  die  Differentialgleichung  (2) 
befriedigt  ist,  wenn  für  u  eine  der  Functionen 

6--**«*«  cosAa;,        c-^*«**sinAa: 

gesetzt  wird,  worin  k  eine  willkürliche  Constante  ist,  die  positiv 
vorausgesetzt  werden  kann.  Jede  dieser  Lösungen  können  wir 
mit  einem  willkürlichen  constanten  Factor,  der  eine  Function 
von  A  sein  kann,  multipliciren ,  und  die  Summe  aller  dieser 
Glieder  nehmen.  Wir  erhalten  so,  wenn  A  und  B  willkürliche 
Functionen  von  k  sind,  eine  allgemeine  Lösung  von  (2): 


00 


(5)  u  =  [  {Aoo^kx  +  BsinAa;)e-^'«*«dA, 

0 

und  nun  sind  diese  Functionen  A^  B  so  zu  bestimmen,  dass  u 
für  ^  =  0  in  den  gegebenen  Anfangszustand  O  (x)  übergeht. 

Es   ist   aber   nach   dem   Fourier' sehen  Lehrsatze   [Bd.  I, 
§.  17  (9)] 

(6)  0{x)  =  i  f  dA  f  O{a)cosk{a  —  x)da, 


0  — 00 


und  dies  soll  nach  (5)  gleich 


S.  86.  Unbegrenzter  Körper.  93 

00 

(7)  \  {AcosXx -{- Bsinkx)dk 

0 

iverden.    Die  Vergleichung  von  (6)  und  (7)  ergiebt  aber 

+  00  +00 

J.  =  —      0(a)cosakda,      B  =  —  \  0(a)8inaAda, 


00 


und  wenn  wir  dies  endlich  in  (5)  einsetzen,  so  erhalten  wir 

00  +» 

<8)  w  =  -  [  e-^*«**  dk  {  0(a)cosk(a  —  x)da, 

0  — 00 

wodurch  u  als  Function  von  t  und  x  dargestellt  ist. 

Dieser  Ausdruck  für  u  ist  aber  für  viele  Zwecke  noch  nicht 
geeignet  und  wir  formen  ihn  noch  um.  So  lange  nämlich  ^  >►  0 
ist,  ist  es  gestattet,  in  (8)  die  Reihenfolge  der  Integrationen  um- 
zukehren, und  also  zu  setzen 

+  00  00 

(9)  ^  =  ^  {o(a)doc  {  e-'''<''*cosk(a  —  x)dL 

—  oe  0 

Hier  lässt  sich  nun  die  Integration  in  Bezug  auf  A  nach 
Formel  Bd.  I,  §.  61  (7)  ausführen,  wonach 

0 

ist,  und  es  ergiebt  sich  also 

+  00 

(10)  u  =  — ^    \0{a)e      *^««    da. 

2a\7tt   J 


—  00 


Zu   dieser  Formel  kann  man  auch  dadurch  gelangen,  dass 
man  bemerkt,  dass  die  Function 

(11)  4=  e   *^* 

für  ein  unbestimmtes  a  ein  particulares  Integral  der  Differential- 
gleichung (2)  ist. 

In  der  Formel  (10)  führen  wir  nun  eine  neue  Integrations- 
yariable  ß  ein  durch  die  Substitution 

a  =  a;  +  2/3a  yi, 
und  erhalten: 


worin  b^  z=  hl  :  cgq  eine  zweite  Constante  ist. 
Setzt  man  aber 

u  —  CT  =  ß^'***  V, 

dt~  \dt  7'    Zx*       ^      8  a;»' 

so  geht  (3)  in 

(4)  ^  =  a^^^ 

^  ^  dt  dx^ 

über,  was  mit  (2)  der  Form  nach  übereinstimmt. 

Wenn  wir  uns  den  Körper  auch  in  der  Richtung  der  x- 
unendlich  ausgedehnt  denken,  so  fällt  die  Grenzbedingung  w< 
und  die  Function  u  ist  durch  (2)  und  durch  den  AnfBingsznstan 
TÖllig  bestimmt. 

Um  das  allgemeine  Integral  dieser  Differentialgleichung 
finden,  wenden  wir  die  Methode  der  particularen  Lösungen 

Man  sieht  nämlich  leicht,  dass  die  Differentialgleichung  (s^ 
befriedigt  ist,  wenn  für  u  eine  der  Functionen 

gesetzt  wird,  worin  k  eine  willkürliche  Constante  ist,  die  positiV 
vorausgesetzt  werden  kann.     Jede  dieser  Lösungen  können  wir 
mit  einem  willkürlichen  constanten  Factor,    der  eine  Function 
von   A  sein  kann,  multipliciren ,  und  die   Summe    aller  dieser 
Glieder  nehmen.    Wir  erhalten  so,  wenn  Ä  und  B  willkürliche 
Functionen  von  A  sind,  eine  allgemeine  Lösung  von  (2): 


00 


(5)  u=  {{Äco^kx-^  Bsmkx)er-^'<''*dk, 

0 

und  nun  sind  diese  Functionen  A^  B  so  zu  bestimmen,  dass  tf 
für  ^  =  0  in  den  gegebenen  Anfangszustand  O  (x)  übergeht 

Es  ist   aber  nach   dem   Fourier' sehen  Lehrsatze  [Bd. 
§.  17  (9)] 

(6)  0(x)  =  -  \dk  \  O{a)cosk{a  —  x)da, 

0  — 00 

und  dies  soll  nach  (5)  gleich 


1 
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(4)  «  =  — ^=  I  [*(«)  +  *(- u)]e-^*  du, 

'  0 

(5)  p  =  _1_  {[0(a)  -  a>(-«)]e-*"^  ^. 

'  0 


8 


Den  letzteren   Ausdruck  formen   wir  durch    partielle   Inte- 
gration um.    Es  ergiebt  sich  nämlich  durch  Differentiation  nach  a 

(6)  4z  [<^(«)  -^{-  «)]  e~^'  = 


da 


a 


worin  ^  (a)  die  Derivirte  von  d>  (a)  ist.     Wir  bestimmen  nun 
O  ( —  X)  zunächst  so,  dass  O  (x)  bei  o;  =  0  stetig  ist,  d.  h.  so,  dass 

(7)  «&  (0)  =  0  (-  0), 

und  dadurch  ergiebt  sich  durch  Integration  von  (6)  zwischen  den 
Grenzen  0  und  oo 


00  .  '  „9  _  oo 


OD  ,  '  _j  Uö  _2 

j  [*(«)  -  *(-«)]  e~r^'  ^  =1  [a>'(«)+<I>'(-a)]e-«-^d«, 

0  0 

also  für  a:  =  0  nach  (5) 

00  ^2 

'  0 

Aus  (4)  und  (8)  folgt  nun,  dass  die  Bedingung  (1)  befriedigt 
ist,  wenn  O  ( —  a)  aus  der  Gleichung 

(9)  «'  («)  +  <&'(-  a)  =  I  [<&  («)  +  <&  (-  «)] 

bestimmt  wird.     Dies   ist    eine    lineare,    aber    nicht    homogene 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  die  Function  0{ — a): 

<10)  i^^  +  I  *(_  „)  =  <^(„)  _  I  *(«), 

die  sich  nach  Bd.  I,  §.  62  leicht  integriren  lässt.    Die  Constante 
wird  aus  der  Bedingung  (7)  bestimmt,  und  so  ergiebt  sich: 

(11)    «(— a)  =  e~  »"[e"^ ''(«&' (x)  —  |ö>(a;)^  da; +®(0)e~*' ", 

0 

was  sich  durch  die  partielle  Integration 
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+  00 

(12)  «*  =  -r=    {  ^(X'^2ßaYt)e-fi'dß, 

V«    J 

OB 

woraus  man  wieder  unmittelbar  ersieht,   dass  u  für  ^  =  0  in 
0(z)  übergeht. 

Die  Formel  (12)  hat  vor  (8)  noch  den  Vorzug,  dass  (8)  nur 
dann  anwendbar  ist,  wenn  das  nach  a  genommene  Integral  einen 
Sinn  hat;  dazu  ist  nothwendig,  dass  0(a)  im  Unendlichen  ver- 
schwindet. Das  Integral  (12),  von  dem  man  leicht  auch  direct 
nachweist,  dass  es  der  Differentialgleichung  (2)  genügt,  ist  an 
diese  Beschränkung  nicht  gebunden. 


§.  37. 
Begrenzter  Körper. 

Die  Formel  (10)  oder  (12)  §.  36  kann  in  manchen- Fällen 
auch  dienen,  um  das  Wärmeproblem  für  einen  begrenzten  Körper 
zu  lösen,  dann  nämlich,  wenn  es  gelingt,  die  Function  O  über 
den  Leiter  hinaus  so  fortzusetzen,  dass  die  Grenzbedingang 
identisch  befriedigt  wird.  Es  wird  dann  an  Stelle  des  begrenzten 
Körpers  ein  unbegrenzter  mit  einem  solchen  Anfangszustande 
substituirt,  dass  die  Wärmebewegung  in  einem  Theil  des  un- 
begrenzten Körpers  ebenso  vor  sich  gehen  würde,  wie  in  dem 
begrenzten  Körper. 

Wenn  wir  z.  B.  annehmen ,  es  sei  der  Körper  bei  x  =  0 
durch  eine  unendliche  Ebene  begrenzt,  und  im  Inneren  des 
Leiters  habe  x  positive  Werthe,  so  können  wir  für  negative  x 
die  Function  0(x)  aus  der  Formel  bestimmen: 

0( —  x)  =  —  0  {x), 

und  erhalten  dann,  wie  man  aus  der  Symmetrie  erkennt,  einen 
Zustand,  bei  dem  die  Temperatur  bei  a?  =  0  beständig  Null  ist 
Macht  man  diese  Annahme  in  der  Formel  (10),  so  ergiebt  sich: 


(1) 


1        c"  /  -  ^"  ~  '^*         -  L"_iL*>*\ 

u  = r=      ^Mie     *«**    —  e    "*«*«    )  da, 

2a^t  J       ^  ^V  / 


oder  in  (12): 
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00 

(2)  w  =  -^  {o{2ßafi-]-x)e-(^dß 

y«  J 


2a"Vt 

00 


L  {  0(2ßaYi  —  x)e-fl'dß. 

y  n  J 


2ay  t 

Ist  z.  B.  die  Anfangstemperatur  O  (x)  constant,  gleich  C,  und 
Ton  Null  verschieden,  während  die  Oberflächentemperatur  bei 
o;  =  0  auf  Null  gehalten  wird,  so  ergiebt  die  Gleichung  (2) 


+     ' 


2aVT  2ayt 


(3)  .=^\e.>-äß  =  l£Je.>-äß, 

' x_  '        0 

2aYT 

oder  wenn  wir,  wie  im  §.  26  des  ersten  Bandes: 

z 

(4)  @(x)=:^^e-?'dß 


setzen 

(5)  u  =  C@(—-J). 

Die  Formel  (4)  zeigt,  dass,  wenn  die  TemperaturdiflFerenz 
zwischen  einem  Punkt  im  Inneren  des  Leiters  und  der  Oberfläche 
auf  einen  gegebenen  Bruchtheil  von  C  herabgesunken  sein   soll, 

der  Bruch  x/2a'^t  einen  gegebenen,  aus  der  Tafel  für  0(x)  zu 
entnehmenden  Werth  haben  muss.  Die  Zeit,  die  dazu  erforderlich 
ist,  ist  also  mit  dem  Quadrate  der  Tiefe  proportional.  Soll  die 
TemperaturdiflFerenz  z.  B.  auf  die  Hälfte  herabgesunken  sein, 
so  muss 

— -_  =  0,477  ..., 
2ayt 

also  in  roher  Annäherung 

'=©' 

sein. 

Nehmen  wir  beispielsweise  zwei  extreme  Fälle,  so  haben  wir 
(im  Gramm-Centimeter-Secunden-System) 
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+  -  i,850, 

(12)  u  =  4-    [«(»  +  ')  ^0,0461). 

»*_;  ,  'i\  Secande  in  der  Tiefe 

woraus  man  wieder  umni*'  .  »''^^  gesunken  sein,  während 

0(«)  übergeht.  .  V'^«  Stunde  erforderlich  wäre. 

Die  Formel  fl2'i  \  .»Widen  Zeiten  etwa  acht  Minuten 

dann  anwendbar  ist 

Sinn  hat:  dazu  ist  z;*«"«»?  hervor,  von  der  wir  später 

schwindet.    Das  ^        ,   .;.•:**''  ^^  ^'^  ^""*'*^<>° 
nachweist,  dasF  .'^'^'     2    f    „,  , 

diese  BeschrS*  "         Tn]  ^ 

X 

l^isnng  der  Differentialgleichung  §.   36  (2)  ist. 
^'  §.  38. 


ar 

T 


i^^äblung  durch  Leitung  nach  aussen. 

.  [^Balten  die  Voraussetzung  bei,  dass  der  Anfangszustand 

\ffüT  positive  X  gegeben  sei,  nehmen  aber  an,  dass  der 

^y  bä  ^  =  ^  ™^^  einer  Umgebung  der  Temperatur  0  in  Be- 

^tüng  s^^^^»  gögen  die   er   das  äussere  Leitvermögen  7*  hat. 

^  liBben  dann  die  Grenzbedingung  §.  33,  IV.  anzuwenden : 

.-%  k  TT—  =  htL        für  a:  =  0. 

(V  8  X 

Wir  nehmen  die  Lösung  nach  §.  36  (10)  in  der  Form  an: 

(2)  u  =  --V-=      (0(a)e     *^''   +  0(-a)e      *«*'   )  da, 

^  2a\7ct  j  \  / 

'       0 

aus  der  wir  durch  DiflFerentiation  nach  x  erhalten: 

(3)  P  = 

'        0 
und  für  x  =  0: 


^)  Diese  Zahlen  sind  dem  Lehrbuch  der  Physik  von  Riecke  (Bd.  2, 
S.  451)  entnommen. 
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"         «  =  1,    1/^  f  t*(«)  +  4> (- «)] e" i^  d «, 


^  '^:=r-  = r—       r^W  —  ^( — «)l6  *  ?^— in- 

*  >^  ^^        2aV^  J        ^  2an 

0 

Uen   letzteren   Ausdruck  formen   wir   durch    partielle   Inte- 
i^^ation  um.    Es  ergiebt  sich  nämlich  durch  Differentiation  nach  a 

(6)  4z  [*(«)  -  <^(-  «)]  e~^  = 


da 


a 


[<»'(«)  + 0)' (-«)]  e    «an_[$(„)_<p(_„)]e    *<""2^, 

worin  ^  (a)   die   Derivirte  von  d>  (a)  ist.     Wir  bestimmen   nun 
<P  ( —  a:)  zunächst  so,  dass  O  (x)  bei  a:  =  0  stetig  ist,  d.  h.  so,  dass 

(7)  0)  (0)  =  «&  (- 0), 

und  dadurch  ergiebt  sich  durch  Integration  von  (6)  zwischen  den 
Grenzen  0  und  oo 

O  0 

also  für  a;  =  0  nach  (5) 

'  0 

Aus  (4)  und  (8)  folgt  nun,  dass  die  Bedingung  (1)  befriedigt 
ist,  wenn  O  ( —  a)  aus  der  Gleichung 

<9)  4>'  («)  +  a>'  (_  a)  =  I  [O  («)  +  «  (-  «)] 

bestimmt  wird.     Dies   ist    eine    lineare,    aber    nicht    homogene 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  die  Function  0( — a): 

^^^^  hr^  +  fc      *^"  "^  ^      ^"^  ~  )k  ^(")' 

die  sich  nach  Bd.  I,  §.  62  leicht  integriren  lässt.    Die  Constante 
wird  aus  der  Bedingung  (7)  bestimmt,  und  so  ergiebt  sich: 

(11)   O{—u)  =  e">^''\e^U0'{x)-^0(x)\dx+9(O)e~'>^\ 

0 

was  sich  durch  die  partielle  Integration 

Biemann-Weber,  Partiello  Dififerentialgleichungen.    II.  7 
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für  Silber a  =  1,850, 

für  Wismuth a  =  0,046 1). 

Beim  Silber  würde  also  schon  nach  V4  Secunde  in  der  Tiefe 
von  1  cm  die  Temperatur  auf  die  Hälfte  gesunken  sein,  während 
in  der  Tiefe  von  1  m  dazu  fast  eine  Stunde  erforderlich  wäre. 
Beim  Wismuth  sind  die  entsprechenden  Zeiten  etwa  acht  Minuten 
und  IV2  Monate. 

Wir  heben  noch  die  Folgerung  hervor,  von  der  wir  später 
Gebrauch  zu  machen  haben,  dass  die  Function 

(6)  ^f--^« 

X 

2ayr 

eine  particulare  Lösung  der  Differentialgleichung  §.  36  (2)  ist 

§.  38. 
Abkühlung  durch  Leitung  nach  aussen. 

Wir  behalten  die  Voraussetzung  bei,  dass  der  Anfangszustand 
O  (x)  nur  für  positive  x  gegeben  sei ,  nehmen  aber  an ,  dass  der 
Leiter  bei  a:  =  0  mit  einer  Umgebung  der  Temperatur  0  in  Be- 
rührung steht,  gegen  die  er  das  äussere  Leitvermögen  h  hat 
Wir  haben  dann  die  Grenzbedingung  §.  33,  IV.  anzuwenden: 

(1)  h  TTT-  =  hu.        für  X  =  0. 

^  ^  dx 

Wir  nehmen  die  Lösung  nach  §.  36  (10)  in  der  Form  an: 

(2)  u  = ^j=      (0(a)€     *«*'    +  a>(—  oc)e      *«*«  J  da, 

2a\nt J  \  / 

'       0 

aus  der  wir  durch  Differentiation  nach  x  erhalten: 


*)  Diese  Zahlen  sind  dem  Lehrbuch  der  Physik  von  Riecke  (Bd.  2, 
S.  451)  entnommen. 
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(4)  tt  =  --]=  \  [*(«)  +  <I>(-«)]e~^  d«, 

2a\nt J 

'  0 

'  0 

Den  letzteren   Ausdruck  formen   wir  durch    partielle   Inte- 
gration um.    Es  ergiebt  sich  nämlich  durch  Differentiation  nach  cc 


a 


worin  ^  (a)   die  Derivirte  von  O  (a)  ist.     Wir  bestimmen  nun 
4>  ( —  x)  zunächst  so,  dass  O  (x)  bei  rr  =  0  stetig  ist,  d.  h.  so,  dass 

(7)  *  (0)  =  *  (-  0), 

und  dadurch  ergiebt  sich  durch  Integration  von  (6)  zwischen  den 
Grenzen  0  und  oo 

I  [<&(«)  -  4> (- a)] r 7^'  "  ^^"  =  j  [<D'(«)+<I>'(-«)]c"*'^d«. 

0  0 

also  für  X  =  0  nach  (5) 


(8)  I 


1  =  -4,-:  [[*'(«)  +  «■(-«)]«  "" "i«- 

^         2  a  V  ;r  f  J 

Aus  (4)  und  (8)  folgt  nun,  dass  die  Bedingung  (1)  befriedigt 
ist,  wenn  O  ( —  a)  aus  der  Gleichung 

(9)  ®'(«)  +  «&'(_«)  =  !  [<&(«)  +  <&(_  «)] 

bestimmt  wird.     Dies   ist    eine    lineare,    aber    nicht    homogene 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  die  Function  0( — a): 

die  sich  nach  Bd.  I,  §.  62  leicht  integriren  lässt.    Die  Constante 
wird  aus  der  Bedingung  (7)  bestimmt,  und  so  ergiebt  sich: 

a 

(11)    *(— «)  =  c~'*''fe"''(<&'(x)  — |-<&(:c)^da;+*(0)c~'*'", 

0 

was  sich  durch  die  partielle  Integration 

Biemann-Weber,   Partielle  DifTerentialgleichuDgen.    II.  7 
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ie'^'  0'(x)dx  =  e'^'0(x)  —  j  ie'^'  0{x)dx 
auf  die  Form  bringen  lässt: 


h     " 


(12)  0{—a)  =  0(a)  —  2je    ^'  {o(x)e^' dx. 

0 

Diese  Form  verdient  vor  der  Form  (11)   den  Vorzug,  weil  sie 
nicht  mehr  den  Differentialquotienten  der  Function  0(x)  enthält. 
Um    ein    Beispiel    durchzuführen ,    nehmen '  wir    auch    hier 
0(x)  =  C,  d.  h.  constant  an.    Dann  erhält  man  aus  (12) 


h 


(13)  0(— a)  =  C(2e    *    —  1), 
und  wenn  man  diesen  Ausdruck  in  (2)  einsetzt,  so  folgt 

(14)  u  =  — V-  W  e      *«*«    da  —      6      *«"'    da 

2a\nt\  J  J 


0 


+  2f 


(o  +  «)«       h 

— _  _  o 


e     *«*'       *     da 

0 

Den  Exponenten  des  letzten  Integrals  in  (14)  ergänzen  wir 
zu  einem  Quadrat,  indem  wir  setzen: 

(a+x)2        A  1      /       ,         ,    2a2Ä,V        a»  &«  A 

4a2^      '    A;  4a«^  \  *      /  *5*  * 

und  dann  lässt  sich  alles  auf  die  Function  0(x)  [§.  37  (4)]  zu- 
rückführen. Wir  substituiren  in  den  drei  Integralen  der  Formel 
(14)  der  Reihe  nach 

a  =  '^'  X  -{-  2  a  ftß, 
a  =  —  X  +  2ayT/3, 

a  =  —x  —  ^^t  +  2afiß, 
wodurch  sich  ergiebt: 

00  00 

«  =  -^  f  c-^d/5  — -£  {  e-f'dß 
yn  }  '^       Vjr  J 

X  X 

2  o  vT  2  a  YT 

X  ah  -•/"" 

2ayt        * 
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oder  mit  Benutzung  der  Formeln  (Bd.  I,  §•  26): 

00  00  ^  j—— 


0  0 

(x)  =—  &(—  x),     0(cx))  =  1: 


Setzt  man  hierin  x  =  0^  so  erhält  man  die  Oberflächen- 
temperatur ü  als  Function  der  Zeit: 

(16)  M  =  Ce^'  h  —  @^  yT^j• 

Wenn  seit  dem  Anfangszustand  eine  hinlängliche  Zeit  ver- 
flossen ist,  so  kann  man  für  die  Function  &  die  in  Bd.  I,  §.  26 
(14)  gegebene  Entwickelung 

anwenden,  und  erhält 

und  wenn  der  Anfangszustand  in  einer  unendlich  fernen  Ver- 
gangenheit liegt,  kann  man  sich  hier  auf  das  erste  Glied  be- 
schränken, und  erhält 

(18)  u  =  —-j= 

'  ahyTtt 

als  Ausdruck  für  die  Oberflächentemperatur. 


§•  39. 
Berührung  heterogener  Körper. 

Dieselbe  Methode  kann  auch  angewandt  werden  auf  den 
Fall,  dass  zwei  sonst  unbegrenzte  heterogene  Leiter  1,  2  in  der 
Ebene  a;  =  0  an  einander  grenzen.  Der  Einfachheit  halber  soll 
hier  nur  der  Fall  berücksichtigt  werden,  wo  die  Temperatur  an 
der  Grenze  sich  momentan  ausgleicht,  also  die  Grenzbedingung 


n        r\  £\ 
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[ c^'  9'(z)dx  =  e*'  0(«)  —  M e *^' 

auf  die  Form  bringen  lässt: 

.    _»     '       a  Körper  2  P»«'*"' 
(12)  *(—«)  =  «(«)  —  2  J  e    *  constant  vorausgeset« 

. ,  «,  jede  für  sich  J^; 
Diese  Form  verdient  vor  der  Fo»        "^lix),  3>j(a:),  die  die 
niclit  mehr  den  Dififerentialquoti'        u,  ist  die  erste  nur  für  "'^f' 

Um    ein   Beispiel    durchs        oen.    Denken  wir  uns  für 
0(x)  =  C,  d.  h.  constant  p       nur  mit  der  Substanz  1  erfüll^  " 

.iiachen,  einen  Anfangszustand  ^i  ^' 
(^^)  ^(        .izizunehmen ,  dass  Mj  für  negative  .'\ 

und  wenn  man  dieser     .,  .restellteu  Problem  wirklich  der  Fall  ^^  ' 

«/»;('■)  bekannt  ist,  Mi  nach  §.  36  bestimiti^ 
(14)         u  =  —       ..^  uns  O^ix)   für   den  ganzen  Raum    ^^^' 

'  ßiiciioneii  <l>i(''),   ^^{x)  sind  aus  den  Gren^" 
t  /u  bestimmen. 
.";  ',  vei*suchen,  diesen   Forderungen  durch  die  A'^' 


V 


zu 


.,  ^y)  =  6\,    X  <  0;    01  (x)  =  C;,    a;  >  0, 
\/)  =  a;,    ^'  <  0;    02  W  =  f^,    ^  >  0, 


^ly  «eDi  worin  Ci,  Ci,  C2,  C^  Constanten  sein  sollen,  und  er- 

«1  =  ^'    f  e-^  d/3  +  -^  {  e-'"  'Iß 

V  ?f .'  V  ^  J 

a  «1  vT 

X  X 

V  :r  J  V  7t  J 

X  X 

u«,  TT  2uiVT 

und  mit  Benutzung  des  Functionszeichens  0(.')  [§.  37  (4jJ  und 
der  Relation  @(x)  =  —  0( — ./): 

(3)        M,  =  l  (C,  +  cv)  +  l  (c,  -  CO®  (-7^-^-), 

und  ebenso 


(4)  «,  = 


\i  «2  V  * 


dL 
^ 
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=irgeben  die  Grenzbedingungen  (1)  für  o;  =  0,  wenn  man 

'onstante  Co   einführt,   deren  Bedeutung  die  gemein- 

Tiperatur  der  beiden  Leiter  an  ihrer  Berührungs- 


1  -f-  Ci  —  ^2  ~r  ^2  —  2  Cq. 

-  CO  +  h.  (cv  -  c)  =  0. 


a 


2 


der  Definition  von  a«  [§.  32  (7j] 


-^    r::r    y^k^C^Q^,  -^    =    V  A^,  Cg  Pj , 

xgiebt  also  die  Gleichung  (6)  mit  Benutzung  von  (5) 

)  (,   ^  y A;i ci  pi  6\4- V A;.2 gg  g^ C^ 

y  A^i  Ci  Pi  +  y  fej  Ca  9. 
"^^  aus  (3)  und  (4)  erhalten  wir  noch 


'2 

'2 


(8) 


«,  =  Co  -  (Co  -  CO  0  (--  ^) 

„,  =  Co-(Co-CO0(;,    ^-,-) 


Hierdurch  sind  die  Grenzbedingungen  (1)  befriedigt,  und  für 
^^n  Anfang  ^  =  0  ergiebt  sich  tii  =  6\  für  negative  x  und 
^==  C2  für  positive  .r.  Diese  Anfangstemperaturen  Ci  und  Cj 
'können  beliebig  gegeben  sein. 

Nach  unendlich  langer  Zeit  haben  beide  Körper  in  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  die  Temperatur  Co  angenommen.  An  der 
JJerührungsstelle  selbst  stellt  sich  diese  mittlere  Temperatur 
Ynomentan  her. 

Man  kann  auf  ähnliche  Weise  das  Problem  unter  der  all- 
gemeineren Grenzbedingung  §.  33,  III  behandeln: 

man  setzt  dann  die  den  Anfangszustand  darstellenden  Functionen 
01  (x),  0^{x)  in  der  folgenden  Weise  fort: 

0^{x)  =  Ci,  0^(x)  =  C'2  +  C'ie^^^    für  a;  <  0; 

«,  {x)  =  Ci  +  Cl'e^i-,    0j(x)  =  C2  für  a:  >  0, 

worin  CI,  Ci',  Ci,  C2,  mj,  m^  Constanten   sind,  für  deren   Be- 
stimmung man  aus  (9)  gewisse  lineare  Gleichungen  erhält.     Wir 
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(!)  Ui   =142,  hi^=  k,  -j 

gilt. 

Im  Körper  1  möge  x  negativ  sein,  im  Körper  2  positiv. 
Die  Anfangstemperaturen  Ci,  C^  sollen  als  constant  vorausgesetzt 
werden.  Hier  müssen  die  Functionen  Wi,  w,  jede  für  sich  be- 
stimmt werden.  Von  den  Functionen  <l>i(a;),  ^^(x)^  die  die  An- 
fangswerthe  von  u^  und  Ug  darstellen,  ist  die  erste  nur  für  nega- 
tive, die  zweite  für  positive  x  gegeben.  Denken  wir  uns  für  den 
Augenblick  den  ganzen  Raum  nur  mit  der  Substanz  1  erfüllt,  so 
können  wir  den  Versuch  machen,  einen  Anfangszustand  0i{x) 
ini  ganzen  ii^um  so  anzunehmen,  dass  u^  für  negative  x  so 
ausfällt,  wie  es  in  dem  gestellten  Problem  wirklich  der  Fall  ist, 
und  können,  wenn  Oi(x)  bekannt  ist,  Ui  nach  §.  36  bestimmen. 
Ebenso  denken  wir  uns  Ozix)  für  den  ganzen  Raum  be- 
stimmt. Diese  Functionen  Oi(x)^  ^«(^)  sind  aus  den  Grenz- 
bedingungen  (1)  zu  bestimmen. 

Wir  wollen  versuchen,  diesen  Forderungen  durch  die  An- 
nahme 

0,(x)  =  Gl,    x<:  0;    0,  {x)  =  C[,    x>  0, 

'^  ^  0,{x)  =  C;,    ^  <  0;    0^(x)  =  C,,    x>  0, 

zu  genügen,  worin   Ci,  Ci,  (^2,  C^  Constanten  sein  sollen,  und  er- 
halten aus  §.  36  (12) 


—  00  '  X 

2  ai  VT 

X  '  X 

2  Ol  TT  2  Ol  TT 

und  mit  Benutzung   des  Functionszeichens  ®{x)  [§.  37  (4)]  und 
der  Relation  0(a;)  =  —  0(— it): 

(3)  «.  =  \  (C,  +  Ci)  + 1-  (C.  -  CO  @  (^). 
und  ebenso 

(4)  „,  =  i-  (C,  +  Ci)  +  l  {C,  -  Ci)  0  (--r/y) • 
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Nun  ergeben  die  Grenzbedingungen  (1)  für  o;  =  0,  wenn  man 
eine  neue  Constante  Co  einführt,  deren  Bedeutung  die  gemein- 
schaftliche Temperatur  der  beiden  Leiter  an  ihrer  Berührungs- 
fläche ist 

(5)  Ca'  +  C\  =  Ci  -hC,  =  2Co. 

(6)    '  ^(c;-co  +  ^(Ci-c,)  =  o. 

Es  ist  aber  nß-ch  der  Definition  von  a*  [§.  32  (7j] 
Ol  a^ 

m 

und  es  ergiebt  also  die  Gleichung  (6)  mit  Benutzung  von  (5) 


V  *i  ^1  Qi  +  V  h  Cj  92 
und  aus  (3)  und  (4)  erhalten  wir  noch 

„,  =  C.  _  (C.  -  C) «  (^-=i) 

.,  =  C.-(C.-C.)8(-^^-^). 

Hierdurch  sind  die  Grenzbedingungen  (1)  befriedigt,  und  für 
den  Anfang  ^  =  0  ergiebt  sich  ti^  =  Ci  für  negative  x  und 
Mj  =  Ca  für  positive  x.  Diese  Anfangstemperaturen  Ci  und  G, 
können  beliebig  gegeben  sein. 

Nach  unendlich  langer  Zeit  haben  beide  Körper  in  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  die  Temperatur  Co  angenommen.  An  der 
Berührungsstelle  selbst  stellt  sich  diese  mittlere  Temperatur 
momentan  her. 

Man  kann  auf  ähnliche  Weise  das  Problem  unter  der  all- 
gemeineren Grenzbedingung  §.  33,  III  behandeln: 

man  setzt  dann  die  den  Anfangszustand  darstellenden  Functionen 
Ox{x),  0^{x)  in  der  folgenden  Weise  fort: 

0^(x)  =  Ci,  Oi(x)  =  Ca  +  Ci'e^*   für  a;  <  0; 

a>,  (x)  ==  Ci  +  C'i  e*«!-,    02  (x)  =  C,  für  a:  >  0, 

worin  CI,  Ci',  Ci,  C2,  Wi,  rwj  Constanten   sind,  für  deren   Be- 
stimmung man  aus  (9)  gewisse  lineare  Gleichungen  erhält.     Wir 
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für  Silber a  =  1,850, 

für  Wismuth a  =  0,046 1). 

Beim  Silber  würde  also  schon  nach  V4  Secunde  in  der  Tie^M^e 
von  1  cm  die  Temperatur  auf  die  Hälfte  gesunken  sein,  währen  d 
in  der  Tiefe  von  1  m  dazu  fast  eine  Stunde  erforderlich  wär^v«. 
Beim  Wismuth  sind  die  entsprechenden  Zeiten  etwa  acht  Minute  -ini 
und  IVa  Monate. 

Wir  heben  noch  die  Folgerung  hervor,  von  der  wir  spät^  j 
Gebrauch  zu  machen  haben,  dass  die  Function 


(6)  Äl-"''^« 


X 


2ay  t 

eine  particulare  Lösung  der  Differentialgleichung  §.   36  (2)  ist. 

§.  38. 
Abkühlung  durch  Leitung  nach  aussen. 

Wir  behalten  die  Voraussetzung  bei,  dass  der  Anfangszustand 
0(pc)  nur  für  positive  x  gegeben  sei,  nehmen  aber  an,  dass  der 
Leiter  bei  a;  =  0  mit  einer  Umgebung  der  Temperatur  0  in  Be- 
rührung steht,  gegen  die  er  das  äussere  Leitvermögen  h  hat 
Wir  haben  dann  die  Grenzbedingung  §.  33,  IV.  anzuwenden: 

(1)  Ä  —  =  Äw,        für  X  =  0. 

G  X 

Wir  nehmen  die  Lösung  nach  §.  36  (10)  in  der  Form  an: 

(2)  u=—--.\[0{a)e     *«*'    +<!>(- a)c      *«•*)  d«, 

2a\nt J  \  / 

'       0 

aus  der  wir  durch  Differentiation  nach  x  erhalten: 

(3)  P  = 

ex 

2T>^  J  r  ^"^  2^  '  -  *(-  "^  -2-5?  '      "  '  )  ''«' 

'  0 

und  für  x  =  0: 

^)  Diese  Zahlen  sind  dem  Lehrbuch  der  Physik  von  Riecke  (Bd.  2, 
S.  451)  entnommen. 
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(4)  u  =  -  -\=  f  [<!>(«)  +  Oi-a)]e-^*  d«, 

2ay  nt J 


0 


(ö) 


'         0 


Den  letzteren   Ausdruck  formen   wir  durch   partielle   Inte- 
gration um.    Es  ergiebt  sich  nämlich  durch  Differentiation  nach  u 

(6)  ;^  [a>(a)  -  a>(-  «)] 6~^*  = 


(2« 


a 


[*'(«)  +  a>' (-«)]  C     4a.«_[cl>(«)_4>(-«)]c     ««"2^^, 

worin   ^  (a)   die   Derivirte  von  0  (a)  ist.     Wir  bestimmen   nun 
O  ( —  a;)  zunächst  so,  dass  O  (x)  bei  a;  =  0  stetig  ist,  d.  h.  so,  dass 

(7)  a>(o)  =  a>(-o), 

und  dadurch  ergiebt  sich  durch  Integration  von  (6)  zwischen  den 
Grenzen  0  und  oo 


0  0 

also  für  X  =  0  nach  (5) 


w      I 


X         2a\7tt  J 

Aus  (4)  und  (8)  folgt  nun,  dass  die  Bedingung  (1)  befriedigt 
ist,  wenn  O  ( —  «)  aus  der  Gleichung 

(9)  «'(«)  +  <&'(_«)  =  !  [<!>(«)  +  *(-«)] 

bestimmt  wird.     Dies   ist    eine    lineare,    aber    nicht    homogene 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  die  Function  <P( — a): 

die  sich  nach  Bd.  I,  §.  62  leicht  integriren  lässt.    Die  Constante 
wird  aus  der  Bedingung  (7)  bestimmt,  und  so  ergiebt  sich: 

u 

(11)    <P(— a)  =  e""^"[e"^"(0'(a;)  — |0(.r)^da;  +  a>(O)e""'^", 

0 
was  sich  durch  die  partielle  Integration 

Biemann-Weber,   Partielle  DifTerentialgleichungen.    II.  7 
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.     '   w/enen  man  nachträglich 

-■  Vi'Wigen  und  hinreichenden 


(1)  U 

gilt. 

Im  Korr  ;>>''' 

Anfanj 
werden.    J 


Im  Korr  ::>:/'''  /^)er~— ^ 

Die  Anfangs  -  /;:>;'-''.     /^  '    '^      \2  a^  ft) 

werden.    J  ..-■''    ,    '  .-  /  ^  _v-i 

stimmt.  "  'r''''P-®V2a.V7  +  '"^VJ' 

iangswr  t'," 

*»^«' ''  ''  ,.  ^  (Co  -  C,)  0  (-    ^  ,-") 

Augr  ,,.-^-  V2a,V<y 

1   ••  / '  _ 


kör  ' 

ip 


,..K--*-'['-«LV+"^)] 


,6 

,  ,7)  bestimmt  ist  und 


f'fft    Für  a:  =  0  erhalten  wir  hieraus: 
/«         ^..  ^  C,  -  (Co  -  CO^"*'  LI  -  ^i^n ]lt)l 
(V2)        <  =  Co  —  (Co  —  C,)e-**  1 1  -  &(m yl)], 

("iT      ^^'^  ~  **^'^  =  <  ^1  -  ^'«) ^'"^ '  [1  -  ®  ('^  V 0] 

=  -?_  (Ci  —  Ca)  f  e-«'-2amrr  rfa. 

VTr  J 

'  0 

Es  bleibt  also  hier  die  Unstetigkeit  an  der  Stelle  a;  =  0 
l^tehen,  sie  nimmt  aber  mit  der  Zeit  allmählich  ab  und  nähert 
sich  der  Grenze  Null.    Der  Endzustand  für  f  =  00  ist 


§.  40. 
Die  Temperatur  der  Oberfläche  ist  eine  Function  der  Zeit 

Wir  betrachten  jetzt  wieder  einen  durch  die  Ebene  x  —  0 
begrenzten  Körper  und  nehmen  an,  die  Temperatur  der  Ober- 


M  II.  Weber,  Viertel jahrssohrift  der  uaturforschenden  Gesellschaft  in 
Zürich,  Mai  1)S71,  und  Nachrichten  der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 


Göttingeu  189:1 
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oder  mit  Benutzung  der  Formeln  (Bd.  I,  §.  26): 


S  0  0 

@{x)  =—  0(—  x),     0(oo)  =  1: 

Setzt  man  hierin  ^  =  0,  so  erhält  man  die  Oberflächen- 
temperatur u  als  Function  der  Zeit: 

(16)  tt  =  Ce^*  U-&(^  fi\\. 

Wenn  seit  dem  Anfangszustand  eine  hinlängliche  Zeit  ver- 
flossen ist,  so  kann  man  für  die  Function  ®  die  in  Bd.  I,  §.  26 
(14)  gegebene  Entwickelung 

1        e(^.  J!    2    ^^^(-l)"JT(2n) 
^^^  ~  ilt         ^  n(n)i2ey'  +  ^ 
anwenden,  und  erhält 

^    ^  in^^  n{n)  \2ahitJ 

und  wenn  der  Anfangszustand  in  einer  unendlich  fernen  Ver- 
gangenheit liegt,  kann  man  sich  hier  auf  das  erste  Glied  be- 
schränken, und  erhält 

<18)  ü  =  -^ 

als  Ausdruck  für  die  Oberflächentemperatur. 


§.  39. 
Berührung  heterogener  Körper. 

Dieselbe  Methode  kann  auch  angewandt  werden  auf  den 
Fall,  dass  zwei  sonst  unbegrenzte  heterogene  Leiter  1,  2  in  der 
Ebene  a;  =  0  an  einander  grenzen.  Der  Einfachheit  halber  soll 
tiier  nur  der  Fall  berücksichtigt  werden,  wo  die  Temperatur  an 
äer  Grenze  sich  momentan  ausgleicht,  also  die  Grenzbedingung 
§.  33  III  a: 

7* 
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wollen  nur  die  Endformeln  angeben,  von  denen  man  nachträglich 
leicht  beweist,  dass  sie  allen  nothwendigen  und  hinreichenden 
Bedingungen  genügen.    Es  ergiebt  sich: 

..  =  C  -  (C.  -  C)  e  (^-=.^) 

(10) 

u,  =  0,  -  iC  -  C.)  S  {-^^) 

worin  Co  durch  (7)  bestimmt  ist  und 

(11)  tw  =  mi  Ol  =  Wa  tta  =    .       —  -|- 


V  *i  Ci  Qi         \hC2Q2 

zu  setzen  ist.    Für  x  =  0  erhalten  wir  hieraus: 

tt«  =  Co  —  (Co  —  COe-«*  [1  —  &(mfi)l 

tt«  =  Co  —  (Co  —  C,)e-^*'  [1  —  @(mft)l 
also: 

(13)  «  —  u^)  =  (C,  —  C,)e-''*[l  —  &(mft)] 


(12) 


00 


=  A(Cj  _  Ca)  f  e-^^-a^-VTda. 

\7t  J 

'  0 

Es  bleibt  also  hier  die  Un  Stetigkeit  an  der  Stelle  x  =  0 
bestehen,  sie  nimmt  aber  mit  der  Zeit  allmählich  ab  und  nähert 
sich  der  Grenze  Null.    Der  Endzustand  für  ^  =  00  ist 

üj  =  Uj  =  Co^). 


§.  40. 

Die  Temperatur  der  Oberfläche  ist  eine  Function  derZeit 

Wir  betrachten  jetzt  wieder  einen  durch  die  Ebene  x  =  0 
begrenzten  Körper  und  nehmen  an,  die  Temperatur  der  Ober- 


M  H.  Weber,  Yierteljahrssohrift  der  naturforschenden  Gesellschaft  in 
Zürich,  Mai  1871,  und  Nachrichten  der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Göttingen  1893. 
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4äche  sei  eine  gegebene  Function  der  Zeit,  (p(t).  Ausserdem  sei 
die  Anfangstemperatur  eine  gegebene  Function  0(x)  von  x.  Es 
ist  also  eine  Function  u  zu  finden,  die  für  positive  t  und  x  der 
Differentialgleicbung 

du  d^u 

^^  dt  dx^ 

genügt,  und  den  beiden  Nebenbedingungen 

(2)  u  =  0(x),iruT    t  =  0, 

(3)  u  =  (p  (t)     für   X  =  0. 

Die  allgemeine  Aufgabe  lässt  sich  zunächst  in  zwei  einfachere 
zerlegen:  Nehmen  wir  an,  es  seien  zwei  Functionen  u',  u"  ge- 
fanden, die  beide  der  Differentialgleichung  (1)  genügen,  aber  den 
Nebenbedingungen 

m'  =  0  ü'  =  w(t) 

für  <  =  0,  ^^  ^   für  x  =  0, 

u"  =  0{x)  '         ü"  =  0  ' 

80  genügt  offenbar  m  =  w'  +  w"  den  Bedingungen  (1),  (2),  (3)^ 
und  die  Aufgabe  ist  gelöst  Die  Function  u"  ist  aber  bereits  im 
§.  37  bestimmt,  und  es  kommt  also  nur  noch  auf  u'  an.  Hier- 
durch ist  die  allgemeine  Aufgabe  auf  den  speciellen  Fall  zurück- 
geführt, dass  die  Function  0(x)  =  0  ist,  und  wir  nehmen  also 
die  Nebenbedingungen  für  u  jetzt  in  der  Form  an: 

(4)  M  =  0  für  <  =  0.       x>  0, 

(5)  u  =  (p(t)        „   X  =  0         ^  >  0. 

Wir  betrachten  die  Function  u  als  Grenzfall  einer  anderen 
Function,  die  wir  erhalten,  wenn  wir  die  Oberflächentemperatur 
nicht  als  stetige  Function  von  t^  sondern  in  Zeitintervallen  con- 
stant  und  also  von  einem  Intervall  zum  nächsten  sich  sprung- 
weise ändernd  annehmen. 

Es  seien  also 

eine  Reihe  aufeinanderfolgender  Zeitpunkte,  und  in  dem  Zeit- 
intervall 

(7)  Ty     =:      ^»^1     ty 

soll  die  Function  q>{t)  den  constanten  Werth 

(8)  (p{ty)     =     Cy 

haben. 


für  a;  =  0 
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Auch  diese  Aufgabe  zerlegen  wir  noch  weiter. 

Es  werde  eine  Function  ü»  durch  folgende  Bedingungen  be- 
stimmt. Es  soll  Ur  der  Differentialgleichung  (1)  mit  der  Neben- 
bedingung (4)  genügen,  und  es  soll 

(9)  Uv  =  0    für    t  <:  U     und     t  ^  U^i 

(10)  Uy     =     Cy        für         ty<Zt    <ityJr.\ 

sein. 

Sind  die  Functionen  w»  diesen  Bedingungen  gemäss  für 

v  =  0,  1,  ...  n 
bestimmt,  so  ist 

(11)  W   =   Wo  +  tii   H h  Mn-l 

eine  Function,  die,  so  lange  t  <Z  in  ist,  den  Bedingungen  (1),  (4), 
(5)  mit  der  Bestimmung  (8)  genügt. 

Denn  ist  a;  =  0  und  fv  <  ^  <C  ^v  +  i,  so  sind  alle  Glieder  der 
Reihe  (11),  mit  Ausnahme  von  w»,  gleich  Null  [nach  (9)],  und  Uy 
ist  =  Cy  [nach  (10)]. 

Um  nun  Uy  zu  finden,  definiren  wir  eine  Function  x(^t  0 
durch  die  Bestimmung 

(12)  x(^J)  =  0,        t^O, 


OD 


Für  jedes  constante  <  ist  x(x,t)  eine  stetige  Function 
von  a:,  und  für  jedes  positive  x  ist  es  auch  eine  stetige  Function 
von  ^,  dagegen  ist  x(0^t)  eine  unstetige  Function  von  t]  denn 
sie  geht  beim  Durchgang  durch  ^  =  0  plötzlich  von  0  zu  1. 

Diese  Function  genügt  im  Innern  der  Gebiete  o;  >  0,  f  >>  0 
und  X  ^  0,  t  <:  0  der  Differentialgleichung  (1)  (nach  §.  37). 

Daraus  ergiebt  sich  dann,  dass  auch 

(13)  Mv  =  Cy[x(x,  t  —  ty)  —  xip^^^  —  <*  +  i)J 

erstens  der  Difierentialgleichung  (1)  genügt,  zweitens  (für  ^  =r  0) 
[wegen  (12)]  der  Bedingung  (4),  endlich  aber  auch  für  x  =  0 
den  Bedingungen  (9),  (10).  Denn  ist  t  <  ^„  so  sind  für  x  =  0 
beide  %-Functionen  in  (13)  gleich  0,  ist  ^>>  ^»+1,  so  sind  sie  beide 
=  1  und  liegt  t  zwischen  ty  und  fv  +  i,  so  ist  die  erste  =  1,  die 
zweite  =  0.     Daraus  erhalten  wir  nach  (8)  und  (11) 
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n  — i 


(14)  u  =  ;2  9  (<,)  [x  (x,  t-U)-x{x,t  —  <,+,)]. 

Wollen  wir  daraus  die  Function  u  für  den  Fall  ableiten, 
dass  die  Aenderungen  an  der  Oberfläche  stetig  vor  sich  gehen, 
so  müssen  wir  die  Intervalle  r»  unendlich  klein  und  ihre  Zahl 
unendlich  gross  annehmen.     Dann  wird 

%{x,t  —  t;)  —  l{x.t  —  ty^x)  _  i{x,t  —  ty^i-\-x,)  —  %{x,t  —  U^i) 

~  cJ 

und  die  Summe  (14)  wird  ein  Integral 

<« 

M   = 

0 

wenn  d*  die  Integrationsvariable  ist. 


=  \'Pi^)'^-%-^U^, 


Diese  Formel  gilt,  so  lange  t  <Ztn  ist.  Bedenkt  man  aber 
noch,  dass  x{x^t  —  %")  gleich  Null  ist,  wenn  ^  >  t  ist,  so  kann 
man  den  Theil  des  Integrals  von  i)^  =  ^  bis  -O"  =  t«  weglassen, 
and  erhält 


(15)  „  =  j  9,  (*)  2_Z.(fi. 


et 


Es  ist  aber  nach  (12) 


dt  2afjt  y{t  —  &p 

und  demnach  ergiebt  sich  aus  (15) 

*  —X*  8 

(16)  u  =  — ^-     g)(d')e*^*<'-»^  (t  —  ^)"^  dd^. 

2ay  71  J 


§.  41. 
Verification  des  Resultates. 

Um  die  Grenzübergänge,  durch  die  wir  zu  der  Formel  (16) 
gelangt  sind,  alle  streng  zu  rechtfertigen,  wären  weitläufige  Be- 
trachtungen  nothwendig,    die   wir   umgehen   können,    wenn   wir 


ä 
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nachträglich  zeigen,   dass   die    gefundene  Formel  allen   an  c^^^ 
Function    u    gestellten   Forderungen,    nämlich    der  Differenti^-'- 
gleichung  (1)  und  den  Nebenbedingungen  (4),  (5)  in  §.  40  ge- 
nügt, durch  die  ja,  wie  wir  wissen,  die  Function  u  eindeutig  be- 
stimmt ist 

Um  zunächst  nachzuweisen,  dass  die  Differentialgleichung  (1) 
befriedigt  ist,  haben  wir  die  Formel  (16)  nach  t  zu  differentüren. 
Hierbei  kann  das  Glied,  welches  von  der  Differentiation  nach  der 
oberen  Grenze  herrührt,  wegbleiben,  weil 

ß      4a«(e-^)    (t  —  %•)      « 

für  ^  =  t  verschwindet. 

Es  ergiebt  sich  also  durch  einfache  Rechnung 

(1)  ^  = 

'^ '  dt 

'         0 

Denselben  Ausdruck  findet  man  aber  auch  aus  (16)  §.  40 

für  a^  - — -  durch  zweimalige  Differentiation  nach  x.    Es  ist  also 

0  x^ 

die  Differentialgleichung  (1)  befriedigt. 

Um  auch  die  Erfüllung  der  Nebenbedingungen  nachzuweisen, 
geben  wir  dem  Ausdruck  u  noch  eine  andere  Gestalt,  die  auch 
an  sich  von  Interesse  ist,  indem  wir  in  dem  Integral  eine  neue 
Variable  substituiren.    Wir  setzen  nämlich 

a  = 7 .  t  —  d^  = 


und  finden 


(2) 


2a\t  —  »'  4a»««' 

da  =  -^(t  —  »)-'/*  d» 

ia  ^  ' 


Vä  J      V         4aäaV 

X 

aaVT 


woraus  man  unmittelbar  sieht,  dass  die  Bedingungen  (4),  (5)  des 
vorigen  Paragraphen  befriedigt  sind. 
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§.  42. 

Die  Oberflächentemperatur  ist  eine  periodische  Function 
der  Zeit    Anwendung  auf  die  Erdtemperatur. 

Man  kann  die  Aufgabe,  mit  der  sich  die  beiden  letzten  Para- 
graphen beschäftigen,  noch  auf  eine  zweite  Art  angreifen,  die 
sich  besonders  dann  empfiehlt,  wenn  die  Temperatur  der  Ober- 
fläche eine  periodische  Function  der  Zeit  ist. 

Im  §.  36  haben  wir  die  particularen  Integrale 
(1)  c—  *•*  "*'  cos  a  x^  6—  «•  "*  *  sin  a  a? 

zum  Ausgangspunkt  genommen,  und  diese  lassen  sich  vereinigen 
zu  der  einen  Formel 

(2)  g_ata**-»«x^ 

Nun  genügt  dieser  Ausdruck  der  Differentialgleichung  §.  36 
(1)  auch  dann  noch,  wenn  der  Factor  von  t  im  Exponenten 
imaginär  angenommen  wird,  wodurch  (2)  in  eine  periodische 
Function  von  i  übergeht.    Setzen  wir  also 

«aa«  =  _  in,  a  =  (1  —  **)  t/^, 

so  erhalten  wir  als  particulares  Integral 

Nehmen  wir  hiervon  den  reellen  Theil,  und  fügen  noch  einen 
Constanten  Factor  hinzu,  so  erhalten  wir  ein  particulares  Integral 
der  Wärmegleichung  in  der  Form 

(3)  M  =  C^'^^"  cos  (nt—x  1/2^)- 

Die  Temperatur  der  Oberfläche  a;  =  0  ist  hier  eine  periodische 
Function  von  t\ 

(4)  *  q){t)  =  Ccosnf, 

bei    der  die   mittlere  Temperatur  =0  ist,    während   +  C  das 
Maximum  und  das  Minimum  sind.    Die  Periode  ist 

(5)  T=—^ 

n 

Wir  können  hier  auch  den  Cosinus  durch  den  Sinus  ersetzen, 
was  mit  einer  Verlegung  des  Anfangspunktes   der  Zeit   gleich- 
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bedeutend  ist,  und  können  mehrere  verschiedene  Werthe  von 
n  und  C  nehmen.  Die  so  gewonnenen  verschiedenen  Ausdrucke 
von  u  kann  man  addiren  und  erhält  so  Lösungen  für  compli- 
cirtere  periodische  Temperaturfunctionen  an  der  Oberfläche.  Man 
kann  sogar  durch  Anwendung  der  Fourier'schen  Reihe  einen 
willkürlichen  Anfangszustand  berücksichtigen  oder  mehrere  ver- 
schiedenartige Perioden  superponiren. 

Wir  können  diese  Formeln  näherungsweise  auf  die  Tempe- 
ratur der  Erde  anwenden,  wenn  wir  ein  nicht  zu  grosses  Stück 
der  Erdoberfläche  als  eben  und  die  Temperatur  dieses  Ober- 
flächenstückes als  vom  Ort  unabhängig  betrachten.  Es  ist  dann 
X  die  Tiefe  unter  der  Oberfläche  und  die  Oberflächentemperatur 
ist  im  Laufe  eines  Tages  und  eines  Jahres  periodischen  Ver- 
änderungen unterworfen.  Es  kann  dann  T  entweder  die  Jahres- 
länge oder  die  Tageslänge  bedeuten. 

Die  Formel  (3)  zeigt,  dass  die  Temperatur  u  in  jeder  Tiefe 
dieselbe  Periode  T  hat,  dass  aber  die  Amplitude,  d.  h.  der  Unter- 
schied zwischen  dem  Maximum  und  dem  Minimum  nach  der  Tiefe 
hin  abnimmt,  und  zwar  im  geometrischen  Verhältniss,  wenn  die 
Tiefe  im  arithmetischen  Verhältniss  wächst.  Es  werden  also  in 
einer  gewissen  Tiefe,  die  von  der  Leitfähigkeit  und  von  der  Länge 
der  Periode  abhängig  ist,  die  Temperaturschwankungen  nicht 
mehr  merklich  sein. 

Ein  Maximum  der  Function  u  findet  statt,  wenn 

x 
t  =    ,  -\-  2m7t 

y2a^n 

und  m  eine  ganze  Zahl  ist,  und  man  sieht  also,  dass  sich  die 
Maxima  mit  der  Geschwindigkeit 


V2a2n    =    2ay|r 


in  die  Tiefe  fortpflanzen,  dabei  aber  an  Stärke  verlieren.  Diese 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  wächst,  wenn  die  Periode  abnimmt 
Die  Tages-Maxima  pflanzen  sich  also  schneller  fort  als  die  Jahres- 
Maxima  i). 


^)  W.  Thomson,  On  the  reduction  of  observations  of  Underground 
temperatiire.  On  the  secular  cooling  of  the  earth.  Mathem.  and  phys. 
papers  vol.  III. 
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§.  43. 
Vergleichung  der  beiden  Lösungen. 

Wir  haben  bisher  auf  den  Anfangszustand  keine  Rücksicht 
genommen.  Die  Formel  (3)  §.  42  ist  einem  ganz  bestimmten 
Anfangszustand  

(1)  u,  =  C e-^ ^^' 00%'^ ^^  X 

angepasst.  Wollen  wir  das  Problem  für  einen  beliebigen  An- 
fangszustand lösen,  so  haben  wir  noch  eine  Temperaturvertheilung 
hinzuzufügen,  bei  der  der  Anfangszus.tand  beliebig  und  die  Tempe- 
ratur an  der  Oberfläche  =  0  ist,  die  wir  nach  §.  37  finden  können. 
Wir  erhalten  so  nach  §.  42  (3)  und  §.  37  (1)  eine  Tempe- 
raturvertheilung, wenn  wir  C  =  1  setzen : 

(2)  u  =  e~  *'2^'  cos  (nt  —  I/ö^  ^) 

H ^=     a>(«)(e      *«^'    —  f      *«^'    )  da, 

'  0 

die  der  Oberflächenbedingung 

(3)  u  =  cosn^, 
und  der  Anfangsbedingung 

(4)  Wo  =  e~ ^^'  cos  y  2^  x-\-Q>{x) 

genügt,  worin  Q>(x)  eine  willkürliche  Function  ist 

Man  sieht  hieraus,  dass  der  Einfluss  des  Anfangszustandes 
mit  der  Zeit,  freilich  sehr  langsam,  verschwindet,  und  dass  die 
Wärmebewegung  sich  mehr  und  mehr  einem  rein  periodischen 
Vorgang  nähert,  der  in  (3)  des  vorigen  Paragraphen  dargestellt 
ist     Soll  die  Anfangstemperatur  =  0  sein,  so  haben  wir 

(5)  a>  {x)  =  -  e~^'^''  cos  j/^^  X 

zu  setzen.  Für  diese  Annahme  lässt  sich  aber  die  Function  u 
auch  nach  der  Methode  der  §§.  40,  41  bestimmen,  und  es  ist  yon 
Interesse,  beide  Resultate  zu  vergleichen.  Wir  erhalten  nach 
der  Formel  (2),  §.  41,  wenn  wir  darin  (p(t)  =  cosn^  setzen: 
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u  =  -p=      cosn(^  —  ^    ^  A  6-*»'  d  a, 


SttV* 


oder 


(6) 


w  =  -7=  cosn^  I  c~"  cos  T— T— ::  aa 


2  a  VT 


H — ;=  sin nt  I  6-**  sin  -7-r— i  aa. 
^  y^j  J  4aaa« 

2aVT 

Hier  besteht  jedes  Glied  aus  einem  periodischen  Factor  cosn^^ 
sinn^,  und  aus  einem  nicht  periodischen  Factor,  der  sich  mit 
wachsender  Zeit  einer  bestimmten  von  t  unabhängigen  Grenze 
nähert  Diese  findet  man,  wenn  man  in  den  Integralen  die 
untere  Grenze  gleich  Null  setzt,  und  so  erhält  man  den  rein 
periodischen  Zustand,  der  sich  einstellt,  wenn  der  Anfangszustand 
nicht  mehr  merklich  ist: 

(7)  u  =  -7=^  cosn^  I  e-"*  cos  ,    ,  ,  dja 

^  ^  V^r  J  4a2a2  "v- 


0 
00 


V 

-\ — p=  sin  n  1. 1  e— "    sm  ,    „   ,  da. 
'  0 

Dies  muss  aber  nach  der  Formel  (2)  mit 


COS 


("'-l/^^') 


übereinstimmen,  und  man  erhält  daraus  zwei  bestimmte  Integrale, 
nämlich,  wenn  man  zur  Abkürzung 


1*2 


p^  = 


2  a-' 


setzt: 


2     f       .  P^     . 

-=  I  e-"    cos  -'^   -  da  -=  e-p  cosp, 

In  J  2«^ 


(8) 


0 

00 


2     f  p^ 

-=      e-""^  sin  r^^  du\=  c^p  sin«. 

yi7  J  2  «2      -» 
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llan  erhält  diese  Formeln  auch  durch  Trennung  des  reellen 
Tom  imaginären  Theil  aus  dem  Integral  Bd.  1,  §.  12  (6),  wenn 
man  dort  2  g  =  (1  -|-  i)  j>  setzt  und  |)  reell  und  positiv  an- 
nimmt. Die  Zulässigkeit  dieses  Verfahrens  kann  man  durch  die 
Sätze  über  die  Integration  auf  complexem  Wege  nachweisen. 


§  44. 
Begrenzung  durch  zwei  parallele  Ebenen. 

Wir  gehen  zu  einem  Körper  über,  der  von  zwei  parallelen 
Ebenen  x  =  0  und  x  =  c  begrenzt  wird.  Die  Temperatur  soll 
nur  von  der  a;-Goordinate  abhängen,  also  in  allen  Punkten  einer 
zur  ar-Axe  rechtwinkligen  Ebene  dieselbe  sein. 

Die  Aufgabe  lautet  jetzt: 

Die  Function  u  so  zu  bestimmen,  dass  sie  die  partielle  Diffe- 
rentialgleichung 

erfülle  und  die  Nebenbedingungen 

(2)  u  =  f{x)        für  t  =  0, 

(3)  u  =  9?(0         „    a;  =  0, 

(4)  ti  =  ^(^)         ^    X  =  c. 

Wir  lösen  die  Aufgabe  durch  Zerlegimg  in  mehrere  einfachere, 
indem  wir  setzen 

w  =  Ml  -|-  t«a  +  %. 

1*1,  u^  und  U3  sollen  der  partiellen  Differentialgleichung  (1)  ge- 
nügen.   Die  Nebenbedingungen  stellen  wir  folgendermaassen : 

für  ^  =  0         Wi  =  /(.r),         Ma  =  0,  Ms  =  ö, 

^   X  =  0        Ml  =  0,  Ma  =  9  (0»       ^  =  0, 

^    X  =  C  Ml   =  0,  M,  =  0  M3  =  ^  {t). 

Die  Functionen  u^  und  Wg  sind  nicht  wesentlich  von  ein- 
ander verschieden.  Haben  wir  die  Function  u^  allgemein  ge- 
funden ,  so  ist  darin  nur  c  —  x  statt  x  und  ^  (t)  statt  9?  (t)  zu 
setzen,  um  Ug  zu  erlangen. 
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§.  45. 

Gegebener  Anfangszustand.     Oberflächentemperatur 

Null. 

Aufgabe.    Die  Function  u  so  zu  bestimmen,  dass  sie  der 
partiellen  Differentialgleichung 

(1)  ^^-a^^^ 
^^^  dt—""  dx^ 

genüge  und  die  Bedingungen  erfülle 

(2)  u  =  f{x)        für  t  =  0, 

(3)  u  =  0  „    a;  =  0, 

(4)  M  =  0  ^   X  =  c. 

Eine  particuläre  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung 
(1)  ist  (§.  36) 

6—«*«**  sin  ax. 

Diese  befriedigt  zugleich  die  Bedingung  (3).  Damit  auch 
die  Grleichung  (4)  erfüllt  werde,  haben  wir,  wenn  n  eine  ganze 
Zahl  bedeutet,  ac  =  nn  zu  setzen.  Multipliciren  wir  dann  mit 
einer  vorläufig  noch  unbestimmten  Constanten  Än^  setzen  der  Reihe 
nach  n  =  1,  2,  3,  .  .  .  und  summiren,  so  erhalten  wir  die  allge- 
meine Lösung 

(5)  u  =  ^  AnC       *"*      sin  —  x. 

n  =  l 

Die  Coefficienten  müssen  noch  so  bestimmt  werden,  dass  die  Bö- 
dingung  (2)  erfüllt  werde.  Zu  dem  Ende  entwickeln  wir  /(^) 
nach  Bd.  I,  §.  33  in  die  unendliche  Reihe 


00 


n=l 


nnx 


c 


^n  =-  J/(«)sin  —^da. 


0 

Wir  haben  also  die  Lösung 


(I)      u  =  —  ^  e       \  c  J  'sin /(a)sin da. 
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Die  Reihe  convergirt  sehr  rasch,  weil  mit  wachsendem  n  die 
Exponentialgrösse  rasch  abnimmt.  Mit  zunehmender  Zeit  wird 
u  immer  kleiner  und  für  <  =  oo  haben  wir  w  =  0.  Dann  ist 
also  die  Temperatur  constant  und  übereinstimmend  mit  der 
Temperatur  der  Oberfläche. 


§.  46. 

Anfangstemperatur  Null.    Constante  Oberflächen- 
temperaturen. 

Aufgabe.    Die  Function  u  so  zu  bestimmen,  dass  sie  der 
partiellen  Differentialgleichung 

Genüge  leiste  und  den  Bedingungen 

(2)  M  =  0        für  ^  =  0, 

(3)  w  =  0  „   a:  =  0, 

(4)  u  =  y  ^   X  —c, 

worin  y  eine  Constante  ist.  Die  Gleichungen  (1),  (3),  (4)  be- 
friedigen die  Function 

y 

M  =  -  rr. 
c 

Soll  auch  die  Gleichung  (2)  erfüllt  werden,  so  haben  wir  zu 
diesem  Werthe  von  u  noch  einen  Beitrag  hinzuzufügen,  der  eine 
Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung  (1)  ist,  für  x  =  0  und 

X  =  c  zvl  Null  wird  und  für  ^  =  0  den  Werth  —  —  x  annimmt. 

c 

Dieser  Beitrag  ergiebt  sich  aus  dem  vorigen  Paragraphen,  wenn 
wir  dort/(j?)  =  —  —  x  setzen.    Dadurch  erhalten  wir 

c 

2   '^    _a2/^üiI^*<  .     nnx  C  y       .     njra    , 

y    e       \  c  J    sin —  a  sin a  a. 

c  -^^  c     J    c  c 

n  =  l  Q^ 

Es  ist  aber 

e 


I 


a sin a a  = cos  nn  =  ( —  1)*»  +  ^ 


c  nn  "  nn 

0 
Biemann» Weber,   Partielle  Differentialgleichungen.    II.  g 
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Dadurch  geht  der  vorige  Ausdruck  über  in 


%    -^^        n  c 

n  =  l 


und  wir  erhalten  als  Lösung  unserer  Aufgabe 

/fix  [^    I    2  ^  ( —  1)»»        o/n;rv,    •    n^ra; 

(II)         «  =  y  +-2;'-V-e-'(-)'8m-^    . 

^  n  =  l  ' 

Dass  diese  Function  u  der  partiellen  Differentialgleichung  (1) 
und  den  Bedingungen  (3)  und  (4)  genügt,  erkennt  man  ohne 
Weiteres.  Für  ^  =  0  wird  aber  auch  die  Bedingung  (2)  erfüllt 
Denn  es  ist  nach  Bd.  I,  §.  34  (1) 

2  -A.  ( —  1)»»    .    nnx  X 


Sin 

%  -^^^       n  c  c  ' 

n  =  l 

wie  man  leicht  sieht,  wenn  man  dort  —  statt  x  schreibt   Diese 

c 

Entwickelung  ist  gültig  für  c^x^O.  Wir  erhalten  also  für  f =0 


§.47. 
Oberflächentemperatur  gegebene  Function  der  Zeit 

Aufgabe.    Die  Function  u  so  zu  bestimmen,  dass  sie  der 
partiellen  Differentialgleichung 

(1)  3il  =  a^^ 
^  ^  dt  dx^ 

und  den  Nebenbedingungen 

(2)  u  =  0  für  t  =  0, 

(3)  u  =  0  „   X  =  0, 

(4)  U   =    (f(t)  yy     x=    c 

genügt.  Wir  können  hier  denselben  Weg  einschlagen,  wie  bei 
dem  analogen  Problem  in  §.  40,  indem  wir  die  Temperatur  an 
der  Oberfläche  sich  zunächst  nicht  stetig,  sondern  in  Intervallen 
unstetig  ändern  lassen.  Wir  nehmen  wieder  die  festen  Zeit- 
punkte 
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und  die  Intervalle  r^  =  U^^  —  U^  und  bestimmen  die  Function 
Ut  80,  dasB  Tür  X  =  c 

.-V  ti,  =  0  für  ^  <  tv     und    t  >  t^^i 

^^  Uf  =  q>{U)        „    tv<:t<.U+u 

während  für  x  =  0  immer  m»  =  0  sein  soll. 
Es  ist  dann 

(6)  M  =  Mo  +  t^i  +  •••  +  t*n-i 

eine  Function,  die  so  lange  t  <^  in  ist,  den  Bedingungen  (1),  (2), 
(3),  (4)  genügt,  mit  der  näheren  Bestimmung,  dass  q>(t)  in  dem 
Intervall  r^  constant  =  q>  (tt)  ist.  Nun  definiren  wir  eine  Func- 
tion x(x,  t)  durch  folgende  Bestimmung: 

X(x,t)  =  0     für^^O, 


c    '    n  -^^      m 

Die  rechte  Seite  dieser  Formel  geht  für  ^  =  0  stetig  in 
Null  über  und  folglich  ist  %  (x,  t)  für  jedes  x  zwischen  0  und 
c  eine  stetige  Function  von  t^  und  ebenso  ist  %(a?,  t)  für  jedes 
constante  t  eine  stetige  Function  von  x.  Es  ist  aber  %(c,  t)  eine 
Unstetige  Function  von  t^  die  bei  ^  =  0  plötzlich  von  0  zu  1 
übergeht  Da  x(x^  t)  ausserdem  der  Differentialgleichung  (1)  ge- 
nügt, so  genügt  die  Function 

(8)  u^  =  (p{ty)[x(x,  t  —  ty)  —  %{x,  t  —  U^i)] 

den" gestellten  Forderungen.    Hiernach  ergiebt  sich  für  ^  <  ^« 

n— 1 

(9)  M  =  2  'P{t')[li->:.  t  —  t,)-  lix,  t  -  «,  +  ,)], 

Und  daraus  ganz  wie  in  §.  40,  wenn  wir  zu  unendlich  kleinen 
Intervallen  Xy  übergehen: 

(10)  «=U(.)^l(^^)rfx, 

0 

und  wenn  man  für  x{x^t  —  t)  den  Ausdruck  (7)  substituirt,  also 

'di(x,t  —  x)             27ca^y^.      ,.         -««(^Vc«-*)  .    mnx 
^^  \  , ^  = — -   >    ( —  1)"»  me       ^  *^  ^  sin 

m  =  l 

8* 
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setzt,  so  folgt: 

(11)  « = 


m  =  l  ^ 


§.    48, 

Verification. 

Der  Ausdruck,  den  wir  zuletzt  für  die  Function  u  erhalten 
haben,  zeigt  leicht,  dass  die  Bedingungen  (1),  (2),  (3)  in  §.  47 
befriedigt  sind.  Man  sieht  aber  nicht  unmittelbar,  dass  auch  (4) 
erfüllt  ist,  d.  h.  dass  u  für  x  =  c  in  q>{t)  übergeht  Damit 
hängt  zusammen,  dass  der  Ausdruck  (11)  (§.  47)  nur  bedingt  con- 
vergent  ist,  und  also  überhaupt  schlecht  convergirt,  und  um  beiden 
Uebelständen  abzuhelfen,  ist  eine  Transformation  erforderlich. 

Schreiben  wir  den  Ausdruck  zunächst  so 

(1)  ,  u  = 

**  m  sin e       v  c  y 


0  "*=^ 


so  haben  wir  unter  dem  Integralzeichen  eine  unendliche  Reihe 
stehen,  die  aus  der  Theorie  der  Theta- Functionen  bekannt  ist, 
und  auf  die  man  die  Transformationstheorie  der  Theta-FunctioneD 
anwenden  kann.  Wir  dürfen  aber  hier  von  dieser  allgemeinen 
Theorie  keinen  Gebrauch  machen,  und  wollen  daher  die  Um- 
formung direct  herleiten. 

Wir  gehen  dabei  aus  von  dem  Integral  Bd.  I,  §.  61  (6),  das 
wir  auch  so  darstellen  können: 

+  00 

/•  r~     7t*  m^ 

(2)  ^pa«  +  mi«7r  ^a   ==    V—  e        ^P    , 

OD 

da  der  imaginäre  Theil  auf  der  linken  Seite  verschwindet  Hierin 
soll  m  eine  ganze  Zahl  bedeuten.  Das  Integral  auf  der  linken 
Seite  lässt  sich  in  eine  Summe  zerlegen: 

,  _         2n  +  1 
+  ®        ^       ' 
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oder,  wenn  man  2  n  -f-  «  für  a  setzt 

4-  00        i  ^  I ^  tu« 

Dies  multipliciren  wir  mit  e— «»y^  und  nehmen  die  Summe 
über  alle  ganzzahligen  m,  also 

+  0D  +00  +* 

(3)  'V  "^       ^p(an  +  a)«  +  m;r,(a-y)^^  --_ 

n=:  —  OD    m=:  —  00    ^    . 


i 


—  1 


—  VMl\\l 


m  =  —  00 


Auf  der  linken  Seite  lässt  sich  nun  die  Summation  in  Bezug 
auf  in  ausführen,  und  es  ergiebt  sich  nach  der  Fourier'schen 
Reihe  (Bd.  I,  §.  33  P) 

/  +00  -  00  m*  ^  . 

'  n  =  —  00  m  =  — 00 

Hierin  ist  die  rechte  Seite  gleich 

-  00  m*;r* 

"2  +  2  «     *^  cosmsry, 

m«=l 

und  wenn  man  also  nach  y  differentiirt: 

")  '  S    (2n  +  2/)e-P(2n  +  y)*    =    ^,ite     *^  sinwijry. 

'^      n  =  —  00  m  — 1 

Der  Ausdruck  rechts  geht  aber  in  die  in  (1)  vorkommende 
Summe  über,  wenn  man 

c  —  ^ 
(6)  y  =  -F-' 


setzt,  und  es  ergiebt  sich,  wenn   wir  der  Einfachheit  halber  y 
beibehalten : 

8         «  c«(2n  +  y)« 


V-J'  n  =  -oo 


oder  eiidlich: 
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t 

+  ;r^f9W(<-t)" 
2ay 7C  J 


8       » 

n— 1 

c«(2n— y)« 


c«(an4-y)* 


(2n  +  y)c     *««(«-*) 


—  (2n  —  y)e    *«*o-o     dr. 
Das  erste  Glied  formen  wir  noch  um  durch  die  Substitution 

wodurch  man  erhält: 

00 

e-«"  da 


"=^IK^-^^) 


2aV7 


8      «      r  c«(2n  +  y)* 


/•  r  — —    _     ,    r  c'i»n  f  y; 

2a\  n  j  T-.  L 


n— 1 

c«(an  — y)« 


c«(2n  — y)«-i 

—  (2n— y)c     *«•(«-*)  Jdr. 


Hierin  ist  nun  sofort  zu  sehen,  dass  das  zweite  Glied  der 
rechten  Seite  für  y  =  0  verschwindet,  und  dass  das  erste  in 
q>  {t)  übergeht.  Die  unendliche  Reihe,  die  in  dem  zweiten  Integral 
noch  vorkommt,  ist  für  jeden  im  Integrationsbereiche  vorkom- 
menden Werth  von  r  unbedingt  convergent^), 

§.  49. 

Vordringen  des  Frostes. 

Wir  wollen  hier  noch  ein  Beispiel  für  eine  andere  Art  der 
Grenzbedingungen  betrachten,  das  einerseits  wegen  seiner  An- 
wendung auf  wirkliche  Vorgänge,  andererseits  wegen  der  damit 
verbundenen  mathematischen  Schwierigkeit  von  Interesse  ist 


^)  Vergl.  Schläfli,  lieber  die  partielle  Differentialgleichung  -—  =  —-j 

ö  »         0  * 

(1870).    Crelle*8  Journal,  Bd.  72. 
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Es  handelt  sich  um  das  Gesetz  des  Eindringens  des  Frostes 
oder  auch  des  Aufbhauens  in  die  feuchte  Erde  oder  in  eine 
stehende  Wassermasse. 

Es  ist  aus  der  Physik  bekannt,  dass  bei  der  Umwandlung 
einer  Gewichtseinheit  Eis  von  der  Temperatur  0  Grad  in  Wasser 
von  der  gleichen  Temperatur  eine  gewisse  Wärmemenge  ver- 
braucht wird,  die  man  die  latente  Wärme  oder  die  Schmelz- 
wärme nennt.  Wird  umgekehrt  das  Wasser  in  Eis  von  der 
gleichen  Temperatur  verwandelt,  so  wird  die  gleiche  Wärme- 
menge wieder  gewonnen.  Es  ist  also  das  Schmelzen  des  Eises 
als  eine  Arbeitsleistung  zu  betrachten.  Diese  Wärmemenge 
ist  eine  dem  Wasser  eigen thümliche  positive  Constante,  die  wir 
mit  k  bezeichnen  wollen  i). 

Wir  denken  uns  eine  unbegrenzte  Ebene  bei  a;  =  0 ,  und 
rechnen  x  in  das  Innere  der  gefrierenden  Masse  hinein  positiv, 
so  dass  X  die  Tiefe  bedeutet.  Bei  x  =  0  möge  eine  gegebene 
unter  dem  Gefrierpunkt  liegende  Temperatur  Ci  herrschen. 
In  unendlicher  Tiefe  sei  die  Temperatur  Cj  gleichfalls  gegeben 
und  über  dem  Gefrierpunkt.  Von  Bewegungen  der  Massen  im 
Inneren  der  Flüssigkeit  und  von  Volumenänderungen  sehen  wir  ab. 
Der  Frost  sei  zur  Zeit  thisx  =  ^  vorgedrungen,  und  das  Wesent- 
liche unserer  Aufgabe  ist,  |  als  Function  von  t  zu  bestimmen. 

Wir  bezeichnen  die  Temperatur  im  Eise  mit  Ui,  in  dem 
noch  nicht  gefrorenen  Theile  mit  Uj.  Ebenso  mögen  04,  a^  die 
Temperatur-Leitungscoefficienten,  fci,  fcj  die  Wärmeleitfähigkeiten 
in  beiden  Theilen  sein,  die  wir  als  Constanten  annehmen. 

Bei  X  =  ^  herrscht  die  Temperatur  Null ,  und  wenn  g  im 
Zeitelement  dt  um  d|  wächst,  so  ist  in  dem  über  der  Flächen- 
einheit stehenden  Cy linder  von  der  Höhe  d|  eine  Wärmemenge 
Wi  frei  geworden,  die,  wenn  mit  q  die  Dichtigkeit  bezeichnet 
wird,  durch  die  Formel 

W,  =  kQd^ 

bestimmt  ist  Die  Wärmemenge,  die  demselben  Cylinder  in  der 
Zeit  dt  von  kleineren  Werthen  von  x  her,  also  von  dem  bereits 
gefrorenen  Theil  her,  zugeleitet  ist,  beträgt  (§.  31) 


^)  Wenn  X  in  absolutem  Maasse  gemessen  wird,  so  sind  seine  Dimensionen 

[X]  =  [Pt-'J, 

d.  h.  X  ist  das  Quadrat  einer  Geschwindigkeit.    Der  Zablenwerth  von  X  im 
Centimeter-Secnnden-System  ist  etwa  335.10^  (Koblrausch,  Leitfaden). 
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'^' = -  '■  (!^)^L' 


und  von  grösseren  Werthen  von  x^  also  von  dem  noch  flüssigen 
Theil,  ist  die  Wärmemenge 

zugeleitet.  Da  wir  nun  keine  weitere  Wärmequelle  berück- 
sichtigen wollen,  so  muss  die  Summe  dieser  drei  Ausdrücke  yer- 
schwinden,  Und  daraus  ergieht  sich  die  an  der  gefrierenden  Fläche 
geltende  Grenzhedingung: 

«         (*■  ^  -  *. '^L. = "  §■ 

Hierzu  kommt  noch  eine  zweite  Bedingung,  die  daher  rührt, 
dass  die  Temperatur  heim  Gefrieren  des  Wassers  einen  festen 
Werth  hat,  den  man  zum  Nullpunkt  der  Thermometerscala 
gewählt  hat: 

(2)  Wi  =  0,    tf,  =  0    für  a;  =  S. 

Ausserdem  hat  man  die  beiden  Hauptgleichungen  (§.  32) 

Tr=«'^ir       furO<a;<|, 

und  die  Oberflächenbedingungen 

(4)  u^  =  C,     für  a:  =  0 

(5)  Uj  =  Ca     für  o;  =  00 . 

Endlich  kann  noch  fiir  einen  bestimmten  Zeitpunkt  ^  =  0 
der  Werth  von  |  und  Ui  im  Intervall  (0,  |),  u^  im  Intervall 
(I,  x)  als  Function  des  Ortes  gegeben  sein. 

Die  allgemeine  Lösung  dieses  Problems  ist  bis  jetzt  nicht 
möglich,  weil  die  Grenzbedingung  (1),  in  der  die  unbekannte 
Function  |  vorkommt,  nicht  linear  ist,  man  also  nicht  aus  parti- 
cularen  Integralen  allgemeinere  durch  Addition  ableiten  kann. 
Um  so  beachtenswerther  ist  aber  ein  particulares  Integral, 
das  einer  bestimmten  Voraussetzung  über  den  Anfangszustand 
entspricht. 
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Im  §.  37  haben  wir  gezeigt,  dass,  wenn 


e> 


X 


ist,  0(x/2a^)  der  DiflFerentialgleichung  der  Wärmebewegung 
t§'  3^»  i^y]  S^nügt,  und  dass  also,  wenn  -4i,  Bj,  -ig,  B2  Con- 
stanten sind,  die  Differentialgleichungen  (3)  durch  die  An- 
nahme 

(6)  Y'l^X 

befriedigt  sind.   Nun  ist  die  Function  0{x/2a^t)  constant,  wenn 

ar  =  0,  rr  =  00  oder  x  proportional  mit  y7  ist.  Demnach  be- 
zeichnen wir  mit  a  noch  eine  weitere  Constante  und  setzen 

(7)  S  =  aVT, 

und  wollen  nun  zeigen,  wie  man  durch  passende  Bestimmung 
der  Constanten  -^i,  Bj,  -^a,  Bj,  a  den  Bedingungen  unserer  Auf- 
gabe genügen  kann. 

Da  nämlich  0(0)  =  0,  0(oo)  =  1  ist,  so  ergiebt  sich  nach 
(6)  und  (7)  aus  (2),  (4)  und  (5): 

^' + ^'  ®  Gy = «' 

A^  -\-  B2  =  t/a, 

und  aus  (1): 

fci  Si     —  - — 5         fco  So     —  - — 5         A  p 

Nach  (8)  hat  man  hierin  zu  setzen 
(9)  B,=        -'^,         5.,= 


«(.;-)       —g;)' 
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und  wenn  man  also  noch  mit  '^tn  multiplicirt,  so  ergiebt  sich: 

(10)    t.c,r=?  ^    k,c,r^i    -_»,„  1^. 


-«fe)     »-['-«(5^)] 


Hier  haben  wir  also  eine  transcendente  Gleichung,  aus  der 
a  zu  bestimmen  ist.  Die  linke  Seite  von  (10)  wird,  wenn  Cj 
negativ,  Cj  positiv  ist,  negativ  unendlich,  wenn  a  =  0,  und 
positiv  unendlich,  wenn  a  =  oo  ist,  wie  man  aus  den  Sätzen 
über  die  Function  0  {x)  [Bd.  I,  §.  26,  (14)]  leicht  sieht  Es 
giebt  also  gewiss  einen  positiven  Werth  von  a,  für  den  die 
Gleichung  (10)  befriedigt  ist  (Der  Nachweis,  dass  es  nicht  mehr 
als  einen  solchen  Werth  giebt,  würde  eine  etwas  complicirte 
Untersuchung  über  die  Maxima  der  linken  Seite  von  (10)  nöthig 
machen.) 

Hat  man  a  gefunden,  so  ergiebt  sich  B^  und  B^  aus  (9) 
und  -4i,  A^  aus  (8). 

Der  Anfangszustand  ist  jetzt  nicht  mehr  beliebig.  Aus  (7) 
folgt  aber,  dass  |  :=  0  ist  für  ^  =  0,  und  aus  (6),  dass  u^  con- 
stant  gleich  Ä^  -\'  B^  =  C^  ist.  Es  ist  also  t  =  0  der  Augen- 
blick, wo  der  Frost  an  der  Oberfläche  eben  beginnt,  wenn  die 
Temperatur  der  ganzen  Wasserraasse  constant  gleich  Cj  ist 

Die  Formel  (7)  zeigt,  dass,  wie  zu  erwarten  war,  das  Vor- 
dringen der  Frostgrenze  mit  wachsender  Tiefe  immer  langsamer 
erfolgt. 

Nimmt  man  d  positiv,  Ca  negativ  an,  so  geben  die  gleichen 
Formeln  das  Gesetz  des  Aufthauens  *). 

^)  Mit  dem  hier  behandelten  Problem  beschäftigen  sich  mehrere  Ab- 
handlungen von  J.  Stefan.  (Wiener  Monatshefte  für  Mathematik  und 
Physik,  I.  Jahrgang,  1890,  S.  1.  Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademie, 
Bd.  98,  Abtheilung  IIa,  S.  473,  1890.)  Franz  Neumann  hat  in  seiaen 
Königsberger  Vorlesungen  bereits  am  Anfang  der  sechziger  Jahre  das 
Problem  in  der  Weise,  wie  es  hier  geschehen  ist,  behandelt. 
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Wärmeleitung  in  der  Kugel. 


§.  50. 
Unbegrenztes   Medium    bei  beliebigem   Anfangszustand. 

Wir  wollen  nun  die  Differentialgleichung  der  Wärme- 
bewegung 

(1)  |7  =  «'^« 

auf  Polarcoordinaten  transformiren,  und  erhalten  nach  der  Formel 
Bd.  I,  §.  42  (11): 

(o\   8rw  _    Ja^ru  1       ^^^^^'dd'  1        8«ru 

^^      dt    ~^\dr^  "^rasin-^         8-^  '  r^sin^-^   d<p^ 

Hierin  bedeutet  r  die  Entfernung  des  variablen  Punktes  von 
einem  als  Pol  dienenden  festen  Punkt,  d"  die  Poldistanz  und  (p 
das  Azimuth. 

Betrachten  wir  zunächst  den  Fall,  dass  die  Temperatur  nur 
von  r,  nicht  von  -ö*  und  qp  abhängig  ist,  so  wird  die  Gleichung 

für  u 

du  „  /d^u    ,     2  du\ 

und  wenn 

(4)  V  =  ru 

gesetzt  wird: 

(b)  ^  -  a«  ^-^ 
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und  stimmt  also  in  ihrer  Form  überein  mit  der  Differential- 
gleichung §.  36  (2),  die  wir  im  §.  44  f.  genau  untersucht  haben. 
Die  unabhängige  Variable  ist  hier  r,  und  die  abhängige  Variable 
ist  V  :=:  ru.  Die  Variable  r  ist  auf  positive  Werthe  beschränkt, 
und  V  hat  der  Grenzbedingung  zu  genügen 

(6)  i;  =  0    für    r  =  0. 

Die  Probleme,  die  wir  in  den  §§.  44  bis  48  behandelt  haben, 
lassen  sich  also  ohne  Weiteres  auch  auf  den  Fall  deuten,  dass 
der  leitende  Körper  eine  Kugel  vom  Radius  c  ist,  so  dass  den 
Ebenen  x  =  0  und  x  =  c  der  Kugelmittelpunkt  und  die  Kugel- 
oberfläche entsprechen.  Die  aufgestellten  Formeln  stellen  dann 
aber  nicht  die  Temperatur  selbst,  sondern  das  r- fache  der  Tem- 
peratur dar. 

Wir  haben  bereits  im  §.  36  ein  particulares  Integral  der 
Differentialgleichung  (5)  kennen  gelernt,  nämlich: 

(7)  v=  -^e    *«*'. 


it 


Danach  wird 


1      ^j:'. 


und  dies  wird  unendlich  für  r  =  0.  Wir  erhalten  aber  ein  von 
diesem  Uebelstande  freies,  particulares  Integral,  wenn  wir  (7) 
nach  r  differentiiren.  Der  so  gefundene  Ausdruck,  der  mit 
Unterdrückung  eines  constanten  Factors  so  lautet 

r 1 — 

giebt  ein  particulares  Integral  der  Gleichung  (3): 

1      -  »•* 


(8)  w  =  -^e    *«*'. 

Hierin  setzen  wir,  indem  wir  unter  x,  t/,  ;8^;  |,  iy,  f  die  Co- 
ordinaten  zweier  Punkte  })  und  q  verstehen: 


(9)  r  =  1(1  —  xy  +  {rj  —  yf  +  (e  —  ^y. 

und  nun  können  wir  aus  (8)  ein  allgemeineres  Integral  von  (3) 
herleiten,  wenn  wir  mit  dz  das  Volumenelement  an  der  Stelle  g 
und  mit  0^  oder  <l>(|,  iy,  5)  eine  willkürliche  Function  bezeichnen: 
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(10) 


worin  das  Integral  über  den  ganzen  Raum  erstreckt  werden 
kann.  Wir  wollen  dieses  Integral  umformen,  indem  wir  Polar- 
coordinaten  mit  dem  Mittelpunkt  p  einführen.  Bezeichnet  dann 
dm  ein  Flächenelement  der  Einheitskugel,  so  wird  das  Raum- 
element dt  =  r^drdca.    Wir  setzen 

(11)  *('-)=  ^j*«do, 

so  dass  ^(r)  der  Mittelwerth  der  Function  O  auf  einer  um 
p  beschriebenen  Kugel  mit  dem  Radius  r  ist,  und  es  ergiebt  sich, 
wenn  O  im  Punkte  p  stetig  ist 

(12)  ^(0)  =  a>p. 
Dadurch  geht  (10)  über  in 

oder,  wenn  man 

r  =  2  a  V7  A 
setzt: 

(14)  Up  =  4=  f  ^(2aV7A)  e-^*  k^dL 

\  n  J 

'        0 

Wenn  man  hierin  t  =  0  setzt,  so  folgt  aus  (12)  mit  Be- 
nutzung der  Formel: 


I 


e-^'  I2dk  =  i^   [Bd.  I,  §.  12  (7)] 


0 

iür  e  =  0 


(15)  u  =  O  {X,  t/,  z), 

d.  h.  es  ist  O  der  Anfangszustand  der  Temperaturvertheilung, 
und  durch  (14)  ist  also  das  Problem  der  Wärmeleitung  für 
ein  unbegrenztes  Medium  bei  einem  beliebigen  Anfangs- 
zustand ganz  allgemein  gelöst. 

Wollte  man  in  ähnlicher  Weise  die  Function  (7)  benutzen, 
so  würde  man  zu  einem  dreifachen  Integral  gelangen,  was  der 
Differentialgleichung    (1)    nicht  mehr  genügt   (ähnlich   wie    das 
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Potential  yon  Massen  für  einen  inneren  Punkt).  Es  würde  dies 
also  einer  Wärmebewegung  entsprechen,  bei  der  in  jedem  Volumen- 
element eine  fortwährende  Wärmeentwickelung  stattfindet  i). 

§.  51. 
Der  Green'sche  Satz  in  der  Wärmetheorie. 

Wir  können  das  particulare  Integral  der  Wärmegleichung, 
das  wir  im  yorhergehenden  Paragraphen  benutzt  haben,  noch  weiter 
verwerthen,  ähnlich  wie  die  Green 'sehe  Function  in  der  Poten- 
tialtheorie 2). 

Wir  führen  einen  anderen  Anfangspunkt  der  Zeit  ein,  und 
setzen,  indem  wir  unter  0*  eine  beliebige  Grösse  (Veränderliche) 
verstehen, 


(1)  e  =  {t  —  '^>-%  e   *««(«-^), 

was  nichts  Anderes  ist,  als  die  Particularlösung  (8)  des  vorigen 
Paragraphen,  wenn  darin  t  in  t  —  O*  verwandelt  wird.  Sie  ge- 
nügt als  Function  von  |,  iy,  g,  -O*  der  Differentialgleichung 

de 

(2)  ^^  =  —  a^Je, 

worin  jetzt 

Nun    sei  ein  beliebig  begrenzter  Raum  r  gegeben  und  in 
ihm  eine  Function 

(4)  ti  =  u(|,iy,e,  ^), 
die  der  Differentialgleichung 

(5)  U  =  «'-'« 
genügt,  femer  eine  Lösung  v  der  Gleichung  (2): 

(6)  %^-a^^v. 


1  /.  r« 

»)   Die   Function   u    =    ^^  ^,  yj  Jg"*^  ^'^  («, /»»  y)  ^^  dadßdy 
verschwindet  für  ^  =  0  und  genügt  der  Differentialgleichung 

üt 
*)  Vergl.  Sommerfeld,  Zur  analytischen  Theorie  der  Wärmeleitung, 
Mathematische  Annalen  45,  S.  263  (1894). 
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Hieraus  ergiebt  sich,  wenn  man  (5)  mit  t;,  (6)  mit  u  multi- 
plidrt  und  addirt: 

-^  =  a^{vJu  —  uJv)j 

und  durch  Integration  über  den  ganzen  Raum  r,  wenn  man 
rechts  den  Gauss' sehen  Integralsatz  anwendet  und  mit  do  ein 
Element  der  Begrenzung  von  r,  mit  dn  ein  Element  der  nach 
mnen  gerichteten  Normalen  bezeichnet: 

(7)  ^j«.dr  =  a«j(«|^-«|^)do. 

Wir  nehmen  nun  an,  es  sei  für  den  Körper  r  eine  Function 
Y  der  beiden  Punkte  p^  q  und  der  beiden  Zeitpunkte  t,  -O*  ge- 
funden, die  den  folgenden  Bedingungen  genügt,  wobei  der  Punkt 
q  als  variabel  betrachtet  wird: 

^  y 
ä)  :rs:  +  «^^y  =  Ö,    innerhalb  r, 

^  ^       b)          y  =  0  f'ar  d'  =  t  (auch  im  Punkte  p), 

c)          y  =  f  1  wenn  q  an  der  Oberfläche  liegt, 
und  setzen  in  (7) 

(9)  V  =  e  —  y. 

Dann  ist  wegen  (2)  und  (8  a)  auch  (6)  erfüllt.  An  der  Ober- 
fläche ist  t?  =  0  [nach  8  c)]  und  folglich  nach  (7) : 

(10)  ^  I  u(a  _  y)dT  =  a«  j  «  ^-^'-/^  do. 

Um  nun  diese  Formel  nach  0*  zwischen  den  Grenzen  0  und  t 
zu  integriren,  haben  wir  die  folgenden  Formeln  anzuwenden,  in 
denen  m®  den  Anfangswerth  (für  0"  =  0)  der  Function  u  bedeutet: 

{{ugydT)_  =  0,    für^  =  e    [(8)b.], 

(jt*,ydr)^^^=  jt/?M.=o  ^^'   für  ^  =  0, 

Mujfdr^  _^=  (2a  V^\ip(t),  für  d-  =  t  [§.  50  (10),  (15)], 

Führen  wir  zur  Abkürzung  wieder  t;  für  y  —  s  ein,  so  er- 
halten wir  demnach  durch  Integration  von  (10)  in  Bezug  auf  0* 
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zwischen  den  Grenzen  0  und  t: 

i 

(11)  {2ainyuj,{i)  =j<[t?>=odr  +  a^jd^  j  ti|^do. 

0 

Hierdurch  ist  aber,  wenn  y  und  mithin  t;  als  bekannt 
angenommen  wird,  die  Function  Up  ausgedrückt  durch  den 
Anfangswerth  m®  und  durch  den  Oberflächenwerth  von  ii,  und 
dieser  Oberflächenwerth  kann  eine  beliebig  gegebene  Function 
des  Ortes  und  der  Zeit  sein. 

Diese  Function  y  leistet  uns  also  für  das  allgemeine  Problem 
der  Wärmebewegung,  wenn  Anfangstemperatur  und  Oberflächen- 
temperatur beliebig  gegeben  sind,  dasselbe,  was  die  Green' sehe 
Function  für  die  Potentialprobleme  leistet.  Wenn  wir  z.  B.  den 
Fall  betrachten,  den  wir  im  vorigen  Abschnitt  ausfuhrlich  dis- 
cutirt  haben,  dass  der  Körper  durch  eine  Ebene  begrenzt,  sonst 
aber  unbegrenzt  ist,  so  nehmen  wir  in  Bezug  auf  diese  Ebene 
das  Spiegelbild  p*  von  p  und  bezeichnen  mit  r'  die  Entfernung 
(g,  p') ;  dann  genügt 

(12)  y  :=z{t  —  %'YVt  e    *«««-^), 

woraus  man  z.  B.  die  Resultate  des  §.  40  leicht  wieder  herleiten 
kann. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  die  Function  y  bilden  für  ein 
Polyeder,  das  von  ebenen  Flächen  begrenzt  ist,  und  die  Eigen- 
schaft hat,  dass  durch  wiederholte  Spiegelung  an  den  Grenz- 
liächen  der  unendliche  Raum  einfach  ausgefüllt  wird,  z.  B.  für 
ein  rechtwinkliges  Parallelepipedon  (auch  einige  Tetraeder  haben 
diese  Eigenschaft). 

§.  52. 
Berücksichtigung  der  äusseren  Leitung. 

Wir  wollen  uns  jetzt  noch  mit  der  Wärmebewegung  in  einer 
Kugel  unter  Berücksichtigung  der  äusseren  Leitung  beschäftigen. 
Die  Temperatur  der  Umgebung  setzen  wir  als  constant  voraus 
und  wählen  sie  zum  Nullpunkt.  Ist  dann  Je  die  innere,  A  die 
äussere  Leitfähigkeit,  die  wir  hier  als  Constanten  ansehen,  so 
liaben  wir  nach  §.  33,  IV,  wenn  n  die  nach  innen  gerichtete 
Normale  bedeutet,  die  Oberflächenbedingung  für  die  Temperatur  u 

(1)  h  —  =  hu 

cn 
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oder,  wenn  wir  k  :  h  =  1  setzen 

^^^  dn-  V 

worin  l  eine  constante  Länge  ist,  und  die  Oberflächenwerthe 
einer  Function  durch  einen  darüber  gesetzten  Strich  bezeichnet 
werden. 

Es  sei  der  Körper,  den  wir  betrachten,  eine  Kugel  von  dem 
Radius  c,  und  wir  nehmen  zunächst  den  Fall,  dass  die  Function 
u  nur  eine  Function  von  r  und  ^,  also  in  concentrischen  Schichten 
constant  sei.  Dann  fällt  n  in  (2)  mit  — r  zusammen,  und  wenn 
wir  hierin  nach  §.  50  (4) 

(3)  V  =  ru 

setzen,  so  geht  die  Bedingung  (2)  in  folgende  über:^! 

Demnach  haben  wir  die  Function  v  den  folgenden  Bedin- 
gungen gemäss  zu  bestimmen: 

,     dv  _    ^  d^v 
U.      i;  =  rF(r),  für  t  =  0, 

IV.      V  =  0,  für  r  =  0, 

worin  F(r)  eine  willkürliche  Function  ist,  die  den  Anfangs- 
zustand ausdrückt 

Wir  gehen  wieder  von  der  Particularlösung  der  Gleichung  I 
aus,  die  wir  schon  früher  benutzt  haben 

(5)  (f-«*^**  sin  Ar, 

die  die  Bedingung  IV  befriedigt.  Damit  auch  die  Bedingung  III 
durch  diesen  Ausdruck  befriedigt  werde,  muss  A  so  gewählt 
werden,  dass  es  der  Gleichung 

(6)  k  cos  Xc  -\-(j J  sin  A  c  =  0 

genügt.  Es  muss  also  A  eine  Wurzel  der  transcendenten 
Gleichung  (6)  sein,  die  wir  daher  zunächst  zu  untersuchen 
haben. 

Biomann-Weber,  Partielle  Differentialgleichongen.    IL  9 
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n 
nn  —  —  •  •  •  nn. 

2.   Ist  |>  >  0,  so  liegt  keine  Wurzel  von  O  in  dem  Intervall 

nn  .  .  .  nn  -f-  —y 

und  daraus  folgt 

3.  i)  <  0.    Eine  Wurzel  liegt  in  dem  Intervall  n;r . . .  mt  +  7-, 

4.  p  >>  0.   Eine  Wurzel  liegt  in  dem  Intervall  nn  —  n  •  •  •  w;r. 
Eine  Ausnahme  bildet  im  Falle  3.  das  erste  Intervall  von 

0  bis  -^,  weil  hier  9=0  selbst  eine  Wurzel  ist     In  diesem 
Falle  ist  für  unendlich  kleine  Werthe  von  q> 

und  für  9  =  --  ist  0  =  -f-  ao.    Hieraus  ersieht  man: 

5.  Ist  0  >  2?  >  —  1 ,    so     liegt    eine    Wurzel    in    dem 
Intervall  0  •  •  •  -jr- 

6.  Ist  2?  >>  0  oder  |}  <  —  1,  so  liegt  keine  Wurzel  in  dem 
Intervall  0  •  •  •  ^  • 

Dass  in  keinem  der  in  3.,  4.,  5.  angegebenen  Intervalle  mehr 
als  eine  Wurzel  liegen  kann,  lässt  sich  so  einsehen.  Wenn 
mehr  als  eine  Wurzel  in  einem  dieser  Intervalle  liegen  sollte, 
80  müssten  es  mindestens  drei  sein,  und  zwischen  je  zweien 
von  ihnen  müsste  (P  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  haben. 
Es  müsste  also 

d^>        cos^y       ^ 

in  einem  solchen  Intervall  mindestens  zweimal  =  0  werden. 

Wenn  aber  p  positiv  oder  kleiner  als  —  1  ist,  so  kann  dieser 
Ausdruck  überhaupt  nicht  verschwinden,  und  wenn  p  =  1  oder 
ein  echter  Bruch  ist,  nur  einmal  in  einem  Intervall. 

Man  kann  sich  die  Lage  der  positiven  Wurzeln  von  Q>  sehr 
gut  graphisch  veranschaulichen,  wenn  man   9   als  variable  Ab- 

9* 
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§.  53. 
Discussion  der  transcendenten  Gleichung. 

Um  die  Gleichung  (6),  §.  52  etwas  einfacher  darzustellen, 
setzen  wir 

(1)  Xc  =  g),     j  —  l=p 

und  betrachten  q)  als  die  Unbekannte,  p  als  eine  gegebene  Con- 
staute.    Unsere  Gleichung  lautet  dann 

(2)  (p  cos  q>  -{-  p  sin  (p  z=  0. 

Die  Gleichung  hat  die  Wurzel  y  =  0.  Alle  anderen  Wur- 
zeln kommen  paarweise  entgegengesetzt  vor. 

Der  besondere  Fall  p  =  0  erledigt  sich  unmittelbar,  denn 
in  diesem  Fall  geht  (2)  in 

(p  cos  q)  =  0 

über  und  hat  also  ausser  g)  =  0  nur  die  ungeraden  Vielfachen 
von  ^;r  zu  Wurzeln.  Sehen  wir  also  jetzt  von  diesem  Falle  ab, 
so  ist  die  Gleichung  (2)  gleichbedeutend  mit  der  Gleichung 

(3)  a>  =  tg  9  +  ^  =  0. 

Lassen  wir  (p  von  irgend  einem  ungeraden  Vielfachen  von 
\n  bis  zum  nächsten  gehen,  also  etwa 

(4)  von  nn  —  —  bis  n  :nr  -}-  -^ , 

SO  geht  tg  9  und  mithin  0  von  —  oo  zu  -}-  ao  ,  und  muss  also 
wenigstens  einmal  durch  Null  gehen.  Es  liegt  also  in  jedem 
dieser  Intervalle  wenigstens  eine  Wurzel  von  (3).  Da  wir  aas 
den  positiven  Wurzeln  von  (3)  die  negativen  sofort  erhalten,  be- 
schränken wir  uns  jetzt  auf  die  Betrachtung  positiver  Werthe 
von  y.     Wir  theilen  jedes  der  Intervalle  (4)  in  zwei  Theile,  von 

nn  —  —  bis  nn  und  von  nn  bis  nn  ■\-  — ,  so  dass  die  Tangente 

von  q>  im  ersten  negativ,  im  zweiten  positiv  ist.  Dann  unter- 
scheiden wir  zwei  Fälle: 

1.   Ist  p  <;  0,  so  liegt  keine  Wurzel  von  0  in  dem  Intervall 
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n 

tl  7t  —  •    •  •  W  Ä. 

2.  Ist  p  >  0,  80  liegt  keine  Wurzel  von  <b  in  dem  Intervall 

w«  .  .  .  nn  -|-  — , 
und  daraus  folgt 

3.  iX 0.    Eine  Wurzel  liegt  in  dem  Intervall  nn..,  nn  -\-  ~, 

n 

4.  jp  >  0.   Eine  Wurzel  liegt  in  dem  Intervall  nn  —  —  ...  nn. 

Eine  Ausnahme  bildet  im  Falle  3.  das  erste  Intervall  von 

n 
0  bis  -^,  weil  hier  y  =  0  selbst  eine  Wurzel  ist     In  diesem 

Falle  ist  für  unendlich  kleine  Werthe  von  y 

n 
und  für  9  =  —  ist  (P  =  -}-  oo.    Hieraus  ersieht  man: 

Jt 

5.  Ist  0  >  |)  >  —  1 ,    so    liegt    eine    Wurzel    in    dem 

n 
Intervall  0  •  •  •  "^• 

6.  Ist  |)  >>  0  oder  jp  <  —  1,  so  liegt  keine  Wurzel  in  dem 

n 
Intervall  0  •  •  •  -h  • 

Dass  in  keinem  der  in  3.,  4.,  5.  angegebenen  Intervalle  mehr 
als  eine  Wurzel  liegen  kann,  lässt  sich  so  einsehen.  Wenn 
mehr  als  eine  Wurzel  in  einem  dieser  Intervalle  liegen  sollte, 
so  müssten  es  mindestens  drei  sein,  und  zwischen  je  zweien 
von  ihnen  müsste  <^  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  haben. 
Es  müsste  also 

da>_      1  J. 

d^>       cos2  ^>       'g 

in  einem  solchen  Intervall  mindestens  zweimal  =  0  werden. 

Wenn  aber  g  positiv  oder  kleiner  als  —  1  ist,  so  kann  dieser 
Ausdruck  überhaupt  nicht  verschwinden,  und  wenn  |)  =  1  oder 
ein  echter  Bruch  ist,  nur  einmal  in  einem  Intervall. 

Man  kann  sich  die  Lage  der  positiven  Wurzeln  von  Q>  sehr 
gut  graphisch  veranschaulichen,  wenn  man   9   als  variable  Ab- 

9* 
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scisse  in  einem  rechtwinkeligen   GoordinatensTstem   ansieht  und 
die  zwei  Linien 


m 


r  =  tg, 


construirt.  Die  Gleichung  (3)  ist  dann  y  =  T,  und  die  Wurzeln 
sind  also  die  AbsciBsen  der  Schnittpunkte  dieser  heiden  Linien, 
von  denen  die  zweite  eine  durch  den  Nullpunkt  gehende  Ge- 
rade ist  (Fig.  9). 

Fassen  vir  das  Resultat  dieser  Untersuchung  kurz  zusammen, 
so  hat  sich  also  ergeben,  dass  die  transcendente  Gleichung  (2) 
Fig.  9. 


3 

/p>-i  1 

•i— 1 

/ 

/] 

/ 

// 

L/ 

-y- 

-fSTi 

"^ 

r 

p>0 

unendlich  viele  positive  Wurzeln  hat    Für  p  =  0  sind  dies  die 

ungeraden  Vielfachen  von  ^,  für  j>  >  0  liegt  von  den  Wurzeln 

je  eine  im  2*^,  4*",  6*"  .  .  .  Quadranten   und  zwar  so,  dass  de 

sich  mit  wachsender  Grösse   den    ungeraden  Vielfachen  von  ■= 

schnell  annähern. 

Ist  p  ein  negativer  echter  Bruch,  so  liegen  die  Wurzeln  im 
l*",   3"°,  ö**"  .  .  .   Quadranten    und   nähern   sich  ebenMla  den 

ungeraden  Vielfachen  von  -^  • 
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Der  Fall  jp  <C  —  1  kann  nach  der  Bedeutung  von  p  in 
unserem  physikalischen  Problem  nicht  vorkommen.  Mathe- 
matisch yerhält  sich  der  Fall  aber  ebenso  wie  der  vorige,  nur  dass 
keine  Wurzel  im  ersten  Quadranten  liegt 

Die  Wurzeln  lassen  sich  nur  näherungsweise  berechnen,  was 
mit  Hülfe  der  trigonometrischen  Tafeln  ziemlich  leicht  ausgeführt 
werden  kann.  Bei  Euler,  „Introductio  in  analysin  infinitorum^, 
tomus  n,  cap.  XXII,  problema  IX,  ist  die  Aufgabe  für  p  =  1 
behandelt. 

Wir  wollen  noch  die  Frage  beantworten,  ob  unsere  Gleichung 
^  =  0  rein  imaginäre  Wurzeln  haben  kann ;  auf  die  Frage  nach 
den  complexen  Wurzeln  werden  wir  später  zurückkommen.  Wir 
setzen  also  g)  =  i^  und  erhalten  aus  (3)  die  Gleichung 

(«)  ^  =  ^^  +  1  =  0. 

Diese  Gleichung  hat  die  Wurzel  J  =  0  und  es  fragt  sich, 
ob  sie  noch  andere  reelle  positive  Wurzeln  hat.  Wir  bilden  zu 
diesem  Zwecke  den  Differentialquotienten 

dS_  4  l 

dieser  Ausdruck  verschwindet  nur,  wenn 

(')         m^)' = - . 

ist  Dies  tritt  niemals  ein,  wenn  p  positiv  oder  ein  negativer 
echter  Bruch  ist  und  in  diesen  Fällen  kann  also  S  von  Null  an 
nur  wachsen.  Es  hat  also  S  ausser  0  keine  reelle  Wurzel. 
Wenn  dagegen  p  <C  —  1  ist,  so  hat  die  Gleichung  (7)  eine,  aber 
auch  nur  eine  reelle  positive  Wurzel.  Die  Function  S  wächst 
anfangs  und  nimmt  dann  fortwährend  (bis  —  oo)  ab.  Es  hat 
also  (6)  eine  und  nur  eine  positive  Wurzel. 

Die  Gleichung  (3)  hat  daher  nur  in  dem  Falle  jp  <  —  1, 
der  für  das  physikalische  Problem  nicht  von  Interesse  ist,  zwei 
conjugirte,  rein  imaginäre  Wurzeln.  Dies  war  zu  erwarten,  denn 
lässt  man  p  stetig  wachsend  durch  —  1  hindurchgehen,  so  dreht 
sich  die  gerade  Linie  unserer  Figur  9  um  den  Nullpunkt.  Bei 
p  =  —  1  fallen  zwei  Wurzeln  in  den  Werth  0  zusammen ,  und 
werden  bei  weiterer  Drehung  imaginär. 
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§.  54. 
Bestimmung  der  Coefficienten.^ 

Wir  haben  in  §.  52  gesehen,  dass  die  Function 

(1)  e-«»^'*  sin  Ar, 

wenn  X  eine  Wurzel  der  transcendenten  Gleichung 

(2)  AcosAc  -f-  f  y j  sinAc  =  0 

oder 

.  ig kc  _    cl  c    , 

^^^  -ir-u^c  =  ~p 

ist,  für  V  gesetzt,  den  Bedingungen  I,  III,  IV  genügt    Bezeichnen 
wir   die    positiven  Wurzeln  dieser  Gleichung,  der  Grösse   nach 
*  geordnet,  mit  ^^,^3,^8,...,  so  genügt  denselben  Bedingungen 
auch  eine  Summe  von  der  Form 


00 


(4)  ^  =  2  ^n  e-«*^i*  sin  A,»r, 


n  =  i 


worin  die  An  unbestimmte  Coefficienten  sind.  Es  fragt  sich ,  ob 
man  diese  Coefficienten  so  bestimmen  kann,  dass  auch  noch  die 
Bedingung  II: 

V  =  r  F{r)    für    ^  =  0 

befriedigt  ist,  wenn  F{r)  eine  willkürliche  Function  von  r  ist 
Nach  (4)  müsste  also 


00 


(ö)  r  F{r)  =  ^  An^inknr 


n  =  l 


sein.  Dies  ist  eine  Entwickelung  der  Function  rF(r)  ganz  analog 
der  Fourier' sehen.  Wir  setzen  hier  die  Möglichkeit  einer  solchen 
Entwickelung  für  die  P'unction  rF(r)  voraus,  und  suchen  die 
Coefficienten  An  zu  bestimmen.  Wir  multipliciren  beide  Seiten 
der  Gleichung  (5)  mit  sin  ^„»rdr  und  integriren  zwischen  den 
Grenzen  0  und  c. 

Es  ist  aber 
(6)        sin  A^  r  sin  A«  r  =  J  [cos  (A^  —  A«)  r  —  cos  (A«  -»-  A„)  r], 

und  folglich,  wenn  m  von  n  verschieden  ist, 
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e 

I 


«in  J   ..fiin  1  *  /i..  _  ""(^  ~  ^»^'^       sin (A,  +  ;») c 

— AinCOSA^CSJD  AnC  -j-  l^  Bin  kn^CCOH  InC 

^4n  "■"   ^ 

und  dies  verschwindet,  da  A^,  A„  verschiedene  positive  Wurzeln 
der  Gleichung  (3)  sind.     Wir  haben  also: 


c 


(7)  I  sin  In^  sin ^n^dr  =  0,    m  ^  n, 

0 

Ist  aber  m  =  n,  so  ergiebt  sich  aus  (6) 

,  .    1      X«        1  —  cos2A«r 
(sinA^r)^  = 2 ■■ 

und  daher 


/  •     -,     X«  j  c        sin2A,„c 


0 


Es  ist  aber,  da  A^  der  Gleichung  (3)  genügt 

und  folglich  ist 

(8)  J  (sin  X„r)»dr  =  ^  ,^j^  ^-^^^ji ' 

0 

Das    Resultat    der    vorgenommenen    Integration   beschränkt 
sich  also  auf  der  rechten  Seite  auf  ein  Glied,  und  wir  erhalten 

rF(r)sinX^rdr  =  A^  ^  ^^^^^-^^ 

0 

oder 


e 

1 


0 

Geben  wir  den  Coefficienten  in  der  Reihe  (4)  die  durch  (9) 
ausgedrückten  Werthe,  so  genügt  die  Function  v  den  sämmt- 
lichen  Bedingungen. 
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Vorausgesetzt  ist  hier  freilich,  dsÄS  die  Function  rF{r)  sich 
überhaupt  in  eine  Reihe  yon  der  Form  (5)  entwickeln  lässt  Dies 
ist  für  solche  Functionen,  die  sich  in  Fourier'sche  Reihen  ent- 
wickeln lassen,  mit  Benutzung  eines  Gedankens  von  Christoffel 
durch  Fudzisawa  nachgewiesen  i). 

Wir  wollen  noch  einige  Bemerkungen  an  die  gefundenen 
Formeln  knüpfen.    Aus  (4)  ergiebt  sich  für  die  Temperatur  u 

selbst  die  Formel 

/^  /vv                    j       «2  3  2 ,  sin  Ai  r    ,      .       ^232,  sin  A«  r    , 
(10)         u  =  A^er^  ^1«. — ^^  +  ^2  «"*  ^2* —  +  ••• 

Hierin   ist    kiC  <^  n   und    folglich    auch  Aj  r  <;  ;r.     Es   ist 

aber 

d  sin  Ai  r rki  cos  Ai  r  —  sin  k^  r 

dr      r       ~  r»  ' 

also  negativ,  so  lange  k^r  <in  ist.  Demnach  nimmt  der  Factor 
des  ersten  Gliedes  sin Aif/r  mit  wachsendem  r  stetig  ab,  und 
zwar 

von  L  bis'  — —  =    ,  [nach  (3)1 

Es  ist  ferner,  da  der  Fall  p  <^  —  1  nicht  vorkommt, 

Kc<^,         k^c:>n,       '     füri)<0,  . 

3^ 
A,  c  <  ;r,  Aa  c  >  "2" ,  für  jp  >  0, 

also  unter  allen  Umständen 

folglich  ist 

und  ebenso  ergiebt  sich  aus  §.  53,  3.,  4.  für  ein  grösseres  A» 

2;2,  2;2,  a«(2n-8)(n-l)^< 

Diese  Verhältnisse  nehmen  also  mit  der  Zeit  sehr  rasch  ab, 
und  wenn  also  der  Bruch 


^)  üeber  eine  in  der  Wärmeleitungstheorie  auftretende,  nach  den 
Wurzeln  einer  transcendenten  Gleichung  fortschreitende  Reihe  (Inaagaral- 
dissertatioQ  der  Universität  Strassburg  1886),  Journal  of  the  College  of 
Science  Imperial  üniversity,  Japan,  vol.  IL 
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c 

einen  hinlänglich  grossen  Werth  hat,  so  wird  schon  das  erste 
Glied  der  Reihe  (10)  die  Temperatur  mit  genügender  Genauig- 
keit darstellen,  also 

j         2,2.  sin  A^r 

u  =  Ai  er-^^i* — 

r 

gesetzt  werden  können.  Dies  wird  um  so  früher  erlaubt 
sein,  je  kleiner,  bei  sonst  gleichen  Verhältnissen,  der 
Badias  c  der  Kugel  ist. 

Mit  wachsender  Zeit  wird  sich  auch  das  erste  Glied  der 
Grenze  Null  nähern,  und  schliesslich  wird  die  ganze  Kugel  die 
Temperatur  der  Umgebung  annehmen. 

Es  ist  hier  vorausgesetzt,  dass  Äi  von  Null  verschieden  ist 
Wäre  Äi  =  0,  so  würde  das  zweite  Glied  ausschlaggebend  sein. 
Es  würde  dann  also  die  Temperatur  noch  weit  schneller  der 
Grenze  Null  zustreben. 

Wenn  der  Radius  c  im  Vergleich  zur  Länge  l  unendlich 
^wird,  dann  gehen  die  Wurzeln  der  transcendenten  Gleichung 
§.  53  (3),  wie  ein  Blick  auf  die  Fig.  9  lehrt,  in  die  ungeraden  Viel- 
fachen von  1«  über.  Führt  man  den  Grenzübergang  aus,  so  er- 
gebt sich  die  Lösung  des  Problems,  das  wir  im  §.  38  auf  andere 
Weise  behandelt  haben. 

Die  Formeln,  die  wir  für  die  Bestimmung  der  Constanten  der 
!Entwickelung  von  v  abgeleitet  haben,  erlauben  uns,  eine  Lücke 
zu  ergänzen,  die  in  der  Discussion  der  transcendenten  Gleichung 
geblieben  ist,  nämlich  den  Nachweis  zu  fuhren,  dass  diese  Glei- 
chung keine  complexen  Wurzeln  hat.  Es  hat  sich  nämlich  er- 
geben, dass,  wenn  A,  A'  zwei  Wurzeln  der  Gleichung  (2)  sind, 
und  A*  von  A'»  verschieden  ist,  immer 


c 


(11)  sin  Ar  sin  A'rdr  =  0. 

0 

Dies  würde  auch  noch  gelten,  wenn  k  und  k'  complex  wären. 

Wenn  aber 

k  =z  a  -\-  ßi 

eine  Wurzel  ist,  so  ist  auch 

A'  =  a  —  ßi 


c 

1 
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eine  Wurzel,  und  es  wird 

sin  Ar  =  iJ  -}"  <St, 
sin  AV  =  U  —  Si, 

worin  B  und  S  reelle  Grössen  sind.  Dann  würde  aber  aus  (11) 
folgen 

c 

(S2-t-ü«)dr  =  0, 

0 

was  nur  möglich  ist,  wenn  22  und  S  verschwinden.  Es  können 
also  complexe  Wurzeln  nicht  vorhanden  sein.  Die  Frage  der 
rein  imaginären  Wurzeln  ist  bereits  oben  erledigt. 

§.  55. 

Wärmeleitung  in   einer  Kugel  bei  gegebenem 

Anfangszustand. 

Wir  wollen  noch  ein  auf  die  Kugel  bezügliches  allgemeineres 
Problem  der  Wärmeleitung  behandeln,  das  uns  ein  schönes  Bei- 
spiel für  die  Anwendung  der  Kugelfunctionen  bietet.  Das  Pro- 
blem besteht  darin,  dass  der  Anfangszustand  im  Inneren  der 
Kugel  eine  gegebene  Function  F  des  Ortes,  also  der  drei  Coor- 
dinaten  r,  ^,  q>  sei,  während  die  Temperatur  der  Oberfläche 
constant  auf  Null  gehalten  wird. 

Es  ist  dann  die  Differentialgleichung  §.  50  (2) 

(?)  '    '^  — 
d^ru       _1_      "^    öf  j L__  ^ 

unter  den  Bedingungen  zu  integriren: 

u  =  0    für    r  =  1 , 
^  ^  u  =  F  für   f  =  0, 

wenn  der  Einfachheit  halber  der  Kugelradius  =  1  gesetzt  wird. 
Wir  suchen  ein  particulares  Integral  in  der  Form 

(3)  u=  TRX, 

worin  T  nur  von  f,  R  nur  von  r,  X  von  -&■  und  q)  abhängig  sei. 
Setzt  man   also   (3)  in  (1)  ein   und   dividirt  durch  rTJRX^ 
so  ergiebt  sich 
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1  dT         a*  d'^rR 


(4) 


Tdt~rR    dr^ 
0sin^ 


,    ja«_     J_ 8£  _j ^1_   gVX 

Wir  machen  nun  weiter  die  Annahme,  dass  X  eine  Kugel- 
function  n^  Ordnung  sei,  und  also  der  Gleichung 

1  ^^^       cW  1        <7«X 

genüge  [Bd.  I,  §.  113  (7)].    Dann  geht  (4)  über  in 

\  dT _  a^    d^rR       a^,n{n+l) 


(6) 


T  dt  ~  rR    dr^  r^ 


und  da  die  eine  Seite  dieser  Gleichung  nicht  von  r,  die  andere 
nicht  von  t  abhängt,  so  müssen  beide  gleich  einer  Constanten 
—  A^a*  sein.    Dadurch  ergiebt  sich 

(7)  lf=-J.a.T, 

oder,  was  dasselbe  ist 

<""     ^i^+[''-"-^t-'is=»- 

Die  Integration  der  Gleichung  (7)  ergiebt 

(11)  T=c-'^«*S 

woraus  man  schliesst,  dass  A^  positiv  sein  rauss,  da  T  mit  der 
Zeit  abnehmen  muss.     Wenn  wir  femer 

kr  =  X 

setzen,  so  erhält  die  Gleichung  (8)  die  Form: 
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Setzt  man  endlich  noch 

80  ergiebt  sich  für  die  Function  S  die  Differentialgleichung 

und  da  ü  für  rr  =  0  nicht  unendlich  werden  darf,  so  muss  S{0) 
verschwinden.  Die  Gleichung  (13)  hat  nun  genau  die  Form  der 
Differentialgleichung  für  die  BesseT sehen  Functionen  [Bd.  I, 
§.  69  (12)],  nur  dass  die  Ordnungszahl  keine  ganze  Zahl,  sondern 
n  -|-  V2  is^*  ^^^  kann,  wie  dort,  zeigen,  dass  nur  eines  der 
beiden  particularen  Integrale  Tut  x  =  0  endlich  bleibt.  Man 
ßndet  einen  Ausdruck  für  diese  Function  geradezu  aus  der 
Potenzreihe  für  die  Bessel'sche  Function  Jn(x)^  wenn  man  n 
durch  n  -\-  V2  ersetzt  und  man  erhält,  da  es  auf  einen  con- 
stauten  Factor  nicht  ankommt  [Bd.  1,  §.  68  (3)] 


00 


o(^\  —  -r»»  + V«  N' L-JlL.^— 

ow  — -^         ;;^^2.4...2i/(2n  +  3)(2n-f-5)...(2n+2i;+l)* 

ein  Ausdruck,  von  dem  man  leicht  nachweist,  dass  er  der  Glei- 
chung (13)  wirklich  genügt 

Demnach  wird  die  Lösung  der  Gleichung  (12) 

(14)     iJ(x)=a;»»^2.4...2i/T(2H^3yr2n-h5^ 


§:  56. 
Geschlossene  Ausdrücke  für  die  Function  JB. 

Wenn  man  die  halbconvergenten  Entwickelungen,  die  wir 
früher  für  die  Bessel' sehen  Functionen  aufgestellt  und  unter- 
sucht haben,  auf  diese  Functionen  S  zu  übertragen  sucht,  so 
kommt  man  zu  dem  merkwürdigen  Resultat,  dass  diese  Reihen 
abbrechen  und  also  geschlossene  Ausdrücke  für  diese  Functionen 
liefern.  Um  diese  Entwickelungen  zu  finden,  setzen  wir  in  der 
Differentialgleichung  (8),  §.  55 

(1)  rR  =  e^^^0, 

wodurch  sich  für  0  die  Differentialgleichung  ergiebt 
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(2)  ^  +  2U^-»^^^>*  =  0. 

^  ^  dr^    '  dr  r« 

Da  wir  auf  einen  geschlossenen  Ausdruck  kommen,  so  ist 
es  gleichgültig,  ob  man  hier  nach  fallenden  oder  nach  steigenden 
Potenzen  von  r  entwickelt.    Thun  wir  das  letztere  und  setzen 


r  =  0 


80  ergiebt  sich: 
d0 


=   ^  ar(n  —  V)  r-n+r-l^ 


dr 

r  =  0 


^-^  =      ^a,(n  — i/)(n  — i/  +  l)r— +  '-^ 


v=:0 


Demnach  wird  die  linke  Seite  der  Gleichung  (2) 


—  2  o^  [n{n  +  1)  —  (n  —  i/)(n  —  1/  +  1)]  r-«  + 


00 


r  =  0 

und  dies  soll  identisch  verschwinden.  In  der  ersten  dieser 
Summen  verschwindet  aber  das  erste  Glied  mit  v  =:  0,  und  wir 
können  daher  auch  mit  der  Summation  bei  i/  =  1  beginnen. 
Setzen  wir  dann  in  der  zweiten  Summe  v  —  1  für  v,  und  be- 
achten die  Identität: 

n  (n  -|-  1)  —  (n  —  v)  (n  —  v  -|-  1)  =  v  (2  ti  —  v  -{-  l)^ 
so  folgt: 

00 

2r-»+''-«[a,i/(2w  — i/+l)  +  2iAa,_i  (n  — v+l)]  =  0, 

9  =  1 

also: 

.  n—v+l 

V  (2  W  V  -f-    1) 

und  wenn  man  ao  =  1  setzt,  so  ergiebt  sich  hieraus: 

(a\     n   —(     <lirv  n(n— l)...(n  — 1/  +  1) 

(3j     a,_(-J^/)    i.2....i;.2n(2n-l)...(2n  — 1/+1)' 

Man  sieht  hieraus,  dass  an  +  i  und  alle  höheren  Oy  ver- 
schwinden, und  dass  demnach  die  Reihe  (Z>,  die  so  dargestellt 
werden  kann: 
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nach  dem  (n  -|-  1)*«°  Gliede  abbricht  i). 

Wenn  man  in  der  Summe  (4)  die  Reihenfolge  der  Summa- 
tion  umkehrt,  oder,  was  dasselbe  ist,  v  durch  n  —  v  ersetzt ,  so 
erhält  man: 

(_2a)-*=i:(-2ar)-' i*^±^^-^- "      ,  , 

^  ^  ^^  '     (n— i/)!(n-[-i/-f-l)(w+v+2)...2n 

ein  Ausdruck,  der  sich  mit  Benutzung  des  Zeichens  77  einfacher 
so  darstellen  lässt: 

^W^(-2ar)-'        ^("  +  ^)        - 


JI(2n),^/  '        n(n-v)THy) 

Demnach  erhalten  wir  als  particulares  Integral  [der  DiflFe- 
rentialgleichung  §.  55  (8),  wenn  wir  einen  constanten  Factor  weg- 
lassen : 


(5) 


77(n  +  t/) 


;fi  ^      77(n  —  V)  n{y) 


und  das  zweite  particulare  Integral  erhält  man,  wenn  man  i  mit 
—  %  vertauscht. 

Man    kann    diesem   Resultate    verschiedene   andere  Formen 
geben,  unter  denen  wir  noch  eine  hervorheben  wollen: 

Wir  setzen  in  der  Differentialgleichung  §.  55  (9) 

und  erhalten  daraus  die  Differentialgleichung  für  X«: 

^  ^  df'^    ^        r         dr     ^  n         , 

oder  wenn  man 

(7)  Aar»  =  Ix 
setzt: 

(8)  <lx   ^;|^  +  (2„  +  3)^+X,  =  0. 
Differentiirt  man   diese  Formel   nochmals  nach  x  und   setzt 


^)  Poissonf  Theorie  mathematique  de  la  chaleur.    Nr.  82  (1835). 
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dx 


—  ^ni 


80   folgt 

(9)  2x  "^  +  (2«  +  5)  ^  +  x;  =  0, 

und  diese  Gleichung  geht  aus  (8)  hervor,  wenn  man  n  durch 
n  -j-  1  ersetzt.  Ist  also  Xn  eine  Lösung  von  (8),  so  ist  dXn/dx 
eine  Lösung  von  (9),  und  daraus  ergiebt  sich 

(10)  x,„  =  "^ 


und  durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel: 


d"Xo 


da?» 
Für  Xo  erhalten  wir  aus  (6)  die  Gleichung: 


gilr 


und  diese  Gleichnng  ist  befriedigt  durch 

r 

und  folglich  ergiebt  sich 

worin  x  durch  (7)  als  Function  von  r  bestimmt  ist. 

Verwandelt  man  i  in  — i,  so  erhält  man  sowohl  aus  (12) 
als  aus  (4)  ein  zweites  particulares  Integral  und  wir  können 
hiemach  die  Differentialgleichung  §.  55  (8)  durch  diese  ge- 
schlossenen Ausdrücke  vollständig  integriren. 

Wenn  man  in  (12)  i  mit  —  i  vertauscht  und  dann  die  Summe 
und  die  DifiFerenz  der  beiden  Ausdrücke  nimmt,  so  erhält  man 
zwei  particulare  Integrale  der  Differentialgleichung  §.  55  (8)  in 
reeller  Form: 

T>         ^    rf»»   cosAr  ri  d**    sin  Ar 

^  dx""      r     '  *  dx""      r     ' 

von  denen  das  zweite  bei  der  Entwickelung  nach  steigenden  Po- 
tenzen von  r  keine  negativen  Potenzen  ergiebt,  weil  die  Reihe 
für  sin  Ar/r  keine  negativen  Potenzen  enthält 
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§.  57. 
Integraleigenschaften  der  Function  R. 

Für  die  Function  E  gelten  gewisse  Sätze,  die  wir  zur  Lösung 
unserer  Aufgabe  nöthig  haben,  die  ganz  analog  sind  den  Sätzen, 
die  wir  früher  über  die  Bessel' sehen  Functionen  abgeleitet 
haben  (Bd.  I,  §.  79). 

Es  seien  zunächst  A',  A"  zwei  beliebige  Grössen  und 

Dann  bestehen  nach  §.  55  (10)  die  Differentialgleichungen: 


dr^ 


^=_(A'.-'^(^l))iJ,r., 


dr» 


d 
dB, 


d^__(^,„,_«(«_fi))^,,^ 


und  wenn  man  die  erste  mit  22,,  die  zweite  mit  Bi  multiplicirt 
und  subtrahirt 

Wenn  wir  diese  Formel  in  Bezug  auf  r  zwischen  den  Grenzen 

0  und  1  integriren  und  mit  B'{x)  den  Differentialquotienten  von 

R(x)  bezeichnen,  so  folgt: 

1 

(1)  (A'a  —  A"»)  [  R  (A'  r)  R  (A"  r)  r»  dr 

0 

=  A"if(A')iJ'(A")  —  A'iJ(A")-B'(A'). 
Wenn  nun  A',  A"  zwei  Wurzeln  der  transcendenten  Gleichung : 

(2)  U  (A)  =  0 

bedeuten,  und  A'2  —  A"«  von  Null  verschieden  ist,  so  folgt  aus  (1) 
die  erste  der  gesuchten  Relationen: 

1 

(3)  [  iJ(AV)iJ(A"r)r2dr  =  0, 

0 

woraus  man  schliessen  kann,  dass  die  Gleichung  (2)  keine  com- 
plexen  Wurzeln  hat  (vergl.  §.  54).     Dass  sie  auch  keine  rein 
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imaginären  Wurzeln  haben  kann,  sieht  man  unmittelbar  aus  der 
Reihe  (14),  §.  55.  Dagegen  hat  sie  unendlich  viele  reelle  Wurzeln, 
von  denen  hier  nur  die  positiven,  denen  die  negativen  gleich 
und  entgegengesetzt  sind,  berücksichtigt  zu  werden  brauchen. 
Man  schliesst  dies  am  einfachsten  aus  dem  Satze  §.  25,  4.,  wenn 
man  die  DiflFerentialgleichung  für  R  in  der  Form  §.  55  (12)  an- 
nimmt.   Da  der  Coefficient  1 — ^t — l^  sobald x >  Y^ijn^^^ 

jj 

ist,  immer  positiv  bleibt,  so  hat  diese  DifiFerentialgleichung  nach 
dem  erwähnten  Satze  oscillatorische  Integrale. 

Setzen  wir  aber  zunächst  für  A"  eine  Wurzel  A  der  Glei- 
chung (2)  und  lassen  dann  V  gleichfalls  in  A  übergehen,  so  er- 
hält man  aus  (1)  durch  Differentiation  nach  V\ 

1 
(4)  [E(Ar)tr»dr  =  i[lJ'(A)]». 


§.  58. 
Lösung  des  Wärmeproblems  für  die  Kugel. 

Um  nun  das  in  §.  55  gestellte  Problem  vollständig  zu  lösen, 
lassen  wir  n  alle  ganzen  Zahlen  von  Null  bis  unendlich  durch- 
laufen, und  nehmen  zu  jedem  n  die  Kugeltunction  X(**\  die  2w-|-  1 
willkürliche  Constanten  enthält  [Bd.  I,  §.  115  (12)].  Zu  jedem 
n  nehmen  wir  die  sämmtlichen  positiven  Wurzeln  A«  der  Glei- 
chung §.  57,  (2),  und  bilden  dann  die  Summe  aller  particularen 
Integrale  §.  55,  (3).     Dadurch  erhalten  wir 


^n 


(1)  ^  =  S  S  ^"'^"''  ^  (^-  ^)  ^^^"''        ' 

und  hierdurch  ist  nicht  nur  die  Differentialgleichung  (1),  sondern 
auch  die  erste  der  Bedingungen  (2),  §.  55  befriedigt.  Es  bleiben 
demnach   die  Kugelfunctionen  X^")  so   zu  bestimmen,   dass  auch 


die  zweite  dieser  Bedingungen 


n        'n 


(2)  F=;^^2jJ^a„r)X'») 

befriedigt  wird. 

Nun  können  wir   aber  nach   Bd.  I,   §.  112  (4)   die  Function 
F  für  ein  unbestimmtes  r  nach  Kugelfunctionen  entwickeln: 

Riemann- Weber,   Partielle  Differentialgleichungen.    U.  ]() 
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(3)  -f  =  i]  ^^^\F,Pn(00SY)d0, 

oder 

n 

(4)  -F  =  2  ^^"'' 
wenn 

(5)  T^''^  =  ^-^-\F,PAcosY)do 

ist.  Hierin  bedeutet  y  den  Winkel  zwischen  den  beiden  Rich- 
tungen nach  p  und  nach  q,  und  do  ist  das  auf  der  Richtung  q 
liegende  Element  der  Einheitskugel.  Diese  Functionen  F*>  sind 
Eugelfunctionen,  in  denen  die  Gonstanten  noch  von  r  abhängig 
sind,  und  wenn  die  Function  F  gegeben  ist,  haben  wir  also 
auch  die  Functionen  r">  als  gegeben  anzusehen.  Die  Vergleichung 
von  (2)  und  (4)  ergiebt  nun 

^« 

(6)  Y(-^  =  ^  BiKr)  X(-\ 

und  wenn  wir  mit  einem  bestimmten  B{knr)r^dr  multipliciren 
und  von  r  =  0  bis  r  =  1  integriren ,  so  erhalten  wir  nach  den 
Integralformeln  (3)  und  (4)  §.  57 

(7)  J  R  {knY  X(")  =  f  rc«)  R  (kn  r)  r«  dr, 

0 

wodurch  auch  X('»>  bestimmt  ist. 


DRITTES  BUCH. 


ELASTICITÄTS-THEORIE. 


10" 


Achter   Abschnitt. 


Allgemeine  Theorie  der  Elastioität 


§.  59. 
Aeussere  Kräfte  und  innere  Druckkräfte. 

Wir  haben  im  neunten  Abschnitt  des  ersten  Bandes  die 
geometrischen  Eigenschaften  stetiger  Ortsveränderungen  inner- 
halb einer  einen  Raumtheil  stetig  erfüllenden  Materie  betrachtet. 
Wollen  wir  diese  Sätze  auf  physikalische  Probleme  anwenden,  so 
müssen  wir  also  eine  stetige  Erfüllung  des  Baumes  voraussetzen, 
was  möglicherweise,  wenn  die  atomistische  Anschauung  im  Rechte 
ist,  der  Wirklichkeit  nur  angenähert  entspricht. 

Unter  diesem  Vorbehalt  sind  die  erwähnten  Sätze  anwendbar 
auf  Flüssigkeiten  und  Gase,  auf  zähe  Substanzen  und  elastische 
Körper, 

Von  den  geometrischen  Betrachtungen  müssen  wir  zu  dyna- 
mischen übergehen,  um  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes 
und  der  Bewegung  solcher  Substanzen  unter  dem  Einfluss  von 
Kräften  in  Form  von  Differentialgleichungen  aufzustellen.  Wir 
beginnen  mit  den  Bedingungen  des  Gleichgewichtes.  Wir  denken 
uns  also  einen  begrenzten  Raum  r  stetig  mit  einem  Stoff  erfüllt, 
dessen  Theile  beweglich  sind,  und  diesen  nichtstarren  Körper 
unter  dem  Einfluss  von  Kräften,  die  theils  auf  sein  Inneres,  theils 
auf  die  Oberfläche  wirken,  im  Gleichgewicht.  Im  Inneren  möge 
auf  ein  Massenelement  Qdr  eine  Kraft  wirken,  deren  Compo- 
nenten  nach  drei  rechtwinkligen  Axen  mit 

(1)  QdrX,        QdxY,        gdrZ 
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bezeichnet  werdcD.  Es  bedeutet  hierin  q  die  Massendichtig- 
keit, und  X,  Yy  Z  sind  dann  die  auf  die  Masseneinheit  bezogenen 
Kraftcomponenten. 

Gegen  die  Oberfläche  0  von  r  wirken  von  aussen  angebrachte 
Druckkräfte,  und  wir  bezeichnen  die  Componenten  des  gegen  ein 
Oberflächenelement  do  wirkenden  Druckes  mit 

(2)  Xdo,        Ydo,        Zdo,, 

so  dass  X,  F,  Z  die  Componenten  des  auf  die  Flächeneinheit 
bezogenen  Druckes  sind.  Dieser  äussere  Druck  steht  natürlich 
im  Allgemeinen  nicht  senkrecht  auf  der  Oberfläche.  Ist  Pdo 
die  Grösse  der  Druckkraft,  so  wird  seine  Richtung  durch 

X  =  Pcos(P,  X),     T  =  Pcos(P,  y),    Z  =  Pcos(P,  z) 

bestimmt.  Nach  W.  Voigt  bezeichnen  wir  die  X^  Tj  Z  als 
äussere  Volumkräfte,  die  X,  Y,  Z  als  äussere  Flächen- 
kräfte i).  Die  Kräfte  X,  F,  Z,  X,  T,  Z  denken  wir  uns  ge- 
geben und  nennen  sie  die  „äusseren  Kräfte^.  Diesen  äusseren 
Kräften  wird  das  Gleichgewicht  gehalten  durch  die  „inneren 
Kräfte'^,  die  durch  die  Einwirkung  der  äusseren  Kräfte  her- 
vorgerufen werden,  und  einen  Spannungszustand  erzeugen. 

Um  diese  inneren  Kräfte  und  die  allgemeinen  Voraussetzungen 
genauer  zu  charakterisiren ,  denken  wir  uns  aus  dem  Räume  x 
durch   eine  beliebige  geschlossene  Fläche  Sl  einen  Raum  t*  ab- 
p.     -Q  gegrenzt.    Nehmen  wir  nun,  ohne  Ver- 

änderung  der  Kräfte   X,    F,   Z'  den 
Theil  r"  von  r  hinweg,  der  ausserhalb 
r'  liegt,  so  werden  wir,  um  das  Gleich- 
gewicht    wieder     herzustellen,     neue 
Kräfte  hinzufügen  müssen.  Wir  wollen 
annehmen,     dass    das    Gleichgewicht 
herstellbar  sei  durch  Flächenkräfte, 
die  gegen  die  Elemente  äo  der  Fläche  Sl 
wirken,  und  dies  sind  die  inneren  oder  molecularen  Druck- 
kräfte, die  man  als  die  Wirkung  des  Raumes  z^'  auf  t'  be- 
trachten kann.    Ist  v  die  Richtung  der  Normale  an  do,  von  x' 


*)  W.  Voigt:  Der  gegenwärtige  Stand  unserer  Kenntnisse  derKrystaU- 
elasticität.  Referat  für  den  internationalen  physikalischen  Congress  in  Paris 
vom  6.  bis  12.  August  1900.    (Göttinger  Nachrichten  1900,  Heft  3.) 
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nach  t"  positiv  gerechnet  (Fig.  10),  so  bezeichnen  wir  den  Druck 
gegen  das  Element  d(o  und  seine  Componenten  mit 

(3)  llt  d(o^      Xrd(o,       IVäci,      Z„d<o^ 

und  dies  sind  die  Kräfte,  die  den  äusseren  Kräften  das  Gleich- 
gewicht halten,  und  die  den  Spanuungszustand  charakterisiren. 

Wir  machen  über  die  inneren  Druckkräfte 
die  Annahme,  dass  sie  vollständig  bestimmt 
seien  durch  den  Ort  des  Elementes  do  und 
durch  die  Richtung  v  seiner  Normalen,  dass 
sie  also  nicht  abhängig  sind  von  der  Grösse 
und  Gestalt  des  Raumes  z\  wenn  dieser  Raum 
t'  nur  so  gewählt  wird,  dass  das  Element  do 
an  seiner  Grenze  liegt,  und  dass  die  Normale 
V  von  r!  nach  aussen  führt. 


§.  60. 
Gleichgewichtsbedingungen. 

Im  Zustande  des  Gleichgewichtes  sind  die  inneren  Druck- 
kräfte an  die  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen  für  einen 
starren  Körper  gebunden;  denn  denken  wir  uns  den  Körper 
x'  erstarrt,  nachdem  er  durch  die  Druckkräfte  (3)  und  die 
äusseren  Kräfte  (1)  ins  Gleichgewicht  gesetzt  ist,  so  wird  da- 
durch ein  bestehendes  Gleichgewicht  nicht  gestört. 

Nun  hat  man  aber,  wenn  an  einem  System  starr  mit  ein- 
ander verbundener  Punkte  Kräfte  angreifen,  sechs  Bedingungen 
des  Gleichgewichts  zu  befriedigen,  die  aus  der  Statik  bekannt 
sind^).  Diese  Bedingungen  lauten,  wenn  a?,  y,  z  die  Coordinaten 
der  AngriflFspunkte,  X,  F,  Z  die  Componenten  der  Kräfte  be- 
deuten : 

ZX  =  0,  2;  (t/Z  —  ^Y)  =  0, 

(1)    HY  =  0,  (2)    2:{zX  —  a;Z)  =  0, 

ZZ  =  0,  2:{xY  —  yX)  =  0. 

Die  drei  Summen  (1)  sind  die  Componenten  der  resul- 
tirenden  Kraft,  und  die  Summen  (2),  wenn  die  resultirende 

^)  Man  findet  diese  Bedingungen  in  jedem  Lehrbuche  der  Mechanik. 
Nach  Lagrange  (mec.  analytique)  sind  sie  zuerst  von  d'Alembert  auf- 
gestellt; man  vergl.  z.  B.  Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte. 
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Kraft  im  Coordinatenanfangspunkt  angreift,  die  Componenten  des 
resultirenden  Drehungsmomentes. 

In  unserem  Falle  sind  die  zu  berücksichtigenden  Kräfte 
einerseits  die  äusseren  Kräfte  p  X,  p  IT,  p  Z,  andererseits  die 
Druckkräfte  X,,  Y,,  Z,  und  die  Suramen  werden  zu  Integralen, 
die  sich  auf  das  Volumen  r'  und  auf  seine  Oberfläche  i^  er- 
strecken. 

So  ergiebt  sich  aus  der  ersten  Gleichung  (1) 

(3)  [gKär'  +  {x.do  =  0, 

wenn  dr'  die  Volumenelemente  von  r',  d(o  die  Oberflächen  de- 
mente von  1^  durchläuft,  und  v  die  nach  aussen  gerichtete  Nor- 
male bedeutet. 

Diese  Formel  wenden  wir  zunächst  an  auf  einen  unendlich 
kleinen  Cylinder  mit  den  beiden  Endflächen  d(o  und  der  un- 
endlich kleinen  Höhe  h.  Ist  dann  n  die  Normale  an  die  Grund- 
fläche d(o  dieses  Cylinders,  in  das  Innere  des  Gylinders  positiv 
gerechnet,  v  die  äussere  Normale  an  die  Peripherie  von  doi,  und 
ds  ein  Element  dieser  Peripherie,  so  ist  hd(o  das  Volumen  des 
Cylinders,  und  der  Ausdruck  (3)  zerfällt  in  folgende  Bestandtheile: 

QXhd(o  +  h  {  X,ds  +  (x_n  +  Xn  +  ^h\d(o, 

und  da  man  hierin  A,  unabhängig  von  do,  unendlich  klein  an- 
nehmen kann,  so  folgt  aus  (3) 

oder  X„  +  X_n  =  0 

(4)  X„  =  -  X_„, 

und  darin  kann  n  jede  beliebige  Richtung  sein. 

Wenn   wir  den  bei    dieser  Betrachtung   benutzten  Cylinder 
an   die  Oberfläche  des  ursprünglich  gegebenen  Raumes  r  legen, 
Fig.  11.  so  haben  auf  der  einen  Grundfläche  die 

Flächenkräfte  die  gegebenen  Werthe 
§.  59  (2),  und  wenn  wir  also  die  nach 
aussen  gerichtete  Normale  an  die  Ober- 
fläche 0  von  r  mit  n  bezeichnen  (Fig.  11),  so 

ist  X  +  X«n  =  0  und  folglich  nach  (4) 

(5)  Xn    =    X. 

An  der  Oberfläche  also  müssen  die  inneren  Druck- 
kräfte mit  den  äusseren  übereinstimmen. 


§.60. 


Gleichgew  ich  tsbedingangen. 
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Wir  wenden  femer  die  Formel  (3)  auf  ein  unendlich  kleines 
Tetraeder  an,  dessen  drei  auf  einander  rechtwinkelige  Kanten,  von 
der  Ecke  aus  gerechnet,  mit  den  positiven  ^  pj^  12 
Coordinatenaxen  parallel  sind.  Ist  d(o  die 
Hypotenusenfläche  dieses  Tetraeders,  und  v 
die  nach  aussen  gerichtete  Normale  an  diese, 
80  sind  die  drei  Kathetenflächen  (Fig.  12): 

d(Ox  =  docos(v,  a;), 
d(Oy  =  äG)Cos(i/,  y), 
d(Og  =  d(ocos(y^  xr), 

und  die  äusseren  Normalen  an  diese  drei  Flächen  fallen  mit  der 
negativen  Xy  j/,  xr- Richtung  zusammen.  Da  nun  hier  wieder,  wenn 
man  das  Tetraeder  unendlich  klein  werden  lässt,  die  äussere 
Kraft  fgXdt  als  mit  dem  Volumen  proportional  unendlich  klein 
von  höherer  Ordnung  wird,  so  ergieht  sich  aus  (3)  mit  Benutzung 
von  (4) 

(6)        Xr  =  Xx  COS  (v,  x)  -f-  Xy  cos  (v,  y)  -j-  X,  cos  (v,  z). 

Diese  Formel  besagt,  dass  X,,  Xy,  X,  die-Componenten  eines 
Vectors  X  sind,  dessen  nach  einer  beliebigen  Richtung  v  genoni- 
mene  Componente  Xv  ist,  und  wenn  man  daher  auf  das  Flächen- 
integral in  (3)  den  Gauss' sehen  Integralsatz  anwendet  (Bd.  I, 
§.  89),  so  folgt 


(7) 


[(pX  +  div.^^dr'  =  0. 


Diese  Formel  muss  nun  für  jeden  beliebigen  Raumtheil  t*  des 
ursprünglichen  Gebietes  r  gelten,  und  dies  führt  zu  den  in  jedem 
Punkte  von  r  gültigen  Bedingungen  des  Gleichgewichts: 


(8) 


pX  +  div.X  =  0. 


Diese  Betrachtung  gilt  auch  für  die  beiden  anderen  Compo- 
nenten,  und  so  erhält  man  aus  (6)  drei  Gleichungen: 

Xr  =  XxCOs{vx)  +  Xy  cos(vt/)  -f"  ^i  cos(yz\ 

(9)  r,  =  r,  cos  (v  x)  4-  Yy  cos  (y  y)  -f-  F,  cos  (y  z), 

Z,  =  Zj,  cos  (v  x)  -f-  Zy  cos  {v  y)  -|-  Z,  cos  {y  e). 

Die  Gleichungen  (8)  lassen  sich  explicite  so  darstellen: 
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(10)  ,r  +  ^  +  ^.  +  ^  =  o, 

und  aus  (5)  erhält  man  die  Oberflächenbedingungen 

Xx  cos  (n  x)  -f-  Xy  cos  (w  y)  -|-  ^«  cos  (n  jbt)  =  X, 

(11)  Yx  cos(wa?)  +  Ty  cos(wy)  +  T,  cos  (n^er)  =  F, 
Zx  cos  (na;)  -f-  Zy  cos(ny)  +  Z,  cos  (nx?)  =  Z, 

worin  n  die  nach  aussen  gerichtete  Normale  bedeutet 

Es  bleiben  fiir  das  Gleichgewicht  noch  die  Bedingungen  (2) 
zu  berücksichtigen.    Die  erste  von  ihnen  ergiebt  für  unseren  Fall 

(12)  fp(yZ— ;9r)dr'+  [(yZ,  —  zT^)dm  =  0. 

Es  folgt  aber  aus  (9),  dass  die  drei  Grössen 

yZx  —  zYx  =  ix, 

(13)  yZy^zYy  =  Ly, 

yZ,  —  zY,  —  L, 

die  Componenten  eines  Vectors  2  sind,  der  in  einer  beliebigen 
Richtung  v  die  Componente 

(14)  yZ^^zY,  =L. 
hat.    Ferner  ergiebt  sich  aus  (10)  : 

-p(yz  _  ;jd  =  ^  +  ^^^  + 1^'  +  r,  -  z, 

^^^  ^        ex     ^     dy     ^    dz     ^  ^ 

=  diva  +  Y,  —  Zy; 

hiernach  folgt  aus  (12): 

jdivSdr'  —  ji^do  =  \{Zy  —  Y.)dt' 
und  mithin  nach  dem  Gauss^schen  Integralsatz: 


1 


{Zy—  r,)dr'  =  0. 


Da   diese  Gleichung  wieder   für  jeden    beliebigen    Raum  t 
gelten  soll,  so  muss  überall 
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(15)  z,  =  r, 

und  ebenso 

(16)  Xg  =  Zx^  Yx  =  Xy 

sein  1). 

Um  also  den  Zustand,  der  durch  die  gegebenen  äusseren 
Kräfte  hervorgerufen  wird,  vollständig  zu  bestimmen,  hat  man 
die  Eenntniss  von  sechs  Ortsiunctionen 

^xi      Zy  =  y,, 

Yy,  Xg     ==     Zx-, 

Ar»  Yx    =     Xy 

nöthig,  die  für  das  Gleichgewicht  noch  an  die  DiflFerential- 
gleichungen  (10)  mit  den  ürenzbedingungen  (11)  gebunden  sind. 
Diese  Bedingungen  reichen  aber,  wie  es  ja  auch  bei  der  Mannig- 
faltigkeit der  hierin  enthaltenen  Probleme  nothwendig  ist,  zur 
Bestimmung  der  unbestimmten  Functionen  nicht  aus.  Die  weiteren 
Bestimmungsgleichungen  drücken  die  Besonderheit  des  gerade 
vorliegenden  Problems  aus,  und  können  nur  aus  physikalischen 
Thatsachen  abgeleitet  werden. 

Aus  den  Bedingungen  des  Gleichgewichts  können  wir  aber 
ohne  Schwierigkeit  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  mit 
Hülfe  des  d'Alembert'schen  Princips  ableiten,  indem  wir  an 
Stelle  der  beschleunigenden  Kräfte  X,  F,  Z  setzen  X  —  x"^ 
Y  —  y"^  Z  —  ^',  wenn  x",  y",  z"  die  Beschleunigungen  der  Stelle 
a:,  y,  jer  bedeuten.  Hiernach  gelten  alle  unsere  Gleichungen  (4), 
(5),  (6),  (15),  (16)  auch  für  den  Fall  der  Bewegung,  und  nur  die 
Gleichungen  (10)  werden  für  den  Fall  der  Bewegung  modificirt. 

§.  61. 
Die  elastische  Deformation. 

Bei  einem  elastischen  Körper  werden  die  inneren  Druck- 
kräfte hervorgerufen  durch  die  Deformation,  die  unter  dem  Ein- 

^)  Die  Annahmen,  die  wir  gemacht  haben,  sind  nicht  aasreichend  zur 
Erklärung  aller  Erscheinungen  der  Erystallelasticität.  Wenn  die  Be- 
dingungen (15),  (16)  nicht  befriedigt  sind,  so  muss  man  ausser  den  inneren 
Druckkräften  noch  andere  moleculare  Kräfte  annehmen,  die  man  als  innere 
Drehungsmomente  bezeichnen  kann  (vergl.  den  Bericht  von  W.  Voigt, 
Göttinger  Nachrichten  1900).  Dem  ganzen  Plane  des  vorliegenden  Werkes 
entsprechend  dehnen  wir  unsere  Betrachtungen  nicht  auf  solche  Fälle  aus. 
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fluss  der  äusseren  Kräfte  emgetreten  ist.  Wir  unterscheiden  den 
natürlichen  Zustand  des  Körpers,  der  ohne  die  Einwirkung 
äusserer  Kräfte  besteht,  in  dem  auch  keine  inneren  Kräfte  vor- 
handen sind,  von  dem  deformirten  Zustande. 

Ein  beliebiger  Punkt  m  des  Körpers  habe  in  dem  natür- 
lichen Zustande  die  Coordinaten 

X,  y,  Zy  (m) 

und  ein  Punkt  fi  seiner  Umgebung  habe  die  (Koordinaten 

worin  £,  i},  S  ^^s  unendlich  kleine  Grössen  erster  Ordnung  zu 
betrachten  sind. 

Wenn  nun  bei  der  Deformation  der  Punkt  m  eine  Verschie- 
bung erleidet,  deren  Componenten  mit  u,  v,  to  bezeichnet  werden, 
durch  die  x^  y,  e  in  x\  y\  z*  übergehen,  so  ist 

(1)  xf  =  X'\'U,    y'  =  y  +  t?,    z'  z=  0  J^w, 

und  w,  y,  w  sind  Functionen  von  a;,  t/,  s. 

Der  Punkt  fi  hat  also  eine  Verschiebung  erfahren,  deren 
Componenten 

""^  dx^^  dy"^^  dz^' 
,    dv   .     ,    dv        ,     dv  . 
''+8^^  +  87  ^^+87^' 

sind,  und  wenn  wir  also  die  relativen  Coordinaten  von  fi  in  Be- 
zug auf  m  nach  eingetretener  Deformation  mit  {'  ij',  g'  bezeichnen, 
so  ist 

ex  cy  cz 

(^)  '■  =  , +  1^1+1^, +  |^s. 

ex  öy  öz 

Die  hierdurch  dargestellte  infinitesimale  Deformation  wird 
nun  nach  Bd.  I,  §.  84  in  zwei  andere  zerlegt,  von  denen  die 
eine    eine    Drehung,    die    andere    eine   Dehnung    ist.      Die 
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Dehnung,  die  Hier  allein  in  Betracht  kommt,  wird  nach  Bd.  I, 
§.  84  (3)  und  (5)  durch  die  Formeln  dargestellt: 

Die  elastischen  Druckkräfte  sind  nur  Functionen  der  rela- 
tiven Verschiebungen  der  Theilchen,  und  sind  also  unabhängig 
von  der  Drehung,  bei  der  sich  die  Umgebung  des  Punktes  m  wie 
ein  starrer  Körper  bewegt.  Nach  (3)  sind  also  diese  Druckkräfte 
Functionen  von  den  folgenden  sechs  Variabein: 

du  8i(;    ■    dv 

ex  oy        cz 

.y^  dv  du  _.dw 

dw  dv  ^^  du 

^'  —  ä7'        ""^^  -  ^'  -  ä^  +  g^' 

Die  Verschiebungen  m,  v,  m;  sind  hierin  beliebige  stetige 
Functionen  von  x,  y,  z,  die  als  Componenten  eines  Vectors  U 
betrachtet  werden  können.  In  der  Folge  werden  wir  sie.  als  un- 
endlich kleine  Grössen  betrachten,  d.  h.  wir  nehmen  sie  mit 
einem  constanten  Factor  multiplicirt  an,  dessen  höhere  Potenzen 
gegen  die  erste  vernachlässigt  werden  dürfen.  Damit  verzichten 
wir  auf  eine  allgemeine  Behandlung,  und  erhalten  Resultate,  die 
mit  den  Thatsachen  nur  angenähert  übereinstimmen  können. 

Diese  Voraussetzung  führt  zu  der  Grundannahme  der  Elasti- 
citätstheorie ,  dass  die  sechs  Componenten  des  inneren 
Druckes  Xj;,  Yy,  Z^,  Yg,  Zxt  Xy  lineare  homogene  Func- 
tionen der  sechs  Variabein  Xj^y  yy^  Zg^  t/„  Zjc^  Xy  sind. 

In  den  Ausdrücken  dieser  sechs  Componenten  durch  die 
sechs  Variablen  Xx,  .  .  .  würden  also  36  Constanten  eingehen,  die 
von  der  Natur  der  Substanz  abhängig  sind.  Die  Zahl  dieser 
Constanten  vermindert  sich  aber  sehr  beträchtlich  durch  einige 
weitere  Annahmen. 
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Die  Variablen  Xx^  y^p  ^n  Vm^  ^xi  ^y  sind  immer  dann  und  auch 
nur  dann  gleich  Null,  wenn  u,  t;,  w  von  der  Form  sind: 

u  =  a  —  Ty  -\-  qz^ 
(5)  V  =  b  — p^  -\-  rx^ 

w  =  c  ^  qx-\- py, 

worin  a,  b,  c,  j>,  g,  r  Constanten  sind,  d.  h.  wenn  u^  v^  w  solche 
Verschiebungen  sind,  wie  sie  ein  starrer  Körper  ausfuhren  kann. 


§.  62. 
Die  Energie. 

Wir  haben  oben  gesehen,  dass  wir  die  a;-Componente  des 
inneren  Druckes  gegen  ein  Element  mit  der  Normalen  v  durch 
einen  Vector  X  darstellen  können.  Grenzen  wir  ein  Volumen  x 
des  elastisch  deformirten  Körpers  ab,  so  ist  die  a;-Componente 
der  Kraft,  die  aus  den  gegen  die  Oberfläche  dieses  Volumens 
wirkenden  Druckkräften  resultirt,  nach  dem  Gauss' sehen  Satze 
(Bd.  I,  §.  89) 

I  Xn  do    •=    I  divXdr, 

wenn  n  die  nach  aussen  gerichtete  Normale  ist,  und  es  ist  also 

(1)  div.Xdr 

die  auf  das  Element  dt  wirkende  moleculare  Druckkraft  in  der 
a?-Richtung.  Diese  Druckkraft  ist  hervorgerufen  durch  den  Ver- 
schiebungsvector  U,  der  seinerseits  eine  Folge  der  äusseren  be- 
schleunigenden Kräfte  und  Druckkräfte  ist,  und  diese  äusseren 
Kräfte  haben  bei  der  Verschiebung  U  gegen  die  inneren  Kräfte 
eine  gewisse  Arbeit  geleistet,  die  wir  bestimmen  müssen. 

Wir  denken  uns  einen  neuen  Verschiebungsvector  U'  mit  den 
Coraponenten  m',  i;',  u?'.  Dieser  wird  an  dem  Element  dt  nur 
mit  Aufwand  einer  gewissen  Arbeitsgrösse  dT'  gegen  die  ^ole- 
cularen  Kräfte  vollzogen  werden  können,  und  diese  Arbeit  ist, 
wenn  wir  mit  .^,  ?),  3  die  Vectoren  der  drei  Druckcomponenten 
bezeichnen,  nach  (1) 

(2)  d  r  =  —  (tt'  div  X  +  v'  div  ?)  +  w'  div  3)  dt. 
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Nun  ist  aber 

id  hieraus  mit  Benutzung  der  Bezeichnung  §.  61  (4)  und  mit 
icksicht  auf  die  Relationen  Xy  =  F,  ...  [§.  60  (15),  (16)]: 

)    u'divX  +  v'div?)  +  w'diyQ  =  div(u'3e  +  t;'3)  +  w'S) 

—     XxOC^X    XyXy    XgXg    —      Yytfy    Ygifg    Zg  Z\, 

Führen  wir  also  die  Bezeichnung  ein: 

)  i^(U.    UO     =      X^X',    +     XyX'y    +     XgX\, 

.nn  wird  nach  (2) 

)      dV  =  —  div(ti'3e  +  t/?)  +  u;'3)  dx  +  -F(U,  U')  dr, . 

id  wenn  wir  diesen  Ausdruck  über  den  Raum  r  integriren,  so 
halten  wir  mit  abermaliger  Anwendung  des  Gauss'schen 
tegralsatzes,  wenn  do  die  Oberflächenelemente  von  t,  und  n 
3  nach  aussen  gerichtete  Normale  an  äo  bedeutet,  für  die 
sammte  Arbeit  der  Verschiebung  U'  gegen  die  elastischen  Kräfte: 

)       r  =  —  j(u'  X,  -^v'Y^-Y  t^'Zn)do  +  JF(U,U')dr, 

er  nach  §.  60  (5): 

)       T'  =  —  [(Xi*'  +  Yv'  +  Zw')do  +  [ F(U,  U')  dr. 

Dieser  Ausdruck  stellt  den  Zuwachs  an  potentieller 
lergie  dar,  der  in  dem  elastischen  Körper  durch  die  Ver- 
hiebung U'  bewirkt  wird. 

Darin  ist  das  Oberflächenintegral  die  gegen  die  äusseren 
*uckkräfte  geleistete  Arbeit,  und  das  Raumintegral  in  (7)  ist 
3  im  Inneren  von  r  enthaltene  Energiemenge.  Wir  können 
50  die  Function  JP(U,  U')  definiren  als  die  auf  die  Volumen- 
nheit  bezogene,  an  der  Stelle  rc,  y,  z  vorhandene  und 
irch  die  nach  einander  ausgeführten  Verschiebungen 
U'  aufgehäufte  elastische  Energie. 
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Die  Function  -F(U,  U')  ist  nach  der  Voraussetzung,  die  wir 
über  die  X,  ...  gemacht  haben,  eine  bilineare  Function  der 
beiden  Reihen  von  je  sechs  Variabein: 

•Qx  ^«1   Vy^  ^Mi  y*i  ^xi  ^y? 

^xi   Vy^   ^ii  Vny   ^an   ^y-, 

und  eine  solche  Function  hat  im  Allgemeinen  36  constante  Coeffi- 
cienten.    Wir  machen  aber  jetzt  die  fernere  Annahme 

(9)  F(U.  U')   =   F(U',  U), 

d.  h.  wir  nehmen  an,  dass  die  durch  die  beiden  Vectoren  U  und 
U'  erzeugte  Energie  von  der  Reihenfolge  unabhängig  sei, 
in  der  diese  Verschiebungen  ausgeführt  werden.  Wollten  wir 
diese  Annahme  nicht  machen,  so  würde,  wenn  man  die  Verschie- 
bungen U,  U',  — U,  — U'  nach  einander  ausführt,  der  elastische 
Körper  zwar  wieder  in  seine  ursprüngliche  Lage  zurückgekehrt 
sein,  und  es  wäre  also,  wenn  wir  die  äusseren  Kräfte  als  un- 
veränderliche Functionen  des  Ortes  ansehen,  gegen  diese  Kräfte 
keine  Arbeit  geleistet,  und  doch  wäre  Energie  gewonnen  oder  ver- 
loren i).    Dies  nehmen  wir  nicht  an. 

Um  die  Folgerungen  aus  der  Relation  (9)  deutlich  zu  über- 
sehen, wollen  wir  für  den  Augenblick  die  Variabein  (8)  mit  a:,-, 
xi  bezeichnen,  und  i  und  h  von  1  bis  6  gehen  lassen.  Es  ist 
dann 

(10)  i^(U,  U')  =^ai,icXiXu, 

worin  die  a,-,k  constante  Coefficienten  sind,  zwischen  denen  nach 
(9)  die  Beziehung 

besteht.      Führen    wir    also    eine    homogene    Function    zweiten 

Grades  ein: 

»\k 

(11)  F(U,  U)  =  F{x,x^  ...  a:,)  =  ^  ai^KXiXi,, 
so  ergiebt  sich 

(12)  F{\\AV)  =  ]^^r{x^)xu. 
und  folglich,  in  der  früheren  Bezeichnung: 


*)  Ein  derartiges  Verbalten  könnte  möglicherweise  zu  berücksichtigen 
Bein  bei  den  Erscheinungen  der  sogenannten  elastischen  Nachwirkung. 
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und  hierin  kommen  nur  die  21  Coefficienten  der  Function  (10)  vor. 
Um  die  Bedeutung  der  Function  F  zu  erkennen,  setzen  wir 
die  Verschiebung  U  aus  den  Differentialen  all  zusammen,  und 
nehmen  U'  =  dU;  es  ist  dann  nach  (12) 

(U)  F(U,dU)    =   ^dF(U,U), 

und  daraus  ergiebt  sich  durch  Integration  in  Bezug  auf  dU 

(15)  dT=iF(x^,  yy,  z,,  t/„  z^,  Xy)dx  =  \Fdt 

für  die  im  Volumen element  dt  enthaltene  Energiemenge,  die 
durch  die  Verschiebung  U  aus  dem  natürlichen  Zustande  erzeugt 
ist.  Diese  Function  betrachten  wir  als  das  Maass  für  die 
elastische  Spannung,  die  an  der  Stelle  x^  y,  z  stattfindet 

Die  Function  Fmuss  eine  wesentlich  positive  Function 
sein,  sie  kann  also  für  kein  reelles  Werthsystem  der  Variablen 
einen  negativen  Werth  erhalten,  und  für  kein  von  Null  ver- 
schiedenes Werthsystem  der  Variabein  verschwinden  i). 

Denn  wenn  die  äusseren  Kräfte  alle  Null  sind,  so  ist  der 
natürliche  Zustand  des  Körpers,  bei  dem  alle  Variablen  rr«,  iTy..., 
und  also  auch  jP,  verschwinden,  der  Gleichgewichtszustand. 
Könnte  F  negative  Werthe  annehmen,  so  müsste  ein  Verschie- 
bungssystem existiren,  bei  dem  die  potentielle  Energie  noch  ver- 
kleinert würde,  und  der  natürliche  Zustand  wäre  also  kein 
stabiler  Gleichgewichtszustand  (Bd.  I,  §.  121). 

Dass  aber  die  Function  F  für  kein  von  Null  verschiedenes 
Werthsystem  der  Variablen  verschwinden  soll,  besagt,  dass  keine 
Verschiebung  aus  dem  natürlichen  Zustande,  bei  dem 
die  relative  Lage  der  Theilchen  geändert  wird,  ohne 
Arbeitsleistung  möglich  sein  soll^). 

^)  £iiie  homogene  quadratische  Function  von  n  Variablen  läset  sich 
auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  als  eine  Summe  von  höchstens  n 
positiven  oder  negativen  Quadraten  von  einander  unabhängiger  linearer 
Functionen  der  Variablen  darstellen.  Die  Anzahl  der  positiven  und  der 
negativen  anter  diesen  Quadraten  ist  bei  einer  und  derselben  Function  bei 
allen  diesen  Darstellungen  dieselbe.  Die  Function  heisst  wesentlich  positiv, 
wenn  die  Anzahl  der  positiven  Quadrate  =  n  ist.  Weber,  Lehrbuch  der 
Algebra,  2.  Aufl.,  Braunschweig  1898,  S.  212. 

')  Bei  reibungslosen  idealen  Flüssigkeiten  ist  die  Sache  anders.  Bei 
diesen  ist,  wie  man  annimmt,  jede  Verschiebung,  die  keine  Volumänderung 
zur  Folge  hat,  ohne  Energieverbrauch  ausführbar. 

Biemann-Weber,   Partielle  Differentialgleiohungeii.    II.  || 
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§.  63. 
Bedingungen  des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung. 

Die  21  Constanten  der  Function  F  muss  man  sich  durch 
Beobachtungen  für  jede  Substanz  besonders  bestimmt  denken, 
und  dann  stellen  sich  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  und 
der  Bewegung  als  partielle  Differentialgleichungen  für  die  drei 
Functionen  t*,  v,  t(;  dar.  Diese  hängen  von  den  Coordinaten  z^ 
j/,  s  und  von  der  Zeit  t  ab,  und  die  Beschleunigungen  sind 

.  88_u      82j;      g^ 

Zunächst  ergeben  sich  nach  §.  60  die  drei  allgemeinen  Diffe- 
rentialgleichungen : 

woraus  man  die  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  erhält,  wenn 
man  u,  t;,  w  von  der  Zeit  unabhängig,  also  die  Beschleunigungen 
gleich  Null  annimmt. 

Unter  Umständen  können  noch  andere  Bedingungen  hinzu- 
treten, durch  die  diese  Gleichungen  modificirt  werden.  So  hat 
Fresnel  zur  Erklärung  der  optischen  Erscheinungen  in  Kry- 
stallen  die  Annahme  gemacht,  dass  die  Schwingungen  des  Licht- 
äthers ohne  Volumänderung  vor  sich  gehen,  dass  also  der  Aether 
incompressibel  sei.  Dann  muss  divU  =  0  sein,  und  es  besteht 
also  für  diese  Verschiebungen  i*,  v,  w^  wenn  wir  zur  Abkürzung 

^       du       'dv       'dw 
dx    ^    dy    ^    dz 

setzen,  die  Bedingung  0  =  0.  Dann  treten  zu  den  Gleichungen 
(2)  noch  die  Glieder  hinzu: 

dS         de         d@ 

worin  A  ein  unbestimmter  Coefficient  ist,  zu  dessen  Bestimmung 
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die  Bedingung  0  =  0  dient.  Dies  wollen  wir  aber  hier  nicht 
weiter  berücksichtigen. 

Zu  den  Gleichungen  (2)  treten  noch  die  Grenzbedingungen 
für  den  Oberflächendruck: 

(3)  x,  =  x,   rn  =  r,  z^  =  z, 

und  für  den  Fall  der  Bewegung  die  Bedingungen  für  den  An- 
fangszustand, die  darin  bestehen,  dass  für  einen  Augenblick  ^  =  0 

,..  9t«     Sv     9«; 

(4)  «,    t;,    «;,     g^,    ^,    ^ 

als  Functionen  des  Ortes  gegeben  sind. 

§.  64. 
Eindeutigkeit  der  Lösung. 

Wenn  wir  für  den  Vector  U'  die  in  dem  Zeitelement  wirklich 
eintretende  Verschiebung  setzen,  also 

^  ^  dt  dt  ot 

setzen,  so  wird  wegen  §.  62  (14) 

(2)  FQl,Vi')=y^^f^'^^dt, 

und  durch  Integration  über  den  Raum  r 

(3)  JFiVL,\l')dt  =  i^dt, 

worin  T  wie  im  §.  62  (15)  die  durch  die  Verschiebung  U  her- 
vorgerufene potentielle  Energie  der  elastischen  Spannung  ist. 
Multiplidren  wir  die  Gleichungen  §.  63  (2)  mit  u'  d  t,  v'  d  r, 
«</dr,  addiren  sie  und  integriren  über  den  Raum  r,  so  ergiebt 
sich,  wenn  wir 

setzen,  so  dass  Tq  die  kinetische  Energie  (lebendige  Kraft)  des 
Systems  ist,  und  wenn  wir  noch  beachten,  dass  gdr  als  die 
Masse  des  Elementes  dr  von  t  unabhängig  ist: 

11* 
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(5)  [  Q  (Xu'  -f  Tv'  +  Zw')  dt  = 


dT» 


dt  —  [(«'divX  +  r'div?)  +  M;'div3)dr. 


dt 
Nach  §.  62  (2)  ist  aber 

2"  =  —  [(«'divX  +  r'div?)  +  u/diyS)dt 

die  Arbeit  der  Verschiebung  U',  die  nach  §.  62  (7)  auch  gleich 

—  {(Xu'  +  Fv'  +  Zw')do  +  f  F{\X,  U')  dT, 

und  nach  (3) 

==  —  f(Xtt'  4-  rt/+  Zw')do  +^dT 

ist    Es  ergiebt  sich  alsa  aus  (5) 

(6)  ^^^'dt^  ^^  = 

[p(Xi*'  +  Yv'  +  Zi(;')dr  +  [(Xu'  +  Tv'  +  ^w')  do. 
Es  ist  endlich 

(7)  {Q{Xu'+Yv'  +  Zw')dt-^{(Xu'+Yv''\-Zu/)do  =  Adt 

die  in  dem  Zeitelement  d  t  bei  der  wirklich  eintretenden  Be- 
wegung von  den  äusseren  Volumen-  und  Flächenkräften  geleistete 
Arbeit  und  demnach  ergiebt  sich  aus  (6) 

(8,  A = layis. 

d.  h.  die  Arbeit  der  äusseren  Kräfte  ist  gleich  der  Ver- 
mehrung der  gesammten  potentiellen  und  kinetischen 
Energie. 

1.  Hieraus  aber  ergiebt  sich  sofort  der  Satz,  dass 
die  Differentialgleichungen  für  die  elastischen 
Bewegungen  mit  ihren  Grenz-  und  Anfangsbedin- 
gungen, wenn  die  äusseren  Kräfte  gegeben  sind, 
nur  eine  einzige  Lösung  zulassen« 

Denn  sind  u^,  v^^  w^  und  U2,  ^3,  w^  zwei  Lösungen  desselben 
elastischen  Problems,  so  sind 
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U  =  Ui  —  14,,      t?  =  V,  —  V,,      W  =  Wi  —  W?a 

gleichfalls  Lösungen  eines  elastischen  Problems,  bei  dem  aber 

die  äusseren  Kräfte  X^  F,  Z,  X,  Y,  Z  alle  gleich  Null  sind,  und 
bei  dem  auch  die  Anfangswerthe  §.  63  (4)  alle  verschwinden.  Für 
dieses  Problem  ist  also  nach  (7)  die  Arbeit  ^  =  0  und  folglich 
ist  die  Energie  Tq  -}-  T  von  der  Zeit  unabhängig,  und  da  sie  am 
Anfang  gleich  Null  ist,  so  ist  sie  überhaupt  gleich  Null.  Dies  ist 
nur  möglich,  wenn  Tq  und  T  einzeln  verschwinden.  Das  Ver- 
schwinden von  Tq  ist  aber  nur  möglich,  wenn  die  Geschwindig- 
keiten 

du/dt,        dv/dt,        dw/di 

gleich  Null,  also  u^  v^  w  von  der  Zeit  unabhängig  sind.  Das 
Verschwinden  von  T  erfordert,  dass  die  sechs  Grössen 

^x»      Vy^      ^*i      y*i      ^ari      ^y 

gleich  Null  sind,  und  daher  u,  t;,  w  die  Form  §.61  (5)  haben. 

Die  Verschiebungen  ti^,  Vi,  Wi  unterscheiden  sich  also  von 
den  Ua,  t;2,  w^  nur  um  Grössen,  die  die  Verschiebung  eines  starren 
Körpers  ausdrücken,  und  um  die  Functionen  u,  i;,  to  vollständig 
zu  bestimmen,  müssen  also  noch  Gleichungen  zur  Bestimmung  von 
Constanten  hinzukommen,  die  ausreichend  sind,  um  die  Lage 
eines  starren  Körpers  zu  bestimmen. 

Für  den  Fall  des  Gleichgewichtes  führt  eine  ähnliche 
Betrachtung  zum  Ziele.  In  diesem  Fall  sind  die  u,  f,  w  als 
Functionen  von  rr,  y,  z  unabhängig  von  t  zu  bestimmen  aus  den 
Gleichungen : 

p  X  -|-  div  .^  =  0, 

(9)  QY+diy^J  =  0, 

qZ  +div3  =  0, 

mit  den  Grenzbedingungen 

(10)  Xn=X,     Yn=Y,    Zn  =  Z 

Haben  diese  Gleichungen  zwei  verschiedene  Lösungen  %,  Vi, 
tc^i  und  Uj,  V],  U7s,  so  genügen  die  Differenzen 

(11)  U  =  1*1  —  Ug,      V  =  Vi  —  Vj,      w  =  Wi  —  w^ 

den  Gleichungen 

div3e  =  0,    div?)  =  0,    div3  =  0 

mit  den  Grenzbedingungen,  dass  an  der  Oberfläche  2^,  Y»,  Zn 
gleich  Null  sein  sollen.    Daraus  aber  ergiebt  sich  nach  §.  62  (2), 
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dass  d  T'  für  jeden  beliebigen  Yerschiebungsvector  U'  gleich 
Null  ist,  also  nach  §.  62  (7) 

(12)  f  (u'  X  +  ^Y-^Mo'Z)do  -  j  F(U,  U')  ix  =  0. 

jSetzt  man  hierin  u'  =  w,  v'  =  v,  w'  =  u;  und  beachtet,  dass 
X,  F,  Z  verschwinden,  so  folgt 

(13)  i^(U,U)  =  0, 

also  Xx  =  0,  j/y  =  0,  Zt  =  0,  y,  =  0,  ff«  =  0,  Xy  =  0,  woraus 
wieder  zu  schliessen  ist,  dass  ti,  t;,  u;  die  Ausdrücke  für  die  Ver- 
schiebung der  Punkte  eines  starren  Körpers  sind. 

Derselbe  Schluss  kann  aber  auch  gemacht  werden,  wenn  an 
der  Oberfläche  nicht  die  Druckkräfte,  sondern  die  Verschie- 
bungen u,  f,  w  gegeben  sind.  Auch  dadurch  ist  die  Lösung 
des  Problems  eindeutig  bestimmt. 

Denn  wenn  unter  d\eser  Voraussetzung  zwei  Lösungen  «i, 
t?i,  vi>y\  t*2i  t'ai  ^8  vorhanden  wären,  so  wären  die  Differenzen  (11 J 
an  der  Oberfläche  gleich  Null,  und  in  (12)  würde  für  w'  =r  u, 
v'  =  v,  u;'  =  u;  das  Flächenintegral  gleich  Null.  Es  würde  also 
wieder  die  Gleichung  (13)  erfüllt  sein  müssen.  Und  derselbe 
Schluss  kann  auch  unter  der  allgemeineren  Voraussetzung  ge- 
macht werden,  dass  an  der  Oberfläche  überall 

tiX  +  vF+M^Z 
verschwindet. 

2.  Es  folgt  hieraus,  dass  die  Lösung  des  statischen 
Problems  eindeutig  bestimmt  ist,  wenn  an  der 
Oberfläche  von  den  drei  Grössenpaaren 

X,  w,       F,  t;,      Z,  w 

je  eine  Grösse  gegeben  ist. 

§.  65. 
Isotrope  Körper. 

Die  Ausdrücke  für  die  molecularen  Drucke  durch  die  Ver- 
schiebungen vereinfachen  sich  wesentlich,  wenn  wir  noch  gewisse 
Voraussetzungen  über  die  Symmetrie  des  Körpers  hinzunehmen. 
Es  genügt  dazu,  nach  §.  r>2  (13)  die  quadratische  Function  f 
als  Function  der  Variablen 
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,    dw 
"^  dy' 
.  _  -  -  _^^    ,du 

,    d_v 
"^  dx 
darzustellen. 

1.  Wir  machen  zunächst  die  Annahme,  dass  der 
Körper  sich  in  je  zwei  entgegengesetzten  Rich- 
tungen in  elastischer  Beziehung  gleichartig  ver- 
halte, oder,  wie  wir  sagen  wollen,  dass  zwei  ent- 
gegengesetzte Richtungen  gleichwerthig  seien. 

Wenn  dann  ein  neues  Coordinatensystem  eingeführt  wird,  in 
dem  die  x-Axe  die  entgegengesetzte  Richtung  erhält,  so  ist  u 
und  X  durch  —  u,  —  a;  zu  ersetzen ,  und  die  Function  F  muss 
also  bei  den  Zeichenänderungen 

^«?         Vy         ^M)         Vh         ^X^         Xy^ 

^x?      Vyi      ^/»      y«9  ^xi  Xy 

ungeändert  bleiben. 

Es  fehlen  also  in  der  Function  F  die  Glieder  mit 

Xx^xi      ^xXy^      Vy^xi      yy*^y>      ^i^x,      ^n^yi      Vm^xi      Vs^yt 

und  wenn  man  der  ^-Axe  und  der  ^-Axe  die  entgegengesetzte 
Richtung  giebt,  fallen  noch  weitere  entsprechende  Glieder  her- 
aus, und  in  F  bleiben  also  in  Folge  dieser  einen  Annahme  nur 
die  Glieder 

^Xf  Vyi  ^xt 

(2)  Vyßz,        ZtX^,        X^lly, 

y*t  ^Xt  Xy, 

Durch  die  Annahme  1.  reduciren  sich  also  die  21  Constanten 
der  Function  F  bereits  auf  9. 

2.  Wir  machen  ferner  die  Annahme,  dass  die  drei 
Axen  X,  y,  z  gleichwerthig  seien. 

Daraus  folgt,   dass  je  drei  Glieder  von  F^   die    in   (2)  in 

einer  Reihe  stehen,  denselben  Coefficienten  haben,  wodurch  die 

Zahl  der  Constanten  auf  drei  reducirt  ist,  und  die  Function  F 

erhält,  wenn  diese  Constanten  mit  x,  A,  fi  bezeichnet  sind,  die 
1?^ 
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(3)  2F=  x(a;J  +  y »  +  ^J)  +  2X(y^e,  +  z.x^  +  x^yy) 

+  ;*(»? +  'I  +  ^J), 

und  für  die  inneren  Druckcomponenten  ergiebt  sich  nach  §.  62  (13): 

(4)  Ty  =  Aa:,  4- xyy  +  A;8r„         Z^:  =  (iJSx, 

Zg    -=    kXx    -\-    i'Vy     -\-    y'Zgt  Xy    r=    flXy. 

Die  drei  Constanten  x,  A,  fi  lassen  sich  aber  auf  zwei  re- 
duciren  durch  die  dritte  Annahme: 

3.  dass  überhaupt  alle  Richtungen  in  dem  elasti- 
schen Körper  gleichwerthig  seien,  dass  also  der 
Körper  isotrop  sei. 

Dazu  ist  erforderlich,  dass  die  Ausdrücke  (4)  ihre  Form 
nicht  ändern,  wenn  man  zu  einem  neuen  rechtwinkligen  Go- 
ordinatensystem  übergeht. 

Es  seien  also  x\  y\  z*  die  Coordinaten  eines  Punktes  in  dem 
neuen  System,  das  mit  dem  ursprünglichen  durch  die  Formeln 
zusammenhänge : 

x'  =  a^x  -\-  a^y  -\-  a^z,    x  =  aixf  -}-  b^y'  -\-  Ciz', 

(5)  y'  =  bix-irbay  -\-bsZ,    y  =  (h^  +  ^iy'  -i-  ^^> 

z'  =  CiX  +  c^y  +  CsZ,     z  =  a^x^  +  b^y'  -j-  c^z', 

und  die  Coef&cienten  ai,  o,,  a^ ...  sind  darin  den  aus  der  analyti- 
schen Geometrie  bekannten  Relationen  unterworfen,  die  wir  nicht 
hierher  zu  setzen  brauchen. 

Nach  §.  60  (9)  haben  wir  zunächst 

Xgj  =  ötj  2Lx  -p  ö^a  -^y  ~|~  (H  -^«1 

(6)  T^  =  aiYx  +  a,Yy  +  a^  F,, 

Zx'  =  Gl  Zx  -{-  a^  Zy  -[-  tta  Zx^ 

und  wenn  wir  hieraus  die  Componenten  nach  den  Richtungen 
xf^  yf,  s/  bilden: 

Y^  =  b,Xx'-\'b,Yx^-{-b,Zx', 
oder  da  Zy  =  Yg  etc.  ist: 

(7)  X;.  =  a?  Xx  +  aj  Yy  +  afZ, 

-f-  2  «2  0^3  r*  -|-  2  Oa  ai  Zr  +  2  aj  Oj  Xy, 

(8)  Yx'  =  tti  ij  Xx  4-  aj  Ja  Fy  +  «3  63  Zg 

+  (02  63  +  *2  «3)  y*  +  (öh  *i  +  b\  (h)Zx  +  (fli  6i  +  ii  a»)  Xy, 
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und  hieraus  kann  man  die  übrigen  Componenten  durch  cyklische 
Vertauschungen  leicht  ableiten. 
Ebenso  ist  nun: 

u'  =  aiU  -^  a^v  -\-  a^w^ 
und  daraus 

du'       du'        ,    du'        ,    du' 

,  /8v    ,    8m;\    ,  /dw   ,   8w\   ,  /8ti   ,   8t;\ 

+  "»"»  V8l  + 8^;  +  ^'^^  fe+87)  +  ^»^  fe  +  8^) 
oder 

mind  ähnlich: 

(10)  y,'  =  2  ttj  Ji  a;,  +  2  a,  6a  j/y  +  2  03  63  ;8r, 

+  («a  fts  +  *a  «3) y*  H-  («3  ii  +  ^3  «i) ^x  +  («1  fta  +  ^i  03)0?^  1). 

Wenn  wir  nun  die  Ausdrücke  (4)  in  (8)  substituiren,  so  er- 
liält  das  Glied  mit  Xg  in  Y^  den  Coefficienten 

(mit  Hülfe  der   bekannten  Relation   a^  bi  -\-  a^bi  -{-  (hh  =  ö), 
xind  es  ergiebt  sich 

Yx'  =  (k  —  X) (Ol  61  Xa;  +  aa  6,yy  +  ag  63  ir,) 
+  f*[(ö4*8  +  «362)2/*  +  («3^  +  «i^s)^*  +  (ö4*a  +  h(^i)^yl 


^)  Man  kann  diese  Transformationen  in  folgender  Regel  zusammen- 
fassen:   Man  bilde  nach  (5)  die  Producte 

^\    y,    ^*.    y'^'.    ^'^y    jCt/i 
aus  diesen  erhält  man 

^x'j      Yy'i      ^M'i      ^x'i     ^afi     ^tfy 

a:',    /,    -?',      y^i    -3^^»    ^y» 


-wenn  man 
dnrch 

ersetzt,  and 
wenn  man 
durch 

ersetzt. 


^xf*      ^y»       ^t*»      ä^**»       a  ^«''       2^y" 

aj*»      y'i      ^*,        2/ -2',     zx,      xy 
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und  mit  Hülfe  von  (10) 

^0/  =  ftj/x'  +  (x  —  A  —  2^)(ai6ia:,  -f  Oaftjj/y  +  a^b^JS,). 
Nach  der  Voraussetzung  3.  müsste  aber 

sein,  und  daraus  folgt  die  Relation 

(11)  X  =  A  +  2^. 

Hiernach  ergeben  sich  für  die  Componenten  des  molecularen 
Druckes,  wenn  wir  zur  Abkürzung 

(12)  0  =  divU  =  5 hö-'  +  Q— 

ox    ^    dy    ^    d  js 

setzen,  aus  (4)  die  Ausdrücke 

(13)        r,  =  A0  +  2^^,       z,  =  ^(-  +  ^), 

Es  ist  daher 

(14)  divi  =  — ^  ^r-^  +  — 


wenn  wie  früher 


(15)  ^^  =  8^  +  ai;i  +  ä^ 

gesetzt  ist.  Demnach  ergeben  sich  die  Differentialgleichungen 
für  die  Bewegung  eines  isotropen  elastischen  Körpers  nach  §.  63 
(2)  in  der  Form: 

(16)  p  (r  -|^)  +  (A  +  ^)  1^  +  ^^f  =  0, 

und  für  das  Gleichgewicht: 
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d@ 

^  X  +  (A  +  ^)  -g—  +  ft^^w  =  0, 

(17)  \,r+(A  +  ^)||+ftz/t;  =  0, 

Yiie  wir  aber  gesehen  haben,  sind  durch  diese  Gleichungen 
in  Verbindung  mit  den  Grenz-  und  Anfangsbedingungen,  die 
Functionen  u,  v,  w  noch  nicht  vollständig  bestimmt,  und  wenn 
Ui,  Vi^  'Wi  eine  Lösung  ist,  so  ist  die  allgemeine 

u  =z  u^  -\-  a  —  ry  -]-  qz^ 

(18)  V  =  Vi  -\-  b  —  |>^  +  rx^ 

w  =  tv^-{-  c  —  qx^  py, 

worin  a,  i,  c,  p,  g,  r  Constanten  sind.  Um  diese  sechs  Con- 
stanten zu  bestimmen,  können  wir  etwa  noch  die  Forderung  hin- 
zufügen, dass  für  den  Coordinatenanfangspunkt 

u  =  0,  v  =  0,  u;  =  0, 

(19)  8t;_8ti|_         ^_5il_o     ^_^  —  0 
dxf       c)j/"~^     8a;       dz'"    '     e)y       8a:~ 

sein  soll,  d.  h.  dass  der  Coordinatenanfangspunkt  fest, 
und  die  Deformation  seiner  Umgebung  eine  reine 
Dehnung  sein  soll. 
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Statisohe  Probleme  der  Elastioitätstbeorie. 


§.  66. 
Lineare  Deformation. 

Wenn  wir  von  der  Einwirkung  äusserer  Volumkräfte  ab- 
sehen, also  X,  Y,  Z  =  0  setzen,  so  sind  die  Gleichungen  §.  65 
(17)  befriedigt,  wenn  für  w,  v,  to  lineare  Functionen  von  x^y^J^ 
gesetzt  werden.  Dies  giebt  eine  lineare  Deformation  des 
ganzen  Systems,  und  diese  ist,  wenn  wir  die  Annahme  §.  65  (19) 
für  einen  Punkt  machen,  für  den  ganzen  Körper  eine  reine 
Dehnung.     Wir  setzen  also  (Bd.  I,  §.  83): 

u  =  ux  +  r'y  +  ß'z, 
(1)  ^  =  yx-\-ßy   +«'ir, 

to  =  ß'x  -f-  u'y  -f-  yg^ 

worin  die  «,  /3,  y,  a',  ß\  y'  Constanten  sind.  Dadurch  sind  also 
die  Hauptgleichungen  des  Gleichgewichtes  befriedigt,  und  es  ist 
noch  die  Frage,  welchen  Grenzbedingungen  wir  durch  diese 
Annahme  genügen  können.  Dazu  bilden  wir  nach  §.  65  (13)  die 
Componenten  der  inneren  Druckkräfte: 

X,  =  A(a  +  /J  4-  y)  +  2(ia,     F,  =  2fta', 

(2)  r,  =  A(«  +  /3  +  y)  +  2^/3,  z,  =  2^/y. 

Die  Deformation  (1)  lässt  sich  also  immer  durch  äussere 
Flächenkräfte  gegen  die  Oberfläche  hervorrufen,  deren  Com- 
ponenten nach  §.  60  (11)  durch  die  Gleichungen  bestimmt  sind: 
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X  =  A  0  COS (nx) -f-  2  fi  [a  cos  (nx) -f-  /  cos  (ny)  +  ß'  cos  (nz)], 
(3)    Y  =s  A  ®  cos  (ny)  +  2  fi  [y' co8(w  a:) + /3  cos  (n y)  -|-  a'  cos  (n  ir)], 

Z  =  A  0  cos  (nir)  -|-  2  /x  |j5'  cos  (nx) + «'  cos  (ny)  +  y  cos  (n jgr)], 
worin  n  die  nach  aussen  gerichtete  Normale  und 

(4)  ©  =  «  4.   ^  +   y 

die  Vergrosserung    der  Volumeneinheit    oder    die   räumliche 
Dilatation  ist. 

Ist  P  die  Kraft,  die  auf  ein  Oberfiächenelement  wirkt,  be- 
zogen auf  die  Flächeneinheit,  so  ist 

(5)     X=Pcos(P:r),     T=  P  cos  (Py),    Z  =  P  cos  (P4 

§.  67. 
Beispiel  I.    Allseitig  wirkende  Zugkraft. 

Wir  betrachten  einige  specielle  Fälle.  Es  sei  die  äussere 
Kraft  P  constant  und  habe  die  Richtung  der  (äusseren)  Nor- 
male n.    Dann  ist 

X  =  P  cos  (na?),     Y  =  P  cos  {ny)j    Z  =  P  cos  (nz)^ 
und  die  Gleichungen  §.  66  (3)  werden  befriedigt,  wenn 

(1)        0  =  3a,  P  =  (3A  +  2^)a    ^li^L+Atl^ 

0=    '    - 


3A  -f-  2^ 

gesetzt   wird.     Wenn  also  gegen  die  Oberfläche  eines  isotropen 

elastischen  Körpers  eine  überall  gleiche  Zugkraft  ausgeübt  wird, 

so  tritt  eine  allseitig  gleichmässige  Dehnung  ein  und  die  Volumen- 

2ii 
vergrosserung  ist  mit  der  Zugkraft  proportional.    Es  ist  A  -] — — 

die  Flächenkraft,  die  erforderlich  wäre,  um  das  Volumen  auf 
das  Doppelte  zu  vergrössern  (wenn  bei  solchen  Kräften  die  hier 
angenommenen  Gesetze  noch  gültig  wären). 

Wenn  statt  der  Zugkraft  eine  Druckkraft  wirkt,  d.  h.  wenn 
P  die  Richtung  der  inneren  Normalen  hat,  so  tritt  an  Stelle 
der  Dilatation  eine  Compression,  die  denselben   Gesetzen  folgt. 


174  Neanter  Abschnitt.  §.  68. 

§•   68. 

Beispiel  IL    Gonstante  Zugkraft  gegen  die  Endflächen 

eipes  Cylinders. 

Wir  betrachten  zweitens  einen  geraden  Cylinder  von  be- 
liebiger Gnindääche,  gegen  dessen  beide  Endflächen  constante 
und  einander  entgegengesetzt  gleiche  Zugkräfte  P  wirken,  während 
die  Mantelfläche  nicht  von  Kräften  angegriffen  ist. 

Legen  wir  die  jgr-Axe  in  die  Richtung  der  Cylinder- 
Erzeugenden,  so  ist  an  der  einen  Endfläche,  wo  e  den  grösseren 
Werth  hat 

X=0,    Y=0,    Z=Py   cos(na;)  =  0,   cos(ny)  =  0,  co8(njer)=l 

und  an  der  anderen  Endfläche 

X  =  0,     F  =  0,    Z  —  —  P,    cos  {nx)  =  0,    cos  (ny)  =  0, 

cos(njef)  =  —  1. 

Beide  Systeme  von  Gleichungen  sind  mit  einander  verträg- 
lich und  geben  nach  §.  66  (3): 

(1)  P=A©4-2fty,     a'  — 0,     ß' =  0. 

Für  die  Mantelfläche  ist  X=0,  r=0,  Z=0,  cos(n;?)  =  0; 
also  ergeben  sich  mit  Benutzung  von  (1)  noch  die  Gleichungen: 

(2)  A0  +  2^a  =  O,     A0 -1-2^/3  =  0,    /  =  0, 
also 

(3)  a  =  /3  =  — — ,     e  =  2u  +  y  = ^, 

P=-  2^(a-y), 
und  daraus: 

'  ~  (1,(31  +  2  ft) ' 

(4)  -  a  = 


0  = 


2j«(3A-f  2(1*)' 
P  -« 


3A  +  2ft'  y  2(AH-jn) 

Man  sieht  hieraus,  dass  mit  der  Längendilatation  y,  die 
durch  die  Zugkraft  P  hervorgebracht  ist,  immer  eine  Qner- 
contraction  —  «  verbunden  ist,  die  durch  die  letzte  Formel  (4) 
bestimmt  wird.    Setzt  man 
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^  ^  f*(3A  +  2ft).  a  =  ^^  = 


80  ist  J?  die  Zagkraft,  die  erforderlich  wäre,  um  y=l  zu  machen, 
also  die  Länge  des  ganzen  Cylinders  zu  verdoppeln.  Diese 
Grösse  heisst  der  Elasticitäts-Modulus;  ö  ist  eine  zweite 
Constante,  nämlich  das  Verhältniss  der  Quercontraction 
zur  Längendilatation.  Da  eine  Zugkraft  das  Volumen 
niemals  verkleinert,  so  ist  —  2  a  <  y  und  folglich  <J  <  Vs-  ^y  ^ 
sind  Constanten  der  Substanz,  die  an  Stelle  von  k  und  fi  ein- 
geführt werden  können. 
Man  erhält: 

^""^  ^-  (l  +  (j)(l_2<J)'    ^-2ä"+^^' 

Für  die  Componenten  des  molecularen  Druckes  erhält  man 
nach  §.  66  (2) 

X^  =0,  Yy=  0,  Z,   =  P, 

Yx     =    Zx     ^=    Xy=    0. 


§.  69. 

Beispiel  IIL     Constante  Zugkraft  gegen  die  Mantel- 
fläche eines  Cylinders. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  dass  gegen  die  Mantelfläche  des 
Cylinders  in  normaler  Richtung  eine  constante  Zugkraft  P  wirkt, 
"Während  die  Endflächen  frei  sind.  Legen  wir  wieder  die  £r-Axe 
in  die  Richtung  der  Cylinder- Erzeugenden,  so  hat  man  wegen 
f3er  Endflächen  die  Bedingungen 

Cl)  /3'  =  0,         a'  =  0,         A0  +  2^y==O 


*)  Die  Dimensionen  der  hier  auftretenden  Grössen  sind 

W  =  [mr»],   [x]  =  [Jt-»],   [x]  =  [p]  =  [mr><->] 

Die  Constante  er  ist  eine  reine  Zahl,  deren  Werth  Poisson  aus  der 
Idolecnlartheorie  gleich  ^/^  abgeleitet  hat,  was  die  Relation  A  =  ^  ergeben 
würde.  Spätere  Beobachtungen  haben  aber  diese  Annahme  von  Poisson 
nicht  bestätigt,  und  es  müssen  nach  unserer  jetzigen  Kenntniss  X  und  /n 
oder  JE  und  a  als  zwei  von  einander  unabhängige  Elasticitätsconstanten 
angenommen  werden. 
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und  wegen  der  Mantelfläche: 

(2)  r'  =  0,        A0  4- 2^a  =  A©4- 2^/3  =  P, 

also 

(3)  J'=-::7äf^L-örT^. 


0  = 


ft(3A  4-  2(t) 
2P 


(3A4-2ft)' 
und  für  die  Componenten  des  molecularen  Druckes  aus  §.  66  (2) 

(4) 


X,=      Yy=P,  Z.    =    0 


Yg      Ac     =     Xy     0. 


§.  70. 
Torsion. 

Die  ersten  Lösungen  allgemeinerer  statischer  Probleme  der 
Elasticitätstheorie  hat  St  Venant  gegeben,  der  die  Biegung 
und  Torsion  eines  elastischen  Stabes  unter  ge¥rissen  Ver- 
einfachenden Voraussetzungen  in  einer  grossen  Zahl  von  Fällen 
bestimmt  hat.  Wir  beschränken  uns  hier  auf  die  Betrachtung 
der  Torsion,  für  die  die  Formeln  die  einfachste  Gestalt  annehmen. 
In  Bezug  auf  die  etwas  weitläufigere  Theorie  der  Biegung  ver- 
weisen wir  auf  die  Lehrbücher  der  Elasticitätstheorie  i). 

Wir  betrachten  einen  cylindrischen  Stab,  und  sehen  von  dem 
Einfluss  äusserer  Volumkräfte  ab.  Die  Gestalt  des  Querschnittes 
dieses  Stabes  bleibt  einstweilen  unbestimmt.  Wir  nehmen  die 
Deformation  U  folgendermaassen  an.  Jeder  ursprünglich  ebene 
Querschnitt  erleidet  eine  Drehung  um  eine  den  Erzeugenden 
der  Cylinderfläche  parallele  Axe.     Diese  Axe  ist  für  alle  Quer- 


*)  Saint  Venant,  Dela  Toreion  dea  Priames,  avec  des  considerations 
8ur  leur  flexion.  M6moire8  des  Savants  etrangers.  1855.  Liouville  Journal, 
II.  aerie,  tome  I,  1855/66. 

C 1  e  b  8  c  h ,  Theorie  der  Elaaticität  feater  Körper.    Leipzig  1862,  S.  70  f. 

Love,  A  treatiae  on  the  mathematical  theory  of  elasticity.  Cam- 
bridge 1892.    Vol.  I,  S.  146  f. 

Thomaon  und  Tait,  Theoretiache  Physik.  Deutsch  ron  Helmholti 
und  Wertheim.    Bd.  II,  S.  222  f. 
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schnitte  dieselbe,  und  soll  die  Stabaxe  heissen.  Der  Drehungs- 
winkel ist  proportional  mit  der  Entfernung  von  einem  festen, 
etwa  dem  mittleren  Querschnitt,  so  dass  der  mittlere  Querschnitt 
nicht  gedreht  erscheint. 

Ausserdem  wird  noch  eine  Verschiebung  parallel  zur  Stab- 
axe angenommen,  wodurch  die  ursprünglich  ebenen  Querschnitte 
gekrümmt  werden.  Diese  Formänderung  soll  für  alle  Querschnitte 
dieselbe  sein.  Es  ist  nicht  nöthig  (z.  B.  bei  einem  Hohlcylinder), 
dass  die  Stabaxe  der  Materie  des  Stabes  selbst  angehört.  Wenn 
es  aber  der  Fall  ist,  so  ist  die  Axe  eine  Faser  des  Stabes,  die 
keine  Verschiebung  senkrecht  zu  ihrer  Richtung  erfahren  hat. 

Wir  legen  die  z-kxe  in  die  Stabaxe,  ihren  Nullpunkt  in  den 
ungedrehten  Querschnitt. 

Die  gemachten  Voraussetzungen  drücken  sich  dann  durch 
die  Formeln  aus: 

(1)  u  =  —  cj^lßy        v  =  (oza\ 

'Worin  o  eine  Constante  und  (oz  der  unendlich  kleine  Drehungs- 
Vrinkel  für  den  Querschnitt  z  ist. 

Die  dritte  Componente,  w;,  ist  eine  Function  von  x^  y  allein. 

Wir  setzen 

(2)  tv  =  (0(p  {x,  y) 

Und  fragen,  welche  inneren  Flächenkräfte  im  Stande  sind,  eine 
Solche  Deformation  zu  bewirken. 

Eine  in  der  natürlichen  Lage  der  ^sr-Axe  parallele  Faser 
o:  =  OTo,  y  =  J/o  hat  nach  eingetretener  Deformation  die  Glei- 
oliongen: 

X  =  Xo  —  azyo,        y  =  yo  +  ö^^o 

Und   ist  also  geradlinig,  aber  nicht  parallel  geblieben.     Durch 
^ine  Drehung  des  Stabes  als  Ganzes  nach  der  Deformation  kann 
Tnan  daher  jede  Längsfaser  des  Stabes  zur  Stabaxe  machen. 
Aus  den  Annahmen  (1),  (2)  ergiebt  sich 

^"^^  ^—  dx^  dy  ^  dz        "' 

und  für  die  Componenten  des   molecularen  Druckes  findet  sich 
nach  §.  65  (13) 

Biamann -Weber,   Partielle  Differentialgleichungen.     II.  12 
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X,  =  0,     Yy  =  0,    Z.  =  0,    X,  =  0, 
(4)  ^'--^='  =  '*"'(-y  +  ||)' 

und  die  Differentialgleichungen  §.  65  (17)  reduciren  sich  auf  die 
eine: 

(^^  ^2  +  8^  =  ö- 

Wir  nehmen  ferner  an,  dass  gegen  die  Mantel- 
fläche des  Stabes  keine  äusseren  Druckkräfte  wirken. 

Da  an  der  Mantelfläche  cos  (njg)  =z  0  ist,  so  sind  von  den 
Bedingungen  §.  60  (11)  die  beiden  ersten  nach  (4)  identisch  be- 
friedigt, und  die  dritte  giebt 

Zx  cos  (nx)  -f-  Zy  cos  (ny)  =  0 
oder  nach  (4) 

(6)     ^  cos  {nx)  -{-  T^  cos  {ny)  —  y  cos  (nx)  +  a:cos  (ny)  =  0. 
0  X  cy 

Die  Bedingung  (6),  in  der  n  die  nach  aussen  gerichtete 
Nonnale  bedeutet,  bezieht  sich  auf  die  Begrenzung  der  in  der 
icy- Ebene  gelegenen  Querschnittsfläche  und  ist  eine  Grenz- 
bedingung zur  Bestimmung  der  Function  q>  aus  der  Differential- 
gleichung (5). 

Aus  (5)  und  (6)  ist  die  Function  (p  bis  auf  eine  additiye 
Constante  bestimmt.  Zur  Bestimmung  dieser  Constanten  können 
wir  annehmen,  dass  9  =  0  sein  soll  für  ^  =  0,  y  =  0.  Dann 
haben  die  Punkte  der  Stabaxe  überhaupt  keine  Verschiebung 
erfahren,  und  man  kann  sich  diesen  Zustand  z.  B.  dadurch  hervor- 
gerufen denken,  dass  man  zwei  Punkte  der  Stabaxe  in 
den  beiden  Endflächen  als  befestigt  annimmt. 

Ueber  die  auf  den  Endflächen  anzubringenden  Druckkräfte 
können  wir  jetzt  nicht  mehr  willkürlich  verfügen.  Da  an  diesen 
Endflächen  cos  (nx)  =  0,  cos  {ny)  =  0  und  an  der  einen 
cos  (n^)  =  -f-  1,  an  der  anderen  cos  (n^)  =  —  1  ist,  so  ergiebt 
sich  für  die  erstere,  die  wir  die  obere  nennen  wollen 
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Z  =  Z,  =0, 

und  für  die  untere  Endfläche  erhält  man  gleiche  und  entgegen- 
gesetzte Druckkräfte. 

Die  gegen  die  Endfläche  wirkenden  Druckkräfte  sind  also 
tangential.  Ihre  Vertheilung  über  die  Flächen  ist  aber  erst 
bekannt,  wenn  die  Function  q>  bestimmt  ist. 

Die  Kräfte  X,  Y,  die  auf  die  obere  Endfläche  wirken,  geben 
ein  Drehungsmoment  M  in  Bezug  auf  die  Stabaxe,  und  auf  der 
unteren  Endfläche  erhält  man  ein  gleiches,  aber  entgegengesetztes 
Moment,  so  dass  sie  sich  am  starren  Stabe  aufheben  würden. 
Die  Grösse  dieses  Drehungsmomentes  ist,  wenn  dq  ein  Element 
der  Querschnittsfläche  bedeutet,  und  die  Integration  über  die 
ganze  Fläche  des  Querschnittes  ausgedehnt  wird, 

(8)  M=  {(xY^yX)dq 

und  man  kann  also  (o   so   bestimmen,    dass  dieses   Mo- 
ment M  einen  gegebenen  Werth  hat. 

In  den  wirklich  vorkommenden  Fällen  der  Torsion  eines 
Stabes  wird  man  kaum  je  in  der  Lage  sein,  die  Vertheilung  des 
Druckes  über  die  Endflächen  genau  zu  bestimmen;  wirklich  be- 
stimmbar wird  immer  nur  die  Resultante  sein.  Wenn  wir  aber 
die  Druckkräfte,  bei  Festhaltung  der  Resultanten,  anders  über 
die  Endflächen  vertheilen,  so  wird  zwar  im  ganzen  Stabe  der 
Zustand  geändert,  die  Aenderung  wird  aber,  wenn  die  Länge  des 
Stabes  gross  ist  im  Vergleich  zu  seinen  Querdimensionen,  nur  in 
der  Nähe  der  Enden  merklich  sein.  Darum  wird  man  die  Resul- 
tate der  Saint  Ven aufsehen  Theorie,  trotz  der  unbekannten 
Vertheilung  des  Druckes  auf  die  Endflächen,  doch  als  eine  gute 
Annäherung  an  die  Fälle  der  Wirklichkeit  betrachten   dürfen  1). 

*)  Bei  der  allgemeinen  Saint  Ven  an  fachen  Theorie,  die  aasser  der 
Torsion  auch  noch  die  Biegung  berücksichtigt ,  werden  statt  der  einen 
Constante  (o  deren  sechs  eingeführt.  Diese  lassen  sich  so  bestimmen,  dasB 
die  resultirende  Kraft  und  das  resultirende  Drehungsmoment  der  Druck- 
kräfte auf  einen  der  Endquerschnitte  beliebige  Werthe  erhalten. 

12* 
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Die  Druckcomponenten  X,,  Tg  geben  ausser  dem  Drehungs- 
moment  Jf  auch  noch  eine  resultirende  Kraft,  deren  Componenten 

x'  =  ,»|(-,  +  |f).„   r  =  ,»!(« +  |2)d, 

sind,  und  diese  ergiebt,  wenn  sie  nicht  verschwindet,  ein  Kräfte- 
paar, dessen  Hebelarm  die  Stablänge  ist.  Die  Wirkung  dieses 
Kräftepaares  muss  durch  ein  äusseres  Hinderniss,  z.  B.  die  Be- 
festigung zweier  Punkte,  aufgehoben  werden.  In  vielen  Fällen, 
2.  B.  wenn  die  Querschnittscurve  zwei  oder  mehr  Symmetrielinien 
hat,  verschwinden  die  Kräfte  X',  Y'  und  das  Gleichgewicht  kann 
auch  ohne  Befestigung  bestehen. 


§.  71. 
Zuriickführung  auf  die  Functionentheorie. 

Die  definitive  Lösung  des  Torsionsproblems  in  einem  be- 
stimmten Falle,  d.  h.  für  eine  bestimmte  Gestalt  des  Querschnittes, 
ist  im  vorigen  Paragraphen  auf  die  Differentialgleichung: 

(i)  £!£  4-  ?!f  _  0 

mit  der  Grenzbedingung: 

(2)  ;r^  cos(na;)  -|-  ^  cos  (ny)  —  y  cos  (na:)  +  ^  cos  {ny)  =  0 

zurückgeführt,  und  weist  also  auf  die  Theorie  der  Functionen 
eines  complexen  Argumentes  hin.  Die  Gleichung  (1)  besagt  näm- 
lich, dass  q)  der  reelle  Theil  einer  Function 

(3)  x=  9  +  *> 
des  complexen  Argumentes 

js  =  X  -^  iy 

ist  (wobei  das  jetzige  z  nicht  mit  der  dritten  Coordinate  zu  ver- 
wechseln ist).  Der  Grenzbedingung  (2),  die  sich  auf  die  Begrenzungs- 
linie des  Querschnittes,  also  auf  eine  in  der  a;y-Ebene  geschlossene 
Linie  bezieht,  können  wir  auch  eine  andere  Gestalt  geben,  durch 
die  sie  vereinfacht  wird. 

Wir  bezeichnen   mit  s  die   auf   der  Begrenzung  gemessene 
Bogenlänge,  positiv  in  dem  Sinne  gerechnet,  dass  die  positiven 


§.  71. 


Zurückführang  auf  die  Fanotionentheorie. 
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dn  zu  den  positiven  ds  so  liegen,  wie  die  positive  a:-Axe  zur 
positiven  y-Axe.  Dann  ist,  wenn  wir  Xy  y  in  der  Nähe  des  Randes 
als  Functionen  von  w,  s  betrachten  (Fig.  13): 


(4) 


dx       dy  ,     . 

^i:  =  öl  =  cos  (nx\ 


dy  dx  ,     . 

^  =  -  ^  =  «08  (^y); 


ausserdem  ist 
(5) 


8y  _  8» 
dx  ~  dy' 


dn 


dip 

8y 


8s 


8^ 
dx' 


und  es  ergiebt  sich  also  aus  (2): 

dt  dy    ,    8^  dx  dy    ,        dx 

'    8a:  8s         ^  ds  ~      ds 
oder 


<6) 


dy  ds    ^    dx  ds        ""  ds 
drlf  _  18(a:2  +  y«) 


8s        2         8s 

Setzen  wir 

r2  =  x^  +  y\ 

so  können  wir  die  Gleichung  (6)  in  Bezug 
auf  s  integriren  und  erhalten,  wenn  c  eine 
Constante  bedeutet 

(7)  2  ^  =  r»  —  c. 

Die  Function  ^  genügt  ausserdem  der- 
selben Differentialgleichung  wie  9,  nämlich: 


Fig.  13. 


(8) 


8^    ,    82t/;  ^ 
8^2    '    8^2  ' 


und  wir  haben  also  diese  Gleichung  unter  der  Voraussetzung  zu 
integriren,  dass  ^  am  Rande  die  durch  (7)  gegebenen  Werthe 
hat.  Die  Aufgabe  ist  also  zurückgeführt  auf  die  Bestimmung 
eines  logarithmischen  Potentials  bei  gegebenen  Rand- 
werthen,  die  wir  in  §.  136  f.  und  §.  170  f.  des  ersten  Bandes 
behandelt  haben. 

Saint  Venant  hat  aber  für  dieses  Problem  einen  anderen 
Weg  eingeschlagen,  der  sehr  fruchtbar  an  einfachen  und  anschau- 
lichen Resultaten  ist.  Dieser  Weg  besteht  darin,  dass  man  über 
die  Function  %  ßi^ß  einfache  Annahme  macht,  und  dann  aus  der 
Grenzbedingung  (7)  die  Gestalt  des  Querschnittes  ableitet,  für 
die  diese  Annahme  eine  Lösung  giebt.  Wir  geben  dafür  im 
Folgenden  ein  einfaches  Beispiel. 
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§.72. 
Beispiel. 

Nehmen  wir  zunächst  %  =  const.,  so  ergiebt  die  Grenz- 
bedingung §.71  (7)  einen  kreisförmigen  Querschnitt.  Die  Glei- 
chung §.  70  (2)  zeigt,  dass  die  Verschiebung  in  der  Richtung 
der  Stabaxe,  w^  über  den  ganzen  Querschnitt  constant  ist 

Für  die  Druckcomponenten  X,,  Yg  erhalten  wir  aus  §.70(4): 

X,  =  —  ^(oy,     Yj,  =  ficDX, 

und  daraus  die  Resultante 

S,  =  yX/+  Y!  =  fi(orK 

Diese  Kraft  steht  senkrecht  auf  dem  Radius  r.  Sie  wirkt 
in  der  Ebene  des  Querschnittes  auf  Zerreissung  des  Stabes,  und 
wird  die  scheerende  Kraft  genannt.  Wir  wollen  sie  auch 
kurz  als  Spannung  bezeichnen.  Die  Spannung  wächst  also  in 
diesem  Falle  mit  r  und  ist  am  grössten  an  der  Peripherie. 

Wir  wollen  ferner  für  %  eine  Potenz  von  0  nehmen: 

(1)  X  =  —  *«^i 

worin  a  ein  constanter  Factor  und  m  eine  ganze  positive  Zahl 
ist.  Den  Factor  a  können  wir,  unbeschadet  der  Allgemeinheit, 
reell  und  positiv  annehmen.  Es  ergiebt  sich  daraus,  wenn  wir 
Polarcoordinaten  r,  O*  einführen  und 

(2)  z  =  rc«^ 
setzen : 

(3)  9  =  ar^sinm^,    ^  =  —  ar*"cosmO^, 

und  es  ist  also  die  Verschiebung  in   der  Richtung  der  Stabaxe: 

(4)  w  =  acor^  sin  tn^. 

Nehmen  wir  ac3  positiv  an,  so  ist  die  Deformation  des 
Querschnittes  hier  so  beschaffen,  dass  vom  Nullpunkt  2  m  Strahlen 
auslaufen,  in  denen  die  Verrückung  gleich  Null  ist,  und  in  den 
2  m  Sectoren,  die  hierdurch  gebildet  werden,  ist  w  abwechselnd 
positiv  und  negativ. 

Für  die  Coraponenten  der  Spannung  erhalten  wir  nach 
§.  70  (4) : 
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'       '^     \     ^    '    dxj  2  oy        ' 

und  mit  Rücksicht  auf 

dx  dy        dx  dx        djs' 

X,  —  iY,  =  f'«(— 2/— *^  +  ^) 

•= — |X(o(r8in'9'-|-*Vco80'-j-tawr"*~^[co8(m— l)0'-(-isin(ni--l)^], 

<also: 

^  X,  =  —  |X(o  [r  sin-ö^  —  amr'^-^  8in(m—  1)'9'], 

^  Y,  = -|- |ttö  [rco8  0" -|- ö^*^*"~^  co8(m — l)^], 

und  wenn  man  daraus  die  Resultante  S^  bildet: 


(7)   S,  =  VX?-f  Yi  =  fKDyra  +  a*mar«»"-2  +  2amr»»'cos  w^. 

Die  Spannung  kann  in  einzelnen  .Punkten  =  0  sein.  In 
diesen  Punkten  muss  X,  =  0,  Y,  =  0  sein.  Es  findet  dies 
statt,  entweder  wenn  r  =  0  und  m  >  1  ist,  also  in  der  Stab- 
axe,  oder  in  Punkten,  in  denen  sinwO*  =  0,  cosm^  =  —  1,  also 

^        n  37t     (2m—l)7t 

^  mm  m 

und 

<9)  mar"^-^  =  1. 

Die  Spannung  ist  bei  gleichbleibendem  r  ein  Maximum,  wenn 
cosmO"  =  1  ist,  also  bei 

(10)  *  =  o,  af,  'A  . . .  (2»« -_2) «. 

^     ''  mm  m 

Dies  Maximum  hat  den  Werth 
(11)  Sz  =  ^(o(r  +  amr»"-^), 

und  wächst  also  mit  wachsendem  r. 

§.  73. 
Elliptischer  Querschnitt. 

Die  Begrenzung  des  Querschnittes,  für  den  die  im  vorigen 
Paragraphen  angenommene  Function  %  die  Lösung  giebt,  erhält 
man  aus  der  Gleichung  §.71  (7): 
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§.n. 


alao  für  unsere  Annahme,  §,  72  (3): 

(1)  r*  +  2or~co8m*  =  c. 
Für  den  ein&cheten  Fall  t»  ^  L  erhält  man 

(2)  x^-\-y^-i-iax  =  c, 

also  einen  kreisförmigen  Querschnitt,  bei  dem  die  Stab- 
axe  aber  nicht  im  Mittelpunkte  liegt.  Die  scheerende  Kraft  ist 
nach  §.  72  (7) 


s,  =  ^fi,  V(j;  +  aj«  +  »*, 

also  in  concentriscbea  Kreisen  constant  und  an  der  Peripherie 
am  grÖssten,  ebenso  wie  in  dem  Falle  des  constanten  %• 

Für  m  ^^  2   ergiebt   sich    als  Grenze   für   den   Querschnitt 
aus(l) 
(3)  {l  -f  2a)x*-\-(l  —  2a)i/»  =  c. 

Da  die  Cnrve  geschlossen  sein  muss,  so  kann  dies  nur  eine 
Ellipse  sein.  Es  muss  also,  da  wir  a  positiv  angenommen  haben, 
c  positiv  und  2  a  -<  1  sein.  Dann  sind  die  Halbaxen  dieser 
Ellipse 


(*) 


Fig.  14. 


^y^ 


■ir. 


a<^, 


+  20 
und  können  also  durch  Verfugung  über  a 
und  c  beliebig  vorgeschriebene  Werthe  haben. 
Für  die  Verschiebung  w  ergiebt  sich  ans 
§•  '2  (4) 

(5)  w  ^  ca<p  =  2ai3xy, 

und  die  Curven  eines  constanten  w  ond 
gleichseitige  Hyperbeln.  In  den  Axen  dff 
Ellipse  ist  w  =  0  und  in  den  vier  Quadranten 
abwechselnd  positiv  und  negativ.  Für  die 
Spannung  erhält  man  nach  §.  72,  (6),  (7) 
X,  =  —  ^ro  (1— 2a)i/,         Y,  =  ftm  (l  +  la^x 


(6) 

(7) 

Die  Linien  gleicher  Spannung  sind  also  hier  ähnliche  Ellipsen, 
aber  sie  weichen  stärker  von  der  Kreisgestalt  ab,  als  die  Grenz- 
ellipse   des   Querschnittes   (Fig.    14).      Man   sieht,    dass   die  am 


'-"-yiTI- 


§.  74.  Cannelirte  Säulen.  185 

stärksten  durch  die  Spannung  beanspruchte  Faser  nicht  am  End- 
punkte der  grossen ,  sondern  am  Endpunkte  der  kleinen 
A xe  liegt 

§.  74. 
Cannelirte  Säulen. 

Wenn  in  dem  Beispiel  des  §.  72  m  >  2  ist,  so  giebt  es 
T^unkte  in  der  Querschnittsebene,  in  denen  die  Spannung  gleich 
^uU  wird,  und  wir  können  die  Constanten  in  der  Gleichung^der 
Crrenzcurve 

<1)  r2  —  2  ^  =  c 

• 

so  bestimmen,  dass  diese  Punkte  auf  der  Grenze  liegen.  Diese 
Punkte  sind  dann,  wie  man  aus  der  Gleichung  §.  72  (5)  ersieht, 
Doppelpunkte  der  Curve  (1)  und  werden  sich  also  an  dem 
Stabe  als  scharfe  Kanten  darstellen.  Das  Beispiel  des  §.  72 
"bezieht  sich  also  bei  dieser  Bestimmung  der  Constanten  auf 
cannelirte  Säulen  mit  m  Rippen.  Die  Spannung  ist  Null  an 
den  Kanten,  und  erreicht  ihr  Maximum  am  Boden  der  Rinnen 
Der  Querschnitt  ist  in  2  m  Sectoren  getheilt,  in  denen  w  ab- 
-wechselnd  positiv  und  negativ  ist. 

Wenn  die  durch  (1)  oder 

(2)  r2  4-  2ar'"  cosmd^  =  c 

dargestellte  Curve  durch  die  Punkte  verschwindender  Spannung 
hindurchgehen  soll,  so  muss  sie  erfüllt  sein  für 


coswO-  =  —  1,       r  =  (may-^    [§.  72,  (8),  (9)], 
und  daraus  ergiebt  sich  für  c  der  Werth 


(3)  c  =  (rnay 


'     m  —  2 


—  m 


ni 


Die  Gleichung  (2)  stellt  eine  algebraische  Curve  m*«'  Ord- 
nung dar  und  man  kann  sie  in  rechtwinkligen  Coordinaten  in 
der  Form  darstellen: 

(4)  x^  +  y^-}- 

c.    (  ^      wi.w— 1  _    o   «  r  m.iH— l.m— 2.m--3        ^   ,        \ 
2a\x^ 2 ^-'2/'H 1    2   3~4 o^''-'y'—\=c. 
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Für  m  =  3  und  m  =  4  hat  die  Curve,  bei  dem  Werthe  (3) 
der  Constante  c,  drei  oder  vier  Doppelpunkte,  und  muss  in 
diesen  beiden  Fällen  in  Curven  niedrigeren  Grades  zerfallen. 

Für  m  =  3  erhält  man  c  =  l/27a^  und  folglich  wird  die 
Gleichung  der  Grenzlinie: 

27a^(x^  +  i/2)  +  54a3(a:8  —  Sxy^)  —1  =  0, 
die  sich  in  die  drei  Gleichungen: 

1  —  6ax  =  0, 
(5)  ^  1  +  Sax-\-  sY^ay  =  0, 

1  -f  3ax  —  SfSay  =  0 

zerlegen  lässt.    Man  erhält  also  einen  dreikantigen  Stab,  dessen 
Querschnitt  ein  gleichseitiges  Dreieck  ist    (Fig.  15.) 

Fig.  15.  Fig.  16. 


\    +      -   / 

-    N.      /  + 

+  y^  N.  - 


Für  m  =  4  zerfällt  die  Curve  (4)  in  zwei  Hyperbeln  (Fig.  16), 
die  man  leicht  auf  folgende  Weise  erhält.  Es  ist  hier  c  =  l/Sa 
und  also  nach  (2): 

16 a^r*  cos4a'  +  8ar»  =  1, 

und  durch  Auflösung  dieser  für  r^  quadratischen  Gleichung: 

(6)  4ar2  cos4^  =  —  1  ±  V2  cos2^. 

Es  ist  aber 

cos4^  =  (V^  008  2  0'  +  1)  (V2  cos 2 -O"  —  1), 
und  daher  nach  (6): 

4ar2  (1  ±\^  cos2^)  =  1, 
oder  in  rechtwinkligen  Coordinaten: 


(7) 


(l±V2)a:*  +  (lTV'2)y^=^, 
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wodurch  zwei  congruente  Hyperbeln  dargestellt  sind,  die  um  90® 
gegen  einander  gedreht  sind,  die  sich  in  vier  reellen  Punkten 
schneiden.  In  diesen  Schnittpunkten  ist  x^  =  y^,  und  für  ihre 
Entfernung  vom  Goordinaten-Anfangspunkt  erhält  man 

1 

Die  reelle  Axe  ß  der  Hyperbeln  erhält  man  aus  (7),  wenn 
man  x  oder  y  =  0  setzt: 

^_  1  _  « 

2VaVl  +  V2"        Vi  +  V2" 

Das  Maximum   a  von  r  ist  also  ungefähr  IV^nial  so  gross 
cils  das  Minimum  ß. 


Zehnter  Abschnitt. 


Druck  auf  eine  elastische  Unterlage. 


§.  75. 

Gleichgewicht   eines    von    einer    unendlichen    Ebene 

begrenzten  Körpers. 

Wir  denken  uns  einen  elastischen  Körper,  der  von  einer 
Ebene,  die  wir  zur  ajt/- Ebene  nehmen,  einseitig  begrenzt  ist, 
sonst  aber  keine  Begrenzung  hat.  Gegen  diese  Fläche  sollen 
äussere  Flächendrucke  wirken.  Von  äusseren  Volumkräften  sehen 
wir  wieder  ab.  Gegen  das  Innere  des  Körpers  wollen  wir  z 
positiv  nehmen.  Im  Unendlichen  soll  der  Körper  in  seinem 
natürlichen  Zustande  verharren,  was  dadurch  ausgedrückt  sei, 
dass  die  Deformationscomponenten  le,  i;,  vo  im  Unendlichen  so 
verschwinden,  dass 

(1)  iJw,      B.V,      Rio, 

wenn  R  die  Entfernung  eines  veränderlichen  Punktes  von  einem 
festen  Punkte  bedeutet,  mit  unendlich  wachsendem  R  endlich 
bleiben. 

Der  Gleichgewichtszustand  ist  eindeutig  bestimmt,  wenn  an 
der  Oberfläche  z  =  0  noch   die  Componenten  der  Flächenkräfbe 

(2)  x=x,    r=  i;,  z  =  z, 

gegeben  sind.  Ebenso  ist  aber  auch  das  Problem  bestimmt,  wenn 
für  ^  =  0  die  Componenten  der  Verschiebung 

(3)  M,       r,       IV 

gegeben  sind,  oder  noch  allgemeiner,  es  ist  bestimmt,  wenn  von 
jedem  der  drei  Paare 
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(4)  X„  U\        r„  v\       Zm,w 

eine  Grösse  für  jgr  =  0  gegeben  ist  (§.  64,  2.). 

Das  Problem  ist  allgemein  gelöst  von  Boussinesq^)  durch 
Anwendung  der  Theorie  der  Potentiale,  auf  anderem  Wege  von 
Ceruti2)  unter  Benutzung  von  Sätzen,  die  man  Betti«)  verdankt, 
nach  einer  Methode,  die  mit  der  Green ^schen  Methode  in  der 
Potentialtheorie  verwandt  ist  (Bd.  I,  §.  97).  Wir  wollen  hier 
einen  anderen  Weg  gehen,  indem  wir  die  Fourier'sche  Me- 
thode der  particularen  Lösungen  anwenden. 

Dazu  wollen  wir  zunächst  den  Fouri er' sehen  Lehrsatz  für 
Functionen  von  zwei  Variablen,  der  hier  angewendet  werden  muss, 
in  eine  für  diese  Anwendung  geeignete  Form  bringen. 


§.  76. 

Der  Fourier'sche  Lehrsatz  für  Functionen  zweier 

Variablen. 

Wir  haben  in  §.  17  des  ersten  Bandes  für  eine  willkürliche 
Function  f(x)  einer  Variablen  x  die  Formel  (9)  abgeleitet,  in 
der  wir  jetzt  die  Integrationsvariable  mit  |  statt  mit  k  be- 
zeichnen: 

(1)  /(a:)  =  ^|d«j/(|)  co8«(a;-|)d|, 

0  —  00 

und  da  unter  dem  Integral  in  Bezug  auf  a  eine  gerade  Function 
von  a  steht,  so  können  wir  dafür  auch  setzen: 

-f   00  -I-  00 

(2)  fix)  =  ^  I  rf«  j/(|)cos«(a:-|)dS. 


X  —  OD 


Es  ist  aber  auch 

+00  4-00 


(3)  0=^jd«  f/«)sina(a;-|)d|, 


X  00 


*)  Boussinesq,  Applications  des  potentiels  directes,  inverses,  loga- 
rithmiques.    Paris  1895. 

*)  Ceruti,  Ricerche  intomo  all'equili])rio  de  corpi  elastici  isotropi. 
Accademia  dei  Lincei  1882. 

»)  Betti,  Nuovo  Cimento  1872. 
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da  hier  eine  ungerade  Function  von  a  unter  dem  Integralzeichen 

steht,  und  wenn  wir  also  (3)  mit  i  =  \ —  1  multipliciren  und 
zu  (2)  addiren,  so  folgt: 

+  00+00 

(4)  /(^)  =  ^  jd«j/(l)c'-c«-ödf 


—  00  00 


Es  hänge  nun  f(x)  ausser  von  x  noch  von  einer  zweiten 
Variablen  y  ab,  es  sei  also 

(5)  f(x)=f(x,y),   /(!)=/(!,  y). 

Dann  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Formel  (4)  auf /({,  y),  als 
Function  von  y  betrachtet,  anwenden: 

+  00  +00 

(6)  / (I,  y)  =  i^  j  d/J  I / (I,  ,,) e'/*(v -'Odn, 


—  00  —  00 


und  wenn  wir  dies    in   (4)   substituiren ,    so    erhalten    wir    den 
Fourier'schen  Lehrsatz  für  zwei  Variable  in  der  Form: 

(7)  /  (X,  y)  = 

+  00+00  +00+00 

^i     fdad/jj    j/(|,i,)e"'(«-ö  +  <^(v-öd|d,,, 


—  00    ^—  OD  ^  00     —  00 


und  diese  Formel  lässt  sich  durch  dasselbe  Verfahren  auf  Func- 
tionen einer  beliebigen  Anzahl  von  Variablen  ausdehnen. 

Wendet  man  die  Formel  (7)  auf  zwei  Functionen  /j  (a?,  y), 
fi{x^  y)  an,  multiplicirt  die  zweite  mit  i  und  addirt  sie  zu  der 
ersten,  so  ergiebt  sich,  dass  (7)  auch  für  imaginäre  Functionen 

/(^i  y)  =  /i  (^1  y)  +  ih{x^  y) 

gültig  bleibt. 

§.  77. 

Darstellung   der  Verrückungen   m,  t;,  w    durch    Doppel- 
integrale. 

Wenn  wir  mit  X,  Y,  Z  die  Componenten  des  gegen  die 
Fläche  z  ■=  0  gerichteten  äusseren  Druckes  bezeichnen,  so  haben 
wir,  weil  jetzt  die  innere  Normale  mit  der  Richtung  der  posi- 
tiven ;2r-Axe  zusammenfällt,  nach  §.  60  (11)  für  die  Fläche  ^er  =  0 

X,  ==  —  X,       ijT  =  —  i,      -^«  =  —  Zf 
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und  das  in  §.  75  gestellte  Problem  erhält  nach  §.  65  (17) 
folgenden  Ausdruck: 

Es  sollen  m,  t;,  w  als  Functionen  der  Coordinaten 
o;,  y,  z  für  positive  0  und  für  alle  x,  y  bestimmt  wer- 
den, so  dass  überall  im  Inneren  dieses  Gebietes  die 
Differentialgleichungen 

ä^  "^  äy  '  äl' 

(1)  ^^ 

^'^  +  '*^  äy +^^^  "^  ^' 

erfüllt  sind,  und  dass,  wenn  für  z  =  0 

'      ^  8;ef 

gesetzt  wird,  von  jedem  der  drei  Functionenpaare  [7,  X; 
F,  F;  TT,  Z  eine  eine  gegebene  Function  von  a;,  j/  sei. 

Ausserdem  sollen  w,  v,  t(;,  0  für  unendliche  Werthe 
Ton  x^  y  und  für  unendlich  grosse  positive  Werthe  von 
js  verschwinden. 

Da  die  DifiFerentialgleichungen  (1)  linear  sind,  so  kann  man 
aus  mehreren  particularen  Lösungen  Wj,  Vi,  Wi\  Mj,  t?^,  w^ .  .  . 
allgemeinere  Lösungen 

zusammensetzen,  und  wenn  man  unendlich  viele  particulare  Lösungen 
hat,  so  kann  man  auf  diesem  Wege  Lösungen,  je  nach  Um- 
ständen in  Gestalt  von  unendlichen  Reihen  oder  von  bestimmten 
Integralen  ableiten.  Es  kommt  also  jetzt  zunächst  darauf  an, 
geeignete  particulare  Lösungen  zu  finden,  die  noch  die  hinläng- 
liche Anzahl  unbestimmter  Parameter  enthalten,  dass  man  auch 
den  Grenzbedingungen  genügen  kann. 
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Ein  solches  particulares  Integral  finden  wir  durch  die  An- 
nahme: 

w  =  (a  +  iÄaje^)e*(«*  +  <^y  +  >"), 

(4)  v  =  lb  -{-  ihßz)e^^'''  +  l^y'^y'\ 

worin  a,  &,  c,  a,  /S,  y,  ä  Constanten  sind,  über  die  noch  nähere 
Bestimmungen  getroffen  werden  sollen.  Wir  nehmen  zunächst 
die  Relation  zwischen  a,  /3,  y  an: 

(5)  a2  +  /32  _|-  y2   =    0 

und  erhalten: 

(6)  0  =  [aa  +  6/3  +  (c  +  Ä)y]  i6«(«*  +  .^v+y') 
und  femer: 

(7)  ^v  =  —  2Ä/3y6»(«*  +  /»v  +  >"), 

Jtv,=  —  2Äyy6»("*  +  .^«'  +  >">. 

Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Differentialgleichungen  (1) 
ein,  so  findet  man,  dass  diese  alle  drei  befriedigt  sind,  wenn  man 
zwischen  den  Constanten  die  Relation  annimmt: 

(8)  _(A  +  3^)Äy  =  (A  +  ^)(aa  +  6/J  +  cy), 

wodurch  h  als  Function  der    übrigen   Constanten  bestimmt  ist 
Wir  nehmen  a  und  ß  reell  an  und  setzen  nach  (5) 


(9)  y  =  i  V«HK^, 

worin  das  positive   Zeichen    der   Wurzel    genommen   ist,    damit 
«,  v,  w  für  z  =  -\-  ^  verschwinden.    Wir  setzen  dann 

a  =  A{a,  ß)da  dß  ■=  Ada  dß, 

(10)  h  =  2?(a,  ß)dadß  =  Bdadß, 

c  =  C(a,  ß)dadß  =  Cdadß, 

und  verstehen  unter  A^  B^  C  willkürliche  Functionen  der  Argu- 
mente a,  /3,  ferner  setzen  wir 

(11)  Ä  =  //  (a,  ß)  du  dß  =  Hda  dß, 
und  nach  (8) 

(12)  yH=-  ^-^^^  (aA  +  ßB -\-  yC). 
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Dann  ergeben  sich  aus  (4)  allgemeine  Ausdrücke  für  w,  v,  tv: 

+  00 


00 

+  « 


(13)  V  =^  {{dadß(B+  ißHz)e^^^^-^^y'^Y'\ 


CO 
+  06 


w 


=  f[dad/3(C+iyJ9';^)e«(«*  +  i^v  +  y'). 


x> 


Die  Functionen  A^  £,  C  und  folglich  auch  H  werden  im  All- 
gemeinen complex  sein,  während  doch  m,  v,  w  in  (13)  reell  sein 
müssen.    Dies  wird  unter  folgender  Voraussetzung  eintreten: 

Die  Functionen  A(—u,  —ß),  B(—a,  — /3),  C(— a,  —ß) 
sollen  conjugirt  imaginär  mit  A(u^  /3),  jB(a,  /3),  C(a,  /S) 
sein  oder  anders  ausgedrückt,  die  reellen  Theile  dieser 
Functionen  sollen  gerade,  die  imaginären  Theile  un- 
gerade Functionen  von  a,  ß  sein. 

Es  ergiebt  sich  dann  aus  (12),  dass  dieselbe  Eigenschaft  auch 
den  Functionen  iaH,  ißH^  iyH  und  folglich  auch  den  Func- 
tionen 

A  +  iocHz,    B-{-ißHz,     C  +  iyHz 

zukommt.  Daraus  ergiebt  sich  aber,  dass  die  Ausdrücke  (13) 
ungeändert  bleiben,  wenn  man  i  durch  — i  ersetzt,  weil  man 
gleichzeitig  unter  dem  Integralzeichen  die  Integrationsvariablen 
a,  ß  durch  — a,  —  ß  ersetzen  kann.  Folglich  sind  die  in  (13) 
für  M,  v,  w  gegebenen  Ausdrücke  reell. 

§.  78. 
Bestimmung  der  willkürlichen  Functionen. 

Sind  die  Functionen  A^  B^  C  bestimmt,  so  ist  unsere  Auf- 
gabe vollständig  gelöst.  Diese  Bestimmung  ist  nun  sehr  einfach, 
wenn  wir  annehmen ,  dass  an  der  Oberfläche  z  =  0  die  Ver- 
schiebungen w,  t;,  iü  selbst  gegeben  seien: 

(1)  u  =  U{x,  y),    V  =  V(x,  y),    w  =  W{x,  y). 

Bi«niann-Weber,  Partielle  Differentialgleichungen.     II.  13 
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Dann  müssen  die  Ä,  jB,  C  den  Bedingungen  genügen: 


—  00 
+  00 


(2)  V(^,y)  =  [[jS(a,/3)c*(«*  +  ^v)dad/J, 


—  00 
+  00 


W{x,y)=  ffc(a,/3)e»(«*  +  /*v)dad/3, 


00 


und  die  allgemeine  Formel  §.  76  (7)  ergiebt: 

+  00 


^('^'  ^^  =  T^^\l  ^(^'  i?)e-'<«^  +  /*'^>  d^dfi. 


—  00 

+   00 


(3)  B(a,  ^)  =  ^  ^jVd  i?)e-(«^^  +  .^'^)  d|di?, 


—  00 
+   00 


C{a,  ß)  =  J-^  jj  TT«,  iy)e-(«S  +  .^'i)  dg  dl?. 


OD 


Um  die  Functionen  A^  B^  C  auch  unter  den  in  §.  75  ge- 
machten allgemeineren  Bedingungen  zu  bestimmen,  müssen  wir  die 
Ausdrücke  für  die  Druckkräfte  X,,  F,,  Zg  für  jgr  =  0  ableiten. 
Es  ist  aber  nach  §.  65  (13): 


\cx    ^    cyj    ^    ^   ^   ^     ^  d  z 

Wir  bezeichnen  diese  drei  Grössen  als  Functionen  von  x^  y  mit 

-  X{x,  y),    -  Y{x,  yl     -  Z{x,  y),     [§.  77  (2)]. 
Nach  §.  77  (13)  ist  aber  (immer  für  ^  =  0) 
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+  00 


d 

d 


-  =  i  {{e*<-'"  +  fiyyaÄdadß, 


—  OD 


(5)  ^  =  i  f  f  ei(««  +  /*y)  ßüdadß, 


—  00 

+   00 


=  i  [[e^(«'  +  ^^v)y(0+Ä)dad/3, 


dw 
dl 

00 

woraus  nach  §.  77  (12),  wenn  man  den  Werth  von  ©  für  jgf  =  0 
mit  0  bezeichnet: 

+  00 

(6)  &=  —  -^^—  jje»(«x  +  /'v)  yE(u,  ß)  dadß. 


00 


Femer  ist 

•+-00 

d 
d 

00 

+  00 

'c_ 
d 


-  =  i  f  f  e«(«'  +  /*y)  {yA  4-  aH)  da  d/3, 

00 

+  00 

-  =  i  f  I  c»(«^  +  .^y)  (yJS  +  ßH)da  dß. 


(7)  ^00 


—  OD 
+   » 


^^  =  i  [le«(«'  +  ^J'>/3Cdad/3, 


dy 


00 


und  daraus  erhält  man  nach  (4): 

+  00 


X{x,y)=r.  ff^'(a, /3)e*<«*  +  /*v)dad/3, 


—  00 

+   00 


(8)  Y(x,  y)=\\  B'{a,  /3je»(«'  +  .^v)  da  d/3, 


—  CO 


Z(x,y)  =  |[c'(a,/3)e«<"*  +  .^v)  dadß, 
worin  gesetzt  ist 


13 
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A'iu,ß)  =  -  ili[YA  +  «(C  +  H)l 
^g^  B'(cc,ß)  =  -  iiilvB  +  ß(C  +  H)l 

C'(a,ß)  =  -  2it^Y  (c+  -^_|_  Hy 

und  hierzu  kommt  noch  die  Gleichung  §.  77  (12): 

(10)  yH=  -  ^3^  («^  +  ^B  +  yC), 

woraus  man,  wenn  A\  B\  C  bekannt  sind,  auch  -4,  JB,  C,  H  be- 
rechnen kann,  oder  allgemeiner  aus  dreien  der  Grössen  A,  JS,  C, 
^\  JS',  C\  H  die  übrigen. 

Die  Functionen  Ä\  JB',  C,  fl"  können  aber  ebenso  aus  den 
Functionen  _  _  _ 

X{x,  y\      Y{x,  y),     Z{x,  y),      0(a:,  y) 

bestimmt  werden,  wie  wir  im  vorigen  Paragraphen  Ä^  B,  C  aus 
Z7,  F,  TF  bestimmt  haben.    Es  ergiebt  sich  nämlich  aus  (6): 

-f-   00 

und  aus  (8): 


—  00 


+  » 


Ä' («, /3)  =  ^  [j X  (1, 7]) e-'(« i  +  .* •')  d|  dl?, 


00 

+  00 


(12)  £'(«,/3)  =  ;i^    ff   r(5,7?)6-«(«^^  +  ^^'.)d|rfl?, 


—  00 


C'(«,^)  =  ^  jj^d,  ij)c-- («*  +  .-"-)  dl  di. 


—  00 


§.  79. 

Eindruck  eines  schweren  Körpers  auf  eine  elastische 

Unterlage. 

Boussinesq  hat  seine  Methode  auf  ein  Problem  ange- 
wandt, das  wir  hier  auch  noch  nach  unserer  Methode  behandeln 
wollen. 

Wir  denken  uns  auf  eine  elastische  horizontale  Unterlage 
einen  Stempel  vom  Gewicht  P  aufgesetzt,   den   wir  uns  aber  als 
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starr  vorstellen  wollen  (er  möge  etwa  aus  einem  sehr  viel 
schwerer  deformirbaren  Stoffe  bestehen  als  die  Unterlage)- 
Dieser  Körper  K  habe  die  Gestalt  eines  Cylinders,  dessen  Basis 
eine  gegebene,  beliebig  gekrümmte,  von  der  Ebene  unendlich 
wenig  abweichende  Fläche  ist.   Die  Rand-  Y\g.  17. 

curve  6  dieser  Fläche,  längs  der  sie  an 
den  '  Cylindermantel  anstösst,  sei  eben 
und  senkrecht  auf  den  Erzeugenden  des 
Cylinders. 

Diese  Randcurve  sei  bis  zur  Tiefe  & 
in   die  Unterlage  eingesunken.  | 

Die  Gestalt  der  Basisfläche  soll  dadurch  bestimmt  sein,  dass 
ihre  ^-Ordinate,  von  der  Ebene  des  Randes  an  gerechnet,  eine 
gegebene  Function  Q{x^y)  sei,  die  am  Rande  gleich  Null  ist. 
Wenn  q{x^  y)  überall  gleich  Null  ist,  so  ist  die  Basisfläche  eben. 

Endlich  wollen  wir  die  Projection  der  Basis  auf  die  a;t/- Ebene 
mit  S  bezeichnen  (Fig.  17). 

Wir  nehmen  also  an,  dass  der  Körper  K  seiner  Gestielt  nach 
unveränderlich  sei,  und  dass  sich  die  Unterlage  unter  dem  Einflüsse 
des  Druckes  P  der  Gestalt  des  Körpers  genau  anschliesst. 
Diese  letztere  Voraussetzung  wird,  namentlich  in  der  Nähe  des 
Randes,  wo  sich  unendlich  grosse  Druckkräfte  ergeben  werden, 
nicht  genau  erfüllt  sein.  Indessen  werden  wir  bei  dieser  An- 
nahme doch  ein  Resultat  erhalten,  was  in  hinlänglicher  Ent- 
fernung von  dem  Rande  die  wirklichen  Verhältnisse  mit  einer 
gewissen  Annäherung  darstellt. 

Wir  haben  hier,  mit  Rücksicht  darauf,  dass  der  Druck  des 
Körpers  K  überall  nur  vertical  (in  der  Richtung  der  positiven 
z)  wirkt,  wenn  wir  uns  der  Einfachheit  halber  auf  den  Fall  einer 
ebenen  Grundfläche  des  Körpers  K  beschränken,  also  ^  =  0 
setzen,  für  das  elastische  Problem  in  der  Unterlage  die  fol- 
genden Grenzbedingungen  für  ^  =  0: 

(1)  X^  =  0,     Yg  =  0,    in  der  ganzen  Ebene  ^  =  0, 

(2)  Z,  =  0     ausserhalb  S, 

(3)  w  =  k     innerhalb   S, 

Diese  Grenzbedingungen  haben  das  Eigenthümliche,  dass  sie 
nicht  einheitlich  für  die  ganze  Ebene  gegeben  sind,  sondern 
sich  zum  Theil  auf  Zz^  zum  Theil  auf  w  beziehen,  und  dieser 
Umstand   ist   für    die   Integration   im    Allgemeinen    eine   grosse 


198  Zehnter  Abschnitt.  §.  80. 

Schwierigkeit.  Einem  hierher  gehörigen  Falle  sind  wir  in  der 
Elektrostatik,  Bd.  I,  §.  133,  134,  begegnet,  bei  der  Bestimmung 
des  elektrischen  Gleichgewichtes  einer  ebenen  leitenden  Fläche, 
der  eine  gewisse  Elektricitätsmenge  mitgetheilt  ist,  und  wir  haben 
dort  das  Problem  für  den  Fall  einer  elliptischen  Scheibe  gelöst 
Es  ist  ein  höchst  bemerkenswerthes  Resultat  Ton 
Boussinesq,  dass  sich  das  elastische  Problem  auf  das 
erwähnte  elektrostatische  Problem  zurückführen  lässt. 


§.  80. 
Bedingungen  für  die  willkürlichen  Functionen. 

Die  Bedingungen  (1)  des  vorigen  Paragraphen,  die  sich  auf 
die  ganze  Ebene  xr  =  0  beziehen,  ergeben  nach  §.  78  (12) 

(1)  Ä'  =  0,        B'  =  0, 

und  daher  nach  §.  78  (9): 

und  nach  §.  77  (5)  (—  ya  =  «a  +  ß'^): 

(3)  aA  +  ßB  =  y{C^-H\ 
also  nach  §.  78  (10) 

(4)  H=-  ^^-  C. 
und  nach  (2) 

(5)  '^  +  ^^ 

und  nach  §.  78  (9) 

(6)  C'  =  -^'>^+J'),f. 

Es  ist  aber  für  ^  =  0  nach  §.  77  (13), 

(7)  w  =  [\  (7e'(^^  +  i5!/)  dadfi 


QCr 


und  nach  §.  78  (8) 
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+  00 


(8)  Z^        [[(7'6'(«*  +  ^^v)dad/3 


+  00 


_  _  2ieL(L+  f*)  \[  Cy  c'-C'  +  ^^v)  da  d/J. 


A  +  2 


OD 


Demnach  ist  die  Function  C  nach  §.  79  (2),  (3)  so  zu  be- 
stimmen, dass 

+   00 

(9)  ffce<(«*  +  /''v>dfadj3  =   A:  innerhalb  S, 


oe 

+  00 


(10)  [[ce«(«*+/*«')ydfa(7/3   =  0       ausserhalb  S, 


00 


,und  die  Formel  (7)  ergiebt  dann,  wenn  man  sie  auf  einen  Punkt 
ausserhalb  /S  anwendet,  die  Einsenkung,  und  (8),  auf  einen 
Punkt  innerhalb  S  angewandt,  den  Druck,  den  die  Unterlage  zu 
tragen  hat 

Aus  §.  77  (13)  erhält  man  dann  die  Verschiebungen  w,  v,  \x) 
fiir  jeden  Punkt  im  Inneren  des  Körpers  und  an  der  Oberfläche. 


§.  81. 
Zurückführung  auf  das  elektrostatische  Problem. 

Denken  wir  uns  die  Fläche  S  in  der  a:y- Ebene  als  Scheibe 
aus  einem  homogenen  Leiter  der  Elektricität  gebildet,  der  eine 
gewisse  Elektricitätsmenge  mitgetheilt  ist,  so  wird  das  elektrische 
Potential  9?  bestimmt  durch  die  Bedingungen,  dass 

1.  im  ganzen  Räume  ^  97  =  0, 

2.  für  ^  =  0  innerhalb  S 

q)  =  ]c  (gleich  einer  Constanten), 

3.  für  ^  =  0  ausserhalb  S 

q>  und  seine  Ableitungen  nach  g  stetig. 

4.  Im  Unendlichen  verschwindet   q)  wie  die  reciproke  Ent- 
fernung eines  Punktes  vom  Coordinatenanfangspunkt. 

Setzt  man  an  Stelle  der  Bedingung  2.  die  Bedingung 

(i)  «P.  =  1, 
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80  genügt  (p  =z  Jctpi  der  Bedingung  2.  und  zugleich  den  übrigen 
Bedingungen  1.,  3.,  4.  Die  Constante  k  wird,  wenn  das  Problem 
gelöst  ist,  aus  der  Menge  m  der  mitgetheilten  Elektricität  be- 
stimmt. 

Aus  der  Symmetrie  der  Bedingungen  1.  bis  4.  ergiebt  sich, 
dass  q>  eine  gerade  Function  von  z  ist,  d.  h.  dass 

sein  muss.  Daher  kann  die  Bedingung  3.  auch  durch  die  Be- 
dingung 

(2)  1^  =  0,    für  ^  =  0,    ausserhalb  S 

^  ^  dz 

ersetzt  werden,  und  es  genügt,  wenn  (p  für  positive  Werthe  von 
z  bestimmt  ist. 

Die  Flächendichtigkeit  6  der  Elektricität  an  einer  Stelle  a;,  y 
der  Fläche  S  erhält  man,  wenn  (p  bekannt  ist,  aus 

(3)  2%6  =  —  ^,    innerhalb  S 

^  ^  dz 

[Bd.  I,  §.  134  (2)J. 

Diese  Function  9  lässt  sich  wegen  der  Differentialgleichung  1. 
nach  der  Methode  der  particularen  Lösungen  durch  ein  Integral 

darstellen : 

+  00 

(4)  (p  =  l[0(a,/3)e«("*  +  .^»/  +  >'^)  dudß, 


oo 


worin  y  =  i  yöc^-j-^  und  O  (a,  ß)  eine  aus  den  Grenzbedingungen 
zu  bestimmende  Function  von  a,  ß  ist. 

Wenn  an  Stelle  der  Bedingungen  2.,  3.  die  Function  (p  in 
der  ganzen  Ebene  ^  =  0  gegeben  wäre,  so  wäre  die  Function  0 
durch  den  F  0  u  r  i  e  r '  sehen  Lehrsatz  bestimmt.  So  aber  erhält  man 
zur  Bestimmung  der  Function  O  die  folgenden  beiden  Bedingungen: 

(5)  1 1  0(a,/3)e»<"*  +  .^J/)  docdß  =  k        innerhalb  S, 

—  00 

(())  {[0 (a, /3) 7 e » (« *  +  .^ y)  d «  rf /i  =  0    ausserhalb  S, 


00 


und  für  die  elektrische  Dichtigkeit  erhält  man  aus  (3): 
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+  00 

(7)     2x6  =  —  i  j  [ 0(a,/3)y6»(«*  +  i^y>  dudß,   innerhalb  S. 


GO 


In  den  Fällen  also,  in  denen  das  elektrostatische  Problem 
für  die  Fläche  S  gelöst  ist,  können  wir  auch  die  Function 
0(a,  ß)  den  Bedingungen  (5),  (6)  gemäss  bestimmen. 

Die  Gleichungen  (5),  (6)  stimmen  aber  mit  (9),  (10)  des 
vorigen  Paragraphen  überein,  wenn  wir 

(8)  C=0(a,ß) 

setzen.    Es  folgt  dann  aus  §.  80  (8)  für  den  Druck  auf  einen 
Punkt  im  Inneren  von  S 

(9)  Z  =  ^^+-^  <S, 

und  es   wird   also    der  Druck  mit  der    elektrischen  Dichtigkeit 
proportional.     Ist  do  ein  Flächenelement  von  S  und 

P  =     Zdo^         m  =  \6do 

der  Gesammtdruck  und  die  Elektricitätsmenge,  so  ergiebt  sich 

Die  Einsenkung  tv  der  Ebene  z  =  0  ausserhalb  der  ge- 
pressten  Fläche  S  erhält  man  nach  §.  80  (7) 

(11)  w  =  (p. 

Nehmen  wir  den  Querschnitt  des  Stempels  K  kreisförmig 
an,  so  können  wir  die  Formeln  aus  Bd.  I,  §.  134  unmittelbar  an- 
wenden. 

Wir  erhalten,  wenn  wir  den  Abstand  eines  variablen  Punktes 
von  der  Cylinderaxe  mit  r  und  den  Radius  des  Kreises  mit  a 
bezeichnen,  für  die  Fläche  z  ^^^  0: 

(^o\  m    C  sinaa    ,.     .   , 

\'^^)  w  =  — J(ar)  da, 

a  j       cc  ^     ^ 

also 

(13)  (f  =  —  IT  =  ^»^  innerhalb  S, 

et     Ji 

(14)  QP  =  —  arc  sin  -         ausserhalb  S, 
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m 


(15)  C  = . , 

und  nach  (10) 

^      ^  4  Ä  ft  (A  +  fl) 

Demnach  wird  die  Tiefe  der  Einsenkung 

die  Spannung  im  Inneren  von  S: 

(18)  Z= ^_. 

2  jn:  a  V  aa  —  r*^ 

Die  Spannung  wird  also  unendlich  an  der  Peripherie  der 
eingedrückten  Fläche  S.  Dass  dies  in  Wirklichkeit  nicht  ein- 
treten kann,  ist  klar.  Der  Widerspruch  löst  sich  aber  dadurch, 
dass  die  Kante  des  drückenden  Stempels  in  der  Wirklichkeit 
nicht  scharf  bleiben  wird. 

Für  die  Depression  erhalten  wir  aber  aus  (11),  (13)  und 
(14)  einen  vollkommen  stetigen  Ausdruck,  nämlich 

^'')        -  =  ^W+i)-a  innerhalb  S, 

(20)        w  =  -— — 4"— , --   X  —  arc  sin  -      ausserhalb  S, 

47C(i{k  -^  fi)  a  r 

und  für  r  =  a  geht  der  Ausdruck  (20)  in  den  Werth  (19)  über. 


§.  82. 
Die  horizontalen  Verschiebungen. 

Für  die  Verschiebungen  w,  v  parallel  der  Ebene  xr  =  0  in 
dem  in  §.  79  behandelten  Probleme  erhalten  wir  aus  §.  77  (13), 
wenn  wir  uns  auf  die  Oberfläche,  d.  h.  auf  die  Ebene  xr  =  0  be- 
schränken : 

u  =  [f^e^^^^  +  .-^y)  dadß, 
(1) 


00 


+  00 


V  =  j  j  JBe*<«*  +  i'*y>dad/3, 


ac 
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und  wenn  wir  für  J.,  £  die  Ausdrücke  §.  80  (5)  substituiren  und 
C  =  O{o^  ß)  setzen : 

+  00 

^  =  -  T+Til  l\  7  *^"'  ß)e'''^-^(^y^  da  dß, 


OD 


Nun  ist  aber  nach  §.81  (4): 


(pz=  ffa>(a,/3)e'(«'  +  .^v  +  y')dad/3 


oo 


und  folglich 

00  +  ® 


[  ll  d-?  =  —  [[  -^^(a,  /3)e»(«^  +  .*v  +  y*)  dadß, 

M  — 00 

also  wenn  man  js  =  0  setzt: 

-     [j   ^    a>(«,  ^)C'('-  +  .*V)    d«  d|5    =     f    ll   d;j, 


00 

und  also  für  jsr  =  0: 

00 

u 

0 

00 


(3) 

A  +  2|ii  J  oy 

0 

Für   den   Fall   des  kreisförmigen   Querschnittes    ist   [Bd.    I, 
§.  134  (14)]: 

/j\  (^  +  2fA)P     f      „    sinaa  ^,     .  , 

^^  ^        4x(i(k -{- (i)a  j  u         V     /      ' 

0 

also,   wenn   J^   die   Bessel'sche   Function   der   Ordnung    1   ist 
[Bd.  I,  §.  69  (6)]: 

(5)        ^  =  —  -^- — .,    y  . e-«*  sinaae/,  (ar)da, 
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und  wenn  wir  also  x  -=  r  cos  0-,  y  =  r  sin  -O*  und 

(6)  M  =  —  p  cos  -O",        i;  =  —  9  sin  d" 

setzen : 

fr,\  ^  f  sin  a  a  ,  .     .  , 

0 

und  hierin  bedeutet  q  die  horizontale  Verschiebung  gegen  den 
Mittelpunkt  hin,  die,  wie  zu  erwarten  war,  von  0-  unabhängig  ist 


Elfter  Abschnitt. 


Bewegung  der  gespannten  Saiten. 


§.  83. 
Die  Differentialgleichungen  der  schwingenden  Saite. 

Unter  den  Problemen  der  Bewegung  elastischer  Körper  be- 
handeln wir  zunächst  die  schwingende  Saite,  für  die  wir 
die  DiflFerentialgleichungen  auf  dem  folgenden  directen  Wege  er- 
halten können  i). 

Wenn  die  Saite  hinlänglich  stark  gespannt  ist,  so  wird  die 
Schwerkraft  keinen  merklichen  Einfluss  mehr  auf  ihre  Bewegung 
haben,  und  wir  sehen  also  von  der  Wirkung  der  Schwere  der 
Saite  ab.  Dann  wird  die  Saite  in  ihrer  Gleichgewichtslage 
geradlinig  sein,  und  wir  zählen  auf  dieser  geraden  Linie  die 
Abscissen  x.  Den  Anfangspunkt,  a;  =  0,  und  den  Endpunkt, 
X  =  l,  nehmen  wir  zunächst  als  fest  an.  Vor  der  Befestigung 
aber  soll  die  Saite  durch  ein  Gewicht  P  gespannt  sein.  Dann 
ist  die  Spannung  in  jedem  Punkte  =  P,  d.  h.  wenn  wir  uns  die 
Saite  an  irgend  einer  Stelle  durchschnitten  denken,  dann  muss, 
um  das  Gleichgewicht  zu  erhalten,  an  jedem  der  beiden  freien 
Enden  eine  Kraft  von  der  Grösse  P  in  der  Richtung  der  Saite 
angebracht  werden. 

Wir  nehmen  nun  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  an, 
dessen  a;-Axe  mit  der  Gleichgewichtslage  der  Saite  zusammen- 
fallt, und  ertheilen  einem  beliebigen  Punkte  M  mit  der  Abscisse  x 


^)  Qeber  die  Geschichte  dieses  Problems  vergleiche  man  die  Abhand- 
lung von  Riemann  „Ueber  die  Darstellbarkeit  einer  Function  durch  eine 
trigonometrische  Reihe"  (Riemann's  Werke,  2.  Aufl.,  S.  227). 
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eine  Verschiebung  (Mm),  deren  Projectionen  |,  i},  g  heissen  mögen. 
Wir  nehmen  |,  ly,  f  als  stetige  Functionen  von  x  und  von  der 
Zeit  t  an,  und  ebenso  sollen  die  Differentialquotienten 

n\  H    dji    H    H    dji    di 

^^  dx'  dx'  dx'  dt'   er  dt 

zunächst  noch  stetige  Functionen  von  x  und  t  sein.     Wir  be- 
trachten aber  |,  17,  £  und  ihre  Differentialquotienten  als  unend- 
Yig^  18.  lieh   kleine   Grössen   erster  Ordnung, 

nj.  deren  höhere  Potenzen  gegen  die  nie- 

drigeren  vernachlässigt  werden  können. 
M  M'  *^      Die  Differentialquotienten  nach  x  sollen 

auch  mit  |',  ly',  S'  bezeichnet  werden. 
Wir  betrachten  ein  Element  {MM')  =  dx  der  Saite,  das 
durch  die  Verschiebung  in  {mm')  =  ds  übergegangen  sei,  und 
das  Element  ds  schliesse  mit  den  Coordinatenaxen  die  Winkel 
^f  ßt  y  ein.  Die  Verschiebung  {M' m')  vdrd  dann  ausgedrückt 
durch 

I  +  d|  =  I  +  i'dx 

(2)  ri  -\-  dvi  =:  VI  -^^  vj'dx 

t-\-dt=*t-ht'dx 
und  wenn  also 

(3)  X  +  I,  12,  f 
die  Coordinaten  von  m  sind,  so  sind 

(4)  a;  +  d^+|  +  df,    12  + dl?,    5  +  df 

die  Coordinaten  von  wi'. 

Es  ist  daher  mit  den  erlaubten  Vernachlässigungen 

(5)  ds  =  \{dx  +  dS)2  +  dti^  +  dg»  =  d^(l  +  SO- 

Die  Verlängerung  von  da:  ist  also  durch  ^'dx  ausgedrückt 
Es  ist  nun  femer  nach  (3)  und  (4) 

(6)  da:  -f-  d|  =  ds  cosa,     dtj  =  ds  cos/3,    df  =  ds  cosy, 

woraus  mit  den  erlaubten  Vernachlässigungen 

(7)  cosa  =  1,     cos/3  =  rj'^    cosy  =  g'. 

Es  ist  nun  die  Kraft  zu  bestimmen,  die  auf  das  Element 
ds  wirkt.  Diese  setzt  sich  aber  aus  zwei  Theilen  zusammen. 
Es  wirkt  zunächst  auf  jedes  der  Enden  ih,  m'  in  der  Richtung 
der  Tangente,  die  ursprüngliche  Spannung  P,   und  zwar  in  m 
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gegen  den  Nullpunkt,  in  wl  gegen  den  Endpunkt  der  Saite  ge- 
richtet. Ausserdem  aber  wird  durch  die  Verlängerung,  die  das 
Element  erfiJiren  hat,  eine  Vergrösserung  der  Spannung  hervor- 
gerufen, die  man  mit  der  Vergrösserung  der  Längeneinheit,  hier 
[nach  (5)]  mit  |'  proportional  annimmt,  und  die  also  =  J^|'  zu 
setzen  ist.  Der  Factor  E  drückt  die  Kraft  aus,  die  erforderlich 
wäre,  um  irgend  ein  Stück  der  Saite  um  das  Doppelte  zu  ver- 
längern (vorausgesetzt,  dass  dieses  einfache  Gesetz  auch  bei  so 
starken  Deformationen  noch  gültig  wäre,  was  natürlich  nicht  der 
Fall  ist)  und  heisst  nach  §.  68  der  Elasticitätsmodulus. 

Demnach  wirken  an  dem  Punkte  m  die  Kraftcomponenten 

X  =  —  (P  +  -Er)  cos«  =  -  (P  +  Ei% 
r=  -  (P  +  JEIO  cos/3  =  —  V^, 
Z  =  —  (P  +  £r)  cosy  =  —  Pg', 

und  an  dem  Punkte  m' 

Y'  =  PV         +  ^  dx, 

Z'  =  VV         +  ^'  äx, 
und  folglich  wirken  auf  das  Element  ds  die  Kraftcomponenten 

(«)  ^lä«^-'      ^0^^-'      ^1^*^- 

Diese  Kräfte  müssen  nun  nach  dem  Grundgesetz  der  Dynamik 
(Bd.  I,  §.  119)  dem  Producte  aus  der  Masse  ft  des  Elementes  ds 
mit  den  Componenten  der  Beschleunigung  gleich  sein,  also 
gleich 

Um  ft  auszudrücken,  bezeichnen  wir  mit  p  das  Gewicht  der 
ganzen  Saite  von  der  Länge  Z;  dann  ist  das  Gewicht  des 
Elementes  von  der  ursprünglichen  Länge  dx  gleich  p da;: Z,  und 
wenn  wir  also  noch  das  Gewicht  der  Masseneinheit,  d.  h.  die 
Beschleunigung  der  Schwerkraft  mit  g  bezeichnen,  so  ist  dieser 
Ausdruck  gleich  fig;  folglich 

(.0)  .  =  S^, 


208  Elfter   Abschnitt.  §.  83. 

und  dies  lässt  sich  auch  auf  den  Fall  anwenden,  dass  die  Saite 
nicht  durchweg  von  der  gleichen  Dicke  oder  Dichte 
ist,  nur  ist  dann  pjl  keine  Constante,  sondern  eine  gegebene 
Function  von  x. 

Danach  erhalten  wir  aus  (6)  und  (7)  die  Gleichungen: 


8«! 

Elg 

dH 

dt^ 

P 

8a;»' 

d^n 

Plg 

8*1? 

dt^ 

p 

dx^' 

dH 

Plg 

dH 

(11) 


Die  drei  Componenten  |,  rj,  %  sind  also  in  diesen  Gleichungen 
vollständig  von  einander  getrennt  und  jede  von  ihnen  wird  durch 
eine  Gleichung  der  gleichen  Form  bestimmt.  Zu  ihrer  voll- 
ständigen Bestimmung  treten  noch  die  Nebenbedingungen,  dass 
für  X  =  0  und  rc  =  Z  alle  drei  Componenten  |,  i^,  g  für  jeden 
Werth  von  t  verschwinden  sollen,  und  die  Bedingungen  des 
Anfangszustandes,  nach  denen  für  ^  =  0  die  sechs  Grössen 
Si  ^1  £?  8|/8^  drj/öt^  di/dt  in  gegebene  Functionen  von  x 
übergehen  sollen.  Diese  letzteren  Functionen  sind  aber  nur  in 
dem  Intervall  (0,  l)  für  x  gegeben. 

Die  Function  ^  bestimmt  die  longitudinalen  Schwin- 
gungen. Diese  allein  hängen  von  der  Constante  JE  ab,  ly  und 
i  sind  die  beiden  Componenten  der  transversalen  Schwingungen, 
und  es  genügt,  wenn  wir  uns  in  der  Folge  mit  einer  von  den 
drei  Componenten,  etwa  mit  rj^  beschäftigen,  für  die  wir,  wenn  wir 

(12)  a»  =  ^ 

P 

setzen,  die  Differentialgleichung  erhalten: 

mit  den  Nebenbedingungen: 

(14)  rj  =  0  für  a;  =  0  und  x  =  / 

(15)  V=fi^)    1 

(16)  ^  =  F(x)  J 

Bei  der  homogenen  Saite  ist  a  constant,  bei  der  inhomogenen 
eine  gegebene  Function  von  x. 
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§.  84. 
Particulare  Lösungen. 

Wir  suchen  zunächst  particulare  Lösungen  der  'Gleichung 
(13),  §.  83,  indem  wir  für  rj  ein  Product  ÜV  einer  Function  U 
von  t  allein  und  einer  Function  Fvon  x  allein  setzen.  Es  ergiebt 
sich  dann  durch  Division  mit  UV 

l_  dyü_   _  a2  dajr 
U  dt^     ~  V'dx^' 

Es  müssen  also  beide  Seiten  dieser  Gleichung  gleich  einer 
und  derselben  Constante  sein ,  die  wir  mit  —  m^  bezeichnen 
wollen,  so  dass  sich  die  beiden  Gleichungen  ergeben: 

^'ü  .TT 

=  —  m^U 


d^V  _  _  m^ 
dx^  "~        öä" 


F. 


Die  zweite  dieser  Gleichungen  gehört,  wenn  a  eine  Function 
von  X  ist,  zu  dem  Typus  von  Differentialgleichungen,  die  wir  in 
§.  25  f.  betrachtet  haben,  und  die  dort  abgeleiteten  allgemeinen 
Theoreme  erhalten  also  hier  ihre  physikalische  Bedeutung.  Wir 
wollen  uns  aber  jetzt  nur  mit  dem  Falle  beschäftigen,  wo  a  con- 
stant  ist,  also  mit  der  homogenen  Saite.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung haben  die  vorstehenden  Differentialgleichungen  die  parti- 

cularen  Integrale: 

TJ  =  cos  m  f ,        sin  m  t 

TT  fnx         .    mx 

V  =  cos  — ,      sin  —  • 
a  a 

Unter  diesen  suchen  wir  solche  aus,  die  der  Bedingung  (14) 
in  §.  83  genügen,  also  für  x  =  0  und  x  =  l  verschwinden.     Dies 

wird  erreicht,  wenn  wir  V=  sin — ,  und  m  =  ann/l  setzen, 

worin  n   eine  ganze  Zahl  ist,  die  positiv   angenommen  werden 
kann. 

Wenn  man  dann  mit  r  und  A  noch  zwei  willkürliche  Con- 
stanten bezeichnet,  so  erhält  man  ein  particulares  Integral  der 
partiellen  Differentialgleichung  §.  83  (13): 

Biemann-Weber,  Partiolle  Differentialgleichungen.     11.  ^4 


210  Elfter  Abschnitt.  §.  84. 

.,.                                     .             7ta(t  —  r)     .        7tx 
(1)  r?n  =  -4  cosn  — ^ sin  n  -p 

und  bierin  kann  n  jede  ganze  positive  Zahl  bedeuten. 

Wenn  die  Saite  nacb  diesem  Gesetze  scbwingt,  so  ist  der 
Vorgang  in  Bezug  auf  die  Zeit  periodisch,  und  die  Scbwingungs- 
dauer  Tn*  ist  gleich  21 /an.  Der  reciproke  Werth  der  Scb¥dn- 
gungsdauer  heisst  die  Scbwingungszabl: 

und  dies  ist  die  Anzahl  der  Schwingungen,  die  in  der  Zeit- 
einheit (der  Secunde)  ausgeführt  werden.  Von  dieser  Zahl  hängt 
die  Tonhöbe  ab.  Den  tiefsten  Ton,  den  die  Saite  geben  kann, 
erhält  man  für  n  =  1.  Er  heisst  der  Grundton  der  Saite. 
Die  übrigen  heissen  die  harmonischen  Obertöne.  Fürn  =  2 
erhält  man  die  Octave  des  Grundtones,  für  n  =  3  die  Quinte 
der  Octave,  für  n  =  4  die  zweite  Octave,  für  n  =  5  die  grosse 
Terz  der  zweiten  Octave. 

Der  Ausdruck  (1)  zeigt,  dass,  wenn  x  ein  Vielfaches  von  l/n 
ist,  rin  fortdauernd  =  0  bleibt.  Es  theilt  sich  so  die  Saite  in 
n  Theile,  deren  jeder  für  sich  so  schwingt,  wie  wenn  eine  Saite 
von  der  Länge  l/n  mit  ihrem  Grundton  schwingt.  Die  Theil- 
punkte  dieser  Strecken,  deren  Zahl  n —  1  beträgt,  heissen  die 
Knotenpunkte  (Fig.  19,  20). 

Die  Formel  (2)  zeigt  die  Abhängigkeit  der  Höhe  des  Grund- 
tones von  der  Länge  Z,  der  Spannung  P  und  dem   Gewicht  |) 

Fig.  19.  Fig.  20. 


n  =  i. 

n»2. 


der  Saite.  Der  Factor  Ä  heisst  die  Amplitude  der  Schwin- 
gung. Ihr  Quadrat  bestimmt  die  Stärke  oder  Intensität  des 
Tones. 

Wenn  wir  mehrere  Ausdrücke  von  der  Form  (1)  addiren,  so 
erhalten  wir  complicirtere  Schwingungsformen  der  Saite,  bei 
denen  der  Grundton  und  mehrere  der  harmonischen  Obertöne 
zusammenklingen,  die  ein  geübtes  Ohr  auch  wieder  Yon  ein- 
ander zu  trennen  weiss.  Von  der  relativen  Stärke  der  Obertöne 
hängt  nach  Helmholtz  die  Klangfarbe  ab. 
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Um    diese    allgemeineren    Schwingungsformen    darzustellen, 
zerlegen  wir  den  Cosinus  in  der  Formel  (1)  und  erhalten,  wenn  wir 

An  =  A  cos  n   -y— ,      jön  =  -4  sm  n  — y— 

setzen  und    mit    T  die   Schwingungsdauer  des   Grundtones  be- 
zeichnen: 


n 


(3)  n   =  Ji^  [f^n  COSW    -^  +  Bn  SIU  W  — ^— j   SIU  n  -y-, 

worin  sich  die  Summe  auf  beliebige  Werthe  von  n  erstrecken 
kann.  Durch-  Bestimmung  der  Constanten  An  und  Bn  haben 
wir  dann  noch  die  Möglichkeit,  eine  unendliche  Mannigfaltigkeit 
von  Anfangszuständen  zu  berücksichtigen,  und  wenn  wir  die  An- 
nahme machen,  dass  die  Formel  (3)  auch  noch  gültig  sei,  wenn 
wir  die  Anzahl  der  Glieder  unendlich  nehmen,  so  können  ¥rir 
auch  noch  die  Bedingungen  eines  willkürlichen  Anfangszustandes 
erfüllen. 


§.  85. 
Einführung  des  Anfangszustandes. 

Wir  nehmen  also  jetzt  die  Lösung  des  Problems  der  schwin- 
genden Saite  in  der  Form  an: 

X 


(1)         ri^=  2j  Mncosn— I \-  Bn  sinn  — ^j  sin  n  -^ 

und  verlangen,  dass  die  Constanten  -4„,  Bn  so  bestimmt  werden, 
dass  dieser  Ausdruck  für  ^  =  0  einen  gegebenen  Anfangszustand 
darstelle.  Dieser  Anfangszustand  ist  nach  §.  83  (15),  (16)  durch 
zwei  Functionen  f{x)^  F (x)  bestimmt,  so  dass  für  t  =  0, 
0  <ix<:l 

(2)  n=f{^).    It=^(^) 

wird.  Diese  Functionen /(o?),  F{x)  sind  nur  in  dem  Intervall 
(0,  T)  gegeben.    Es  muss  dann  aber  nach  (1) 


U 


212  Elfter  Abschnitt.  §.  85. 


00 

nx 


An^mn-j-       =  fix), 

n  =  0 

gesetzt  werden. 

Hieraus  lassen  sich  An  und  Bn  berechnen,  wenn  man  nach 
§.  33  des  ersten  Bandes  die  Functionen  f{x),  F(x)  in  Sinus- 
Reihen  entwickelt.    Man  erhält 

i 


(4) 


An=    j        /  (a)  sin  — p  da, 

0 


XI            2      f  ^,  .    .    nna  , 
JBn  = Jr(a)sin— .j—  rfa. 

0 


Die  Formeln  (3)  gelten  zunächst  nur,  so  lange  x  im  Inter- 
vall (0,  l)  liegt,  und  wenn  wir  für  andere  Werthe  von  x  die 
Formeln  (3)  als  Definition  für/(a:)  und  F(x)  ansehen,  so  er- 
giebt  sich 

/.x       /(-^)     =-/(^).        F{-x)     =-F(x\ 
^^>^       f{x^2l)=f(x),  F{x  +  21)=F(x), 

und  auch  durch  diese  Functionalgleichungen  sind  die  FunctioncD 
/  (x),  F  {x)  für  alle  Werthe  von  x  eindeutig  bestimmt,  wenn  sie 
zwischen  x  =  0  und  x  =  l  gegeben  sind.    Aus  (5)  folgt 

(6)    /(?  +  x)  =  -/(?  -  x%        F(J  ^x)  =  ^F(l  —  X), 

und  aus  der  zweiten  Gleichung  (3)  leiten  wir  durch  IntegratioB 
in  Bezug  auf  x  die  Formel  her: 


(7)  ]2  Bn  cos  ^^  = F(x)dx  -f-  const. 


die  dann  gleichfalls,  wenn  die  Constante  richtig  bestimmt  wird, 
worauf  es  hier  nicht  ankommt,  für  beliebige  x  gilt  Nun  lässl 
sich  die  Formel  (1),  mit  Benutzung  elementarer  trigonometrischer 
Formeln,  so  darstellen: 

1^     .    /.       7c(x  —  at),     .       n(x -\- at)\ 
^  =  2  -2j  ^«  (^^^  *'  i +  ^^^^  ~^~l ) 

(8) 

,     1  ^r^   ü    /          ^(x — at)                7c{x-^at)\ 
+  2  -Zj  •®»»  ( ^^^^^ 1 ~  ^^^^      — i h 


n=0 
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und  hieraus  ergiebt  sich  mit  Hülfe  der  Formeln  (3)  und  (7)  die 
folgende  Darstellung  der  Function  17: 

x-\-  at 

(9)       n  =  l  [f(^  +  «0  +  /(*  -  «0]  +  ^  I  F{^) dx. 

X  —  at 

Diese  zweite  Form  der  Lösung  des  Problems  rührt  von 
d'Alembert  her,  und  ist  älter  als  die  durch  die  Fourier'sche 
Reihe,  die  auf  Daniel  Bernoulli  zurückzuführen  ist.  Wir 
haben  hier  die  eine  aus  der  anderen  abgeleitet;  jedoch  lässt 
sich  auch  die  d'Alembert'sche  Lösung  direct  verificiren. 


§.  86. 
Discussion  der  Lösung. 

Der  Ausdruck,  den  wir  zuletzt  für  rj  gefunden  haben: 

X  ■{■  at 

(1)         »?  =  i  [/(x  +  at)  +  /(a;  _  aO]  +  ^  j  F(x)dx 

X — at 

genügt  der  Differentialgleichung  §.  83  (13)  identisch,  wenn  die 
Functionen  /  {x)  überall  einen  bestimmten  zweiten  und  F  (x) 
einen  bestimmten  ersten  Differentialquotienten  hat,  mögen 
übrigens  f(x)  und  F(x)  sein,  was  sie  wollen. 

Die  Grenzbedingung  [§.  83  (14)],  dass  rj  für  x  =  0  und 
X  =  l  verschwinden  soll,  ist  durch  (1)  befriedigt,  wenn  /(x)  und 
F{x)  den  Gleichungen  §.  85  (5),  (6)  gemäss  bestimmt  sind,  und 
wenn  ausserdem  /(x)  eine  stetige  Function  ist.    Dann  ist 

f(l  +  at)+f(l-at)  =  0, 

+  at  l-rai  +at 

{F{x)dx  =  0,     I  F{x) dx  =  \F(l  -^x)dx  =  0. 

— at  l — at  — at 

Durch    diese  Voraussetzungen    ist    zugleich    die  Bedingung 
erfüllt,  dass  rj  für  t  =  0  in  f{x)  übergeht. 
Bilden  wir  aber  noch 

Ij  =  I  [/(^-  +  «0  -/'  (^-  -  «<)]  +  l[F(ß  +  at)  +  Fix  -  at)l 
SO  erkennt  man,  dass  dies  für  ^  =  0  nur  dann  in  F{x)  über- 
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geht,  wenn  auch  noch  f*{x)  und  F{x)  stetige  Functionen  sind. 
Diese  Voraussetzungen  wollen  wir  also  jetzt  machen. 

1'^  Zunächst  ziehen  wir  einen  allgemeinen  Schluss  aus  der 
Formel  (1).  Wir  setzen  at  =  Z,  d.  h.  wir  gehen  in  der  Zeit  von 
^  =  0  aus  um  eine  halbe  Schwingungsdauer  des  Grundtones 
Torwarts  (wobei  der  Anfangszustand  irgend  ein  im  Verlauf  der 
Bewegung  eintretender  Zustand  sein  kann).    Es  ist  aber 

F{x)  dx  =  0, 


was  man  ohne  Rechnung  aus  der  Fig.  21  einsieht,  die  den  Ver- 
lauf der  Curve  y  =  F(x)  darstellt,  bei  der  der  Flächeninhalt 

Fig.  21.  Fig.  22. 


.1  _....       — . ,^ 


vp^ 


irgend  eines  Stückes,  dessen  Basis  21  ist,  immer  verschwindet 
Daraus  folgt  also  für  at  =:  l: 

n  =  ^  [/■(»  + ')  +/(«  -  m  =  -/(.'-  «), 

und  es  ist  also  nach  einer  halben  Schwingungsdauer  sowohl  die 
Gestalt  der  Curve  als  die  Geschwindigkeit  in  doppelter  Hinsicht 
umgekehrt,  sowohl  von  rechts  nach  links,  als  von  oben  nach 
unten  (Fig.  22). 

§.87. 
Fortschreitende  Wellen. 

Wir  wollen  noch  einen  Fall  betrachten,  der,  obwohl  bei 
Saiten  nicht  unmittelbar  realisirbar,  doch  in  mancher  Beziehung 
lehrreich  ist.  Wir  wollen  nämlich  eine  beiderseits  unendlich 
lange  Saite  betrachten,  so  dass  die  Grenzbedingungen  wegfallen. 
Dann  sind  die  Functionen  f(x)  und  F(x)  durch  den  Anfangs- 
zustand für  alle  Werthe  von  x  bestimmt,  und  rj  ist  durch  die 
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Formel  (1),  §.  86  für  alle  Zeiten  bestimmt.  Wir  betrachten 
zwei  Fälle. 

L  Es  sei  F{x)  =  0  für  alle  Werthe  von  x,  f{x)  nur  in 
einer  endlichen  Strecke,  —  a  <  a?  <C  «,  von  Null  verschieden. 
Dann  ist  also: 

(1)  ri=\m^  -¥  at)  +f{x  -  at)]', 

betrachten  wir  irgend  einen  festen  Werth  von  f,  so  hat/(a:-|-aO 
nur  so  weit  einen  von  Null  verschiedenen  Werth,  als  x  -^  at 
zwischen  — a  und  -j-a  liegt,  also  so  lange 

(2)  —  at  —  a<Z,x<^—at-\-a 

ist,  und  f{x  —  at)  ist  nur  dann  von  Null  verschieden,  wenn 

(3)  at  —  a  <ix  <,  at  -\-  a. 

Wenn  daher  at  —  a  >>  — at  -{-  n^  d.  h.  a^  >  a  ist,  so  ist 
iy  =  0,  wenn  keine  der  beiden  Ungleichungen  (2),  (3)  befriedigt 
ist,  also  wenn  entweder 

X  <C  — at  —  a 
oder 

—  at  -\-  a  <C  X  <C^  at  —  a 

oder  endlich 

at  -\-  a  <i  x^ 

und  71  ist  nur  von  Null  verschieden,  wenn  eine  der  beiden  (ein- 
ander ausschliessenden)  Ungleichungen  (2),  (3)  erfüllt  ist. 

Es  pflanzen  sich  also  von  der  anfänglich  erregten  Stelle  aus 
nach  beiden  Seiten  Wellen  mit  der  constanten  Geschwindigkeit 

Fig.  23. 


a  und  der  Breite  2  a  fort,  deren  Höhe  halb  so  gross  ist  als  die 
Höhe  der  ursprünglichen  Welle.  Ausserhalb  dieser  fort- 
schreitenden Wellen  befindet  sich  die  Saite  in  der  Gleich- 
gewichtslage. 

H.  Es  sei  f{x)  =  0  für  alle  Werthe  von  x,  und  F{x)  sei 
von  Null  verschieden  in  der  Strecke  — a  <Ci  x  <'^  a\  ausserhalb 
dieser  Strecke  sei  auch  F{x)  =  0.     Dann  ist 


i 
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(4)  t)  =  ^^Fix)dx. 

x  —  at 

Hieraus  ergiebt  sich,  wenn  wir  wieder  einen  Werth  von  t 
festhalten,  dass  tj  =  0  ist,  wenn  x  —  a^  >>  a,  oder  wenn  X'\'at  < — a, 
also  wenn 

X  <i  —  at  —  a  oder  x^  at  -\-  a, 

Ist  aber  x  —  at  <C —  «  und  x  -\-  at  ^  -\-  a^  also 

—  at  -\-  a  <^  X  <i  at  —  a 

(was  voraussetzt,  dass  at  ^  a  ist),  so  hat  iy  den  constanten  Werth 

^^\F{x)dx  =  c, 


— a 


der  durch  den  Flächeninhalt  der  Curve  mit  der  Ordinate  F  {x) 
dargestellt  werden  kann.     Wenn  x  zwischen  at — a  und  at-^-a 

Fig.  24. 


^^^^ 


liegt,  so  wird  iy  stetig  von  dem  Werthe  c  zu  Null  abfallen,  und 
ebenso,  wenn  x  zwischen  —  at  -\-  a  und  — at  — a  liegt.  Die 
Figur  24  veranschaulicht  den  Verlauf  von  i^. 


§.  88. 
Unstetigkeiten. 

Wir  haben  in  §.  86  ausdrücklich  die  Forderung  gestellt, 
dass  die  Functionen /(a:), /'(o;),  F{x)  stetige  Functionen  von  x 
sein  sollen.  Es  kommen  aber  in  den  Anwendungen  Fälle  vor, 
die  sich  einem  Zustande  stark  annähern,  in  dem  diese  Voraus- 
setzung nicht  erfüllt  ist.  Wir  erinnern  an  das  Beispiel  der  ge- 
zupften Saite,  d.  h.  einer  Saite,  die  etwa  durch  einen  schmalen 
Stift  seitwärts  gedrängt  und  dann  sich  selbst  überlassen  ist 
Dann  wird  die  Curve  y  =/(.r)  nahezu  aus  zwei  geraden  Linien 
bestehen,  die  in  einem  Punkte  x  unter  einem  Winkel  an  ein- 
ander stossen.    In  diesem  Falle  ist  also  /'  {x)  unstetig.     Ebenso 
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Unstetigkeiten. 
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können  wir  uns  vorstellen,  dass  F(x)  unstetig  sei.  Dagegen  ist 
eine  Unstetigkeit  der  Function  f{x)  physikalisch  nicht  zulässig, 
weil  sonst  der  Zusammenhang  der  Saite  aufgehoben  wäre. 

Nun  zeigt  uns  die  Betrachtung  des  §.  85  ^  dass  auch  diese 
Fälle  durch  die  bisherige  Theorie  erledigt  werden.  Denn  wenn 
wir  uns  in  den  Reihen  §.  85  (3)  auf  eine  beliebige,  aber  endliche 
Anzahl  von  Gliedern  beschränken,  so  erhalten  wir  die  Bewegung 
der  Saite,  die  einem  stetigen  AnfangszustandjB  entspricht,  der 
sich  aber  dem  thatsächlich  gegebenen  unstetigen  (der  ja  auch 
nur  eine  Annäherung  an  die  Wirklichkeit  ist)  bis  zu  jedem  Grade 
nähert,  und  wir  werden  daher  auch  die  Formeln  §.  85  (8),  (9), 
die  den  weiteren  Verlauf  der  Bewegung  darstellen,  als  eine  An- 
näherung an  den  wirklichen  Vorgang  betrachten  können. 


Fig.  25. 


Fig.  26. 


Um  nach  dieser  Methode  z.  B.  die  gezupfte  Saite  zu  be- 
handeln, setze  man 

und  man  kann  leicht  die  auf  einander  folgenden  Gestalten  der 
Saite   durch   eine  geometrische  Construction  finden,   wenn  man 

Fig.  27. 


die  Curven  f{x  -f-  at)  und  /{x  —  at)  gleichzeitig  zieht,  und  das 
Mittel  zwischen  ihren  Ordinaten  sucht;  man  erhält  so  eine 
Gestalt  der  Curve,  die  aus  drei  oder  aus  zwei  geradlinigen 
Strecken  zusammengesetzt  ist.  Die  Fig.  26  und  27  geben  zwei 
dieser  Gestalten. 

Man  sieht,  dass  sich  der  eine  Unstetigkeitspunkt  beim  Be- 
ginne der  Bewegung  in  zwei  theilt,  die  nach  vorwärts  und  nach 
rückwärts  mit  der  Geschwindigkeit  at  fortschreiten. 


Hieraus 
festbalten,  f 
also  wenn 


..;^ieme,  bei  der  auf  die 

...^  ''^iächi   genommen    ist,    hat 

,>;-^i'."'^  geometrischen  nnd  mecLaui- 

■  ■■■.,'",V.^(J/eiohungen  für  die  Bewegung 

'j,fj^f  fiat     Wir    gelangen    zu    diesen 

"?-''*M^  ^'''^™  bestimmten  Augenblick  t  ein 

i)^/</^^(.  ^0  die  DifFerentialquotienten  (ii)/c* 

*  '^1' ^' jff -^f^Bii,  »uid  also   die  7j-Curve  eine  Ecke  x 

->'  '*''  an'"*'  ' 

,,■./  *  '^       ^fin  die  Wertlie  der  Functionen  vor  und  hinter 

^'^'If^f'^  0e  durch  den  Index  1  und  2  (Fig.  28).    Wir 

[ei'*^  tgt  saöehmen,  dass  diese UnstetigkeitssteUe  in  dem 

.5«'"'"  "''t-^- 


„ -f^jeuient  dt  um  eine  Strecke  d^  mit  der  Geschwindigkeit  c 
forfriicke,  so  dass  rf|  =  cdt  ist,  und  es  sei  in  Folge  dessen  der 
{'mtetigkeitspunkt  x  in  der  Zeit  dt  nach  x'  fortgerückt. 

Die   erste    der   liierzu   erforderlichen  Bedingungen   erhalten 
irir,  wenn  wir  die  Coordinate  des  Punktes  n'  in   zweierlei  Weise 
ausdrücken,  einmal  als  Punkt  der  Curve  >]1,  dann  als  Punkt  der 
Curve  7}'i,  und  beides  einander  gleich  setzen. 
Wir  erhalten  so 


)di  +  ■ 


'<!(  = 


^H- 


ct 


dt 


oder 

'■'      "(e).+ß?),=<gi+(iO/ 

Diese  Bcdingung,die  die  Forderung  enthält,  dass  die  Curven  ^i-  iji 
zusammen  hängend  bleiben  sollen,  kann  aucli  so  ausgedrückt  werden, 

')  UuiLTsucbuiigen  über  die  mit  dem  Fortbuateheu  linearer  iiartieller 
Difreri'utinlelcichuDgcn  vertrikglicbcn  l'u Stetigkeiten.  Annali  di  M&tein>tic*r 
Tomo  VIII  (lärtj). 
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dass  die  Verbindung  c^  -f-  -^  ohne  Unstetigkeit  über  den 

Punkt  X  hinweggehen  muss. 

Die  zweite  Bedingung  ist  mechanischer  Natur,  und  beruht 
auf  dem  Satze,  dass  ein  Körper  von  der  Masse  |t,  der  während 
einer  unendlich  kurzen  Zeit  dt  von  einer  Stosskraft  Q  angegriffen 
wird,  eine  Geschwindigkeitszunahme  von  der  Grösse  Qdt/ii  in 
der  Richtung  der  Kraft  erfährt. 

Das  Element  der  Saite,  das  hier  eine  plötzliche  Geschwindig- 
keitsänderung erfährt,  können  wir  wegen  der  unendlich  kleinen 
Winkel,  die  hier  überall  vorausgesetzt  sind  (§.  83),  von  der  Länge 
d|  annehmen,  und  seine  Masse  /t  ist  also  gleich  pd^/gl  [§.83(10)]. 
Da  dieses  Element  plötzlich  von  dem  Theil  1^2  ^^f  ^^^  Theil  rji 
übergeht,  so  ist  seine  Geschwindigkeitszunahme  gleich 


/dri\    _fdV\ 


Die  Stosskraft  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Spannung  P  am 
Anfang  des  Elementes  in  der  Richtung  i^i,  am  Ende  in  der 
Richtung  1^3  angreifen  lassen,  und  die  Summe  der  Componenten 
dieser  beiden  Kräfte  nach  der  Richtung  der  ly-Axe  nehmen.  So 
erhalten  wir,  da  wir  bei  den  unendlich  kleinen  Winkeln  den 
Sinus  durch  die  Tangente  ersetzen  dürfen,  für  diese  Stosskraft: 

und   es  ergiebt  sich  also  nach   dem   angeführten  mechanischen 
Princip  die  Gleichung 

also  wenn  wir  d|  =  cdt  und  Plg/p  =  a2  setzen  [§.  83,  (12)] 

«      «•  a. + KU). = -  (S). + KU).- 

und  die  zweite  Bedingung  ist  also  die,  dass  auch  ^^  0-^  H~  ^  "07 

ohne  Unstetigkeit  über  den  Punkt  x  hinweggehen  muss. 
Setzen  wir  zur  Abkürzung 
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Eine  andere  Behandlung  dieser  Probleme,  bei  der  auf  die 
Unstetigkeiten  von  vornherein  Rücksicht  genommen  ist,  bat 
Christoffel  gegeben  i),  der  aus  den  geometrischen  und  mechani- 
schen Bedingungen  der  Aufgabe  Gleichungen  für  die  Bewegung 
der  Unstetigkeiten  hergeleitet  hat.  Wir  gelangen  zu  diesen 
Gleichungen  auf  folgendem  Wege. 

Es  sei  auf  der  Saite  in  einem  bestimmten  Augenblick  t  ein 
Punkt  mit'  der  Abscisse  |,  wo  die  DiflFerentialquotienten  dr^/dx 
und  dri/dt  unstetig  sind,  und  also  die  ly-Gurve  eine  Ecke  x 
bildet. 

Wir  unterscheiden  die  Werthe  der  Functionen  vor  und  hinter 
der  ünstetigkeitsstelle  durch  den  Index  1  und  2  (Fig.  28).  Wir 
wollen  nun  weiter  annehmen,  dass  diese  Ünstetigkeitsstelle  in  dem 

Fig.  28. 


Zeitelement  dt  um  eine  Strecke  d|  mit  der  Geschwindigkeit  c 
fortrücke,  so  dass  d^  =  cdt  ist,  und  es  sei  in  Folge  dessen  der 
Unstetigkeitspunkt  x  in  der  Zeit  dt  nach  x'  fortgerückt. 

Die  erste  der  hierzu  erforderlichen  Bedingungen  erhalten 
wir,  wenn  wir  die  Coordinate  des  Punktes  x'  in  zweierlei  Weise 
ausdrücken,  einmal  als  Punkt  der  Curve  lyl,  dann  als  Punkt  der 
Curve  1^2,  und  beides  einander  gleich  setzen. 

W^ir  erhalten  so 


CT} 


oder 

(1) 


dx 


}<n-\- 


dt 


_  (^ni 


ex 


di  + 


dt 


dt 


(H).  +  (Ü),  -  Kel),  +  (elA 


Diese  Bedingung,  die  die  Forderung  enthält,  dass  die  Curven  i^j,  ri% 
zusammenhängend  bleiben  sollen,  kann  auch  so  ausgedrückt  werden, 

*)  Untersuchungen  über  die  mit  dem  Fortbestehen  linearer  partieller 
Differentialgleichungen  verträglichen  Unstetigkeiten.  Annali  di  Matematica, 
Tomo  VIII  (187G). 
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dass  die  Verbindung  c^  -f-  ^  ohne  Unstetigkeit  über  den 

c%       et 

Punkt  X  hinweggehen  muss. 

Die  zweite  Bedingung  ist  mechanischer  Natur,  und  beruht 
auf  dem  Satze,  dass  ein  Körper  von  der  Masse  |t,  der  während 
einer  unendlich  kurzen  Zeit  dt  von  einer  Stosskraft  Q  angegriffen 
wird,  eine  Geschwindigkeitszunahme  von  der  Grösse  Qdt/fi  in 
der  Richtung  der  Kraft  erfährt. 

Das  Element  der  Saite,  das  hier  eine  plötzliche  Geschwindig- 
keitsänderung erfahrt,  können  wir  wegen  der  unendlich  kleinen 
Winkel,  die  hier  überall  vorausgesetzt  sind  (§.  83),  von  der  Länge 
(2|  annehmen,  und  seine  Masse  fi  ist  also  gleich  pd^/gl  [§.83(10)]. 
Da  dieses  Element  plötzlich  von  dem  Theil  rj^  auf  den  Theil  rj^ 
übergeht,  so  ist  seine  Geschwindigkeitszunahme  gleich 


/dri\    _/dri\ 
\dtA        \dtj, 


Die  Stosskraft  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Spannung  P  am 
Anfang  des  Elementes  in  der  Richtung  ijj,  am  Ende  in  der 
Richtung  rj^  angreifen  lassen,  und  die  Summe  der  Componenten 
dieser  beiden  Kräfte  nach  der  Richtung  der  rj  -Axe  nehmen.  So 
erhalten  wir,  da  wir  bei  den  unendlich  kleinen  Winkeln  den 
Sinus  durch  die  Tangente  ersetzen  dürfen,  für  diese  Stosskraft: 

und   es  ergiebt  sich  also  nach   dem   angeführten  mechanischen 
Princip  die  Gleichung 

also  wenn  wir  d^  =  cdt  und  Plg/p  =  a2  setzen  [§.  83,  (12)] 

und  die  zweite  Bedingung  ist  also  die,  dass  auch  a*  ;r-^  +  c  ^ 

°     °  '  ex     ^        dt 

ohne  Unstetigkeit  über  den  Punkt  x  hinweggehen  muss. 
Setzen  wir  zur  Abkürzung 


H—^r  JL'^Jchnitt  §.  88. 

4!ärcLdenen  Bedingungen  auch  so  dar- 


•  '■_  f*^ 


=*      -^saßT  X  wirklich  ein  Unstetigkeitspunkt  ist, 
-,kjx   ^me  Terschwinden,  so  folgt  aus  (3) 

v^;?— ^vT?it   rückt  also  mit  der  Geschwindig- 
.  -.^^vU    idch  vorwärts  oder  nach  rückwärts,  und 

,^  ,  ..,*-i  .iiH?r  an  einer  Stelle  x  eine  Unstetigkeit  Jf,  K' 
^    ..^,4.>«*u   :;>i,    die   der   Bedingung  (5)  nicht  genügt,  so 
*.^    ;ui^    solche    Unstetigkeitsstelle  als   durch   das  Zu- 
,vi.;u  iweier  entstanden  betrachten,  von   denen  die  eine 
■w  .mJen>  rückwärts  läuft.     Haben  diese  beiden  die 
,, ^ivv*;^?a  biis  Ki\  -Kj,  jffjj,  80  ergeben  sich  zur  Bestimmung 

;♦  Kl  —  K{  =  0,    Kl  -}-  E2  =  K, 
aÄ, +  ir2  =  0,    K[-^K'^  =  K\ 

.  ^...x    v^,  Aj»  K'xy  K^  eindeutig  bestimmt  sind. 

V.i^-  ^iicdw  Verhältnisse  lassen  sich  leicht  auch  an  den  Aus- 

..vKV.,    ui   H  durch  die  trigonometrische  Reihe,  oder  was  das- 

.  .^    >^  vlmvU  die  willkürlichen  Functionen  nachweisen,  so  dass 

....'     u\xv   VuMlrücke  auch  bei  dieser  Betrachtungsweise  als  gültig 

..,..>vü.     biü  ist  nämlich  nach  §.  85  (9) 

V    r  iä)+r{x-at)  +  yF{x  +  at)-^F{x-at) 

•      .;.;    s,x  r  at)  —  af(x  —  at)  -^  F{x  +  at)  +  F{x  —  at). 

Woiiu  also  die  Functionen /' (.r)  und  F(x)  bei  a:  =  |  eine 

•.ix.v;^kvut  haben,  so  gehen  auch  nach   diesen   Formeln,   wenn 

^o.*  0  au  wächst,  von  diesem  Punkte  aus  je   eine  Unstetigkeit 

K,..,     f,   ,  .(   und  dri/dt  mit  der  Geschwindigkeit  a  nach  vorwärts 

»  ...  luu'U  rückwärts,  und   wenn  af'(x)  -j-  F(x)  bei  |  stetig  ist, 

^c;>v;^^^uulot  die  rückwärts  laufende,  und  wenn — af'ixj-^-Fix) 
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stetig  ist,  die  vorwärts  laufende  Unstetigkeit.  Beachtet  man 
noch,  dass  der  Ausdruck 

für  ein  feststehendes  t  bei  x  =  ^  -\-  at  stetig  ist,  so  erkennt 
man,  dass  die  Bedingung  erfüllt  ist,  dass  von  der  bereits  nach 
vorwärts  gewanderten  Unstetigkeit  nicht  abermals  eine  Unstetig- 
keit nach  rückwärts  läuft.  Dies  würde  nur  dann  der  Fall  sein, 
wenn  |  -f-  a^  =  |i  die  Abscisse  einer  zweiten  Unstetigkeitsstelle 
von  f'{x)  und  F(x)  wäre.  Es  würden  dann  die  von  |  und  |j 
auslaufenden  Unstetigkeitswellen  einfach  über  einander  hinweg 
laufen. 

§.  89. 
Beispiel. 

Wir  können  in  manchen  Fällen  die  Bewegung  der  Saite 
ohne  die  allgemeine  Theorie,  mit  Benutzung  der  Bedingungen, 
die  im  vorigen  Paragraphen  für  die  Bewegung  der  Unstetigkeiten 
aufgestellt  sind,  bestimmen.  Dies  soll  das  folgende  Beispiel 
zeigen.  Dazu  bemerke  man  zunächst,  dass  die  Hauptgleichung 
[§.  83  (13)]  identisch  befriedigt  ist,  wenn  rj  sowohl  in  Bezug  auf 
X  als  in  Bezug  auf  t  linear  ist.  Es  besteht  dann  die  Gestalt 
der  Saite  in  jedem  Augenblicke  aus  geradlinigen  Strecken.    Wir 

Fig.  29. 


wollen    den    Fall  betrachten,  dass   sich  die  Saite  nur  in   zwei 

solche  Strecken  theilt  und  also  die  beistehende  Gestalt  hat  (Fig.  29). 

Da  wir  den  Anfangspunkt   der  Zeit  beliebig  wählen  können, 

so  setzen  wir 

.  rji  =  aix{t  —  tx), 

^  ^2  =  «2  (^  —  ^)  ^) 

worin  aj,  Oj  zwei  Constanten  sind,  und  wodurch  der  Bedingung 
genügt  ist,  dass  die  Saite  in  den  Punkten  x  =  0  und  x  -=  l  fest 
sein  soll.    Wir  berechnen  die  Abscisse  |  des  Schnittpunktes  x,  von 
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dem  wir  annehmen,  dass  er  mit  der  constanten  Geschwindig- 
keit a  nach  vorwärts  wandern  soll.  Wir  erhalten  |  aus  der 
Gleichung: 

(h^{t--t^)  =  a^{l  —  i)t, 

und  da  |  eine  ganze  lineare  Function  von  t  sein  muss,  so  er- 
giebt  sich 

—  tti  =  aa  =  aa, 

worin  a  eine  neue  Constante  ist.    Es  folgt  dann 

also  Z  =  a^i,  und  aus  (1)  folgt  nun 

(2)  i^j  =  a(Z  —  at)x^    Tjg  =  a(Z  —  x)at^ 

und  wenn  wir  ly^  ==  i^j  =  iy,  a:  =  |  setzen 

Es  ergiebt  sich  aber  aus  (2) 
(4)  If  =  «(!-«.).       1?  =  -«»«. 

(6)  It  =  -  ««».  ^'  =  ««('  -  »). 

also,  wenn  man  x  =  ^  =^  at  setzt, 

^ ä^  +  ^  -  ^ä^  +  yr  -  ""^^^  -  ^^)' 

entsprechend  der  Bedingung  §.  88  (1)  oder  (2). 

Für  ^  =  0  hat  die  Saite  die  Gleichgewichtslage  und  besteht 
nur  aus  der  Strecke  i^a-  Di®  Geschwindigkeit  wird  dann  durch 
die  Formel  (5)  bestimmt;  sie  ist  positiv  und  bei  a:  =  0  unstetig. 
Während  nun  ai  von  0  bis  l  geht,  läuft  der  Punkt  x  mit  der 
in  der  a:-Richtung  constanten  Geschwindigkeit  a  von  0  bis  l  und 
X  beschreibt  einen  Parabelbogen  [nach  (3)].  Für  at  =  l  ist  die 
Saite  meder  geradlinig.  Die  Geschwindigkeit  ist  durch  die  erste 
Formel  (5)  bestimmt  Sie  ist  negativ  und  bei  a:  =  Z  unstetig; 
von  nun  an  geht  der  Endpunkt  wieder  zurück,  ist  aber  nach 
unten  gekehrt. 

Betrachten  wir  noch  die  Bewegung  eines  einzelnen  Punktes 
mit  der  Abscisse  x  als  Function  der  Zeit,  so  ergiebt  sich,  dass  dieser 


§.80. 


Beispiel. 


223 


Punkt,  so  lange  er  der  Linie  173  angehört,  also  während  at  von 
0  bis  o;  geht,  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  in  die  Höhe 
steigt,  von  da  an  aber,  während  at  von  x  bis  {  geht,  wieder 
mit  gleichförmiger    Geschwindigkeit  bis   zur   Gleichgewichtslage 

Fig.  30. 


hinabsteigt.  Von  hier  an  wiederholt  sich  das  Spiel  nach  der 
entgegengesetzten  Seite.  In  der  Figur  30  ist  rj  als  Function  von 
at  dargestellt  für  ein  x^  das  kleiner  ist  als  ^l. 

Nach  Helmholtz^)  bewegt  sich  nahezu  nach  diesem  Ge- 
setze die  Yiolinsaite.  Der  Bogen  ertheilt  dem  Punkte,  in  dem 
die  Saite  gestrichen  wird,  eine  der  Fig.  30  entsprechende  Bewegung. 

^)  Die  Lehre  von  der  Tonempfindung,  2.  Auflage,  Brannscliweig  1865. 
Wissenschaftl.  Abhandlungen,  Bd.  1,  Leipzig  1881.  Vergl.  auch  Harnack, 
Mathem.  Annalen,  Bd.  29,  S.  486  (1887). 
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Allgemeine  Integration  der  Differentialgleichung 

der  schwingenden  Saite. 

Wir  wollen  das  Problem  der  schwingenden  Saite  noch  nach 
einer  anderen  Methode  behandeln,  die  uns  die  Lösung  unter 
noch  allgemeineren  Voraussetzungen  geben  wird,  und  die  zugleich 
Aufschluss  giebt  über  die  Grenzbedingungen,  die  zur  vollständigen 
Bestimmung  der  Lösung  nothwendig  und  hinreichend  sind. 

Riemann  hat  diese  Methode  zuerst  auf  ein  allgemeineres 
Problem  angewandt,  wie  wir  später  noch  sehen  werden  i). 

Wir  betrachten  die  Differentialgleichung  §.  83  (13) 

dt»       "   8a;2  — "' 
und  setzen  darin  zur  Vereinfachung 

(1)  at  =  y, 

so  dass  die  Di£ferentialgleichung  die  P^orm  annimmt: 

Zur  Veranschaulichung  wollen  wir  nun  a?,  y  als  recht- 
winkelige Coordinaten  in  einer  Ebene  deuten.    Dem  Anfangswerth 


*)  Ueber  die  Fortpflanzung  ebener  Luftwellen  von  endlicher  Schwingung- 
weite.  Riemann' s  gesammelte  Werke,  2.  Aufl.,  S.  171.  (Letzter  Abschnitt 
dieses  Werkes.) 
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(11)     24,. = (II  -  m(ä.,  -  d,,) 

Setzen  wir  längs  der  Curve  c 

(12)  a^-^^i'   a^=^» 

und  bezeichnen  mit  9i(a),  ^jC«)  die  Werthe  dieser  Functionen 
in  einem  Punkte  a,  so  ist  nach  (11) 

^  I?  =       '''(")-  •^'  («)  +  «'i  W  +  9.  (^). 
(13)  '^ ""' 

2  1^  =  -  9.  («)  +  9»(«)  +  «Pi  W  +  9,  W- 
Durch  (9)  ist  ij,  in  zwei  Bestandtheile  ijj,,  ij,  zerlegt,  wenn  wir 

setzen,  und  für  diese  ergiebt  sich  wie  in  (13): 

^If  =       9-1  («)  -  «P^  («)'    2f^=9.(Ä  +  9.W, 

^11"'"'^'^"^  +  '''^"^'    2|f  =  9.(/3)  +  9,W, 
und  folglich 

Sa^i  8yi'         a:ri        o  y^' 

und  daraus  folgt,  dass  die  Differentialgleichung  (2)  durch  rip  und 
durch  rip,  also  auch  durch  i^p  =  i^p  -|-  ly^  befriedigt  ist,  wenn  a;,  y 
durch  Xi,  yi  ersetzt  wird. 

In  Bezug  auf  die  Grenzbedingungen  haben  wir  aber  zwei 
Fälle  zu  unterscheiden. 

1.  Wir  nehmen  ein  Stück  a,  h  der  Curve  c,  das  von  keiner 
unter  40®  gegen  die  Goordinatenaxen  geneigten  Geraden  in  mehr 
als  einem  Punkte  geschnitten  wird  (Fig.  31).  Wenn  wir  dann 
den  Punkt  p  nach  a  rücken  lassen,  so  rückt  ß  zugleich  nach 
a  und  die  Gleichungen  (13)  ergeben 

15* 
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Die  Riemann'solie  Integrationsmetliode. 


§.  90. 

Allgemeine  Integration  der  Differentialgleichung 

der  schwingenden  Saite. 

Wir  wollen  das  Problem  der  schwingenden  Saite  noch  nach 
einer  anderen  Methode  behandeln,  die  uns  die  Lösung  unter 
noch  allgemeineren  Voraussetzungen  geben  wird,  und  die  zugleich 
Aufschluss  giebt  über  die  Grenzbedingungen,  die  zur  vollständigen 
Bestimmung  der  Lösung  nothwendig  und  hinreichend  sind. 

Riemann  hat  diese  Methode  zuerst  auf  ein  allgemeinereis 
Problem  angewandt,  wie  wir  später  noch  sehen  werden  i). 

Wir  betrachten  die  Differentialgleichung  §.  83  (13) 

dt*       "   8a;2  — "' 
und  setzen  darin  zur  Vereinfachung 
(1)  at  =  y, 

80  dass  die  Differentialgleichung  die  Form  annimmt: 

Zur  Veranschaulichung  wollen  wir  nun  x,  y  als  recht- 
winkelige Coordinaten  in  einer  Ebene  deuten.    Dem  Anfangswerth 


*)  Ueber  die  Fortpflanzung  ebener  Luftwelleu  von  endlicher  Schwingungs- 
weite. Riemann's  gesammelte  Werke,  2.  Aufl.,  S.  171.  (Letzter  Abschnitt 
dieses  Werkes.) 
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^  =  0  oder  j/  =  0  entspricht  dann  die  a:-Axe,  den  Enden  der 
Saite  X  =  0  und  x  -=  l  entsprechen  zwei  zur  y-Axe  parallele 
Gerade. 

Wir  wenden  nun  in  dieser  Ebene  das  Gauss' sehe  Theorem 
in  der  Form  an  [Bd.  I,  §.  39,  (9)]: 


(4) 


Il(l^-If)'"'^=l(^'"  +  '^'^^' 


worin  sich  das  Doppelintegral  über  ein  Flächenstück  S  erstreckt, 
in  dem  {7,  V  stetige  Functionen  des  Ortes  sind,  und  das  einfache 
Integral  auf  die  Begrenzung  dieses 
Flächenstückes,  was  im  positiven 
Sinne  zu  umkreisen  ist. 
Darin  nehmen  wir 


Fig.  31. 


F— ^ 

—  dx' 


und  setzen  also  diese  beiden  Diffe- 
rentialquotienten als  stetig  voraus. 
Dann  folgt  aus  (4)  und  (2) 


(»)  KU  'y 


cy     ) 


Jetzt  wollen  wir  das  Flächenstück  S  folgendermaassen  an- 
nehmen. Wir  ziehen  von  einem  beliebigen  Punkt  |),  der  die 
Goordinaten  Xx^  yi  haben  mag,  für  den  die  Function  iy  bestimmt 
werden  soll,  die  beiden  gegen  die  Coordinatenaxen  unter  45o  ge- 
neigten Geraden 

(6)  X  —  y  =  x^  —  t/i,    a:  +  2/  =  Xi  +  yi, 

und  begrenzen  das  Gebiet  S  durch  diese  beiden  Linien,  und 
eine  einstweilen  noch  unbestimmte  Curve  c,  die  diese  Geraden  in 
«,  /J  treffen  soll,  wie  die  Figur  31  zeigt. 

Es  ist  dann  dx  =  dy  an  (a,  p)  und  dx  =  —  dy  an  (/J,  p). 
Folglich 


m  'y+'n  ■")  --\{U''+'4 '') = -"+'■" 


und  es  folgt  also  aus  (5): 

Biemann-Weber,   Partielle  Dififerentialglftichangen.    II. 
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element  ft  der  Saite  ausgeübt  wird,  worin  |  und  P  gegebene 
Functionen  der  Zeit  sind.  Dieser  Stoss  wird  eine  plötzliche  Ge- 
schwindigkeitsänderung von  ft  hervorrufen,  die  gleich  P  ist. 

Fig.  34. 


Die  Abhängigkeit  zwischen  |  und  t  oder  zwischen  £  und  y 
wird  in  unserer  a;y-Ebene  durch  eine  Curve  c'  dargestellt  (Fig.  34), 
und  an  dieser  Curve  besteht  mit  Bücksicht  auf  (1)  die  Bedingung 


(16) 


/drr\     _{dv\    _P 
\dy/+       \dyJ-~  a' 


während  i}  selbst  an  dieser  Linie  stetig  sein  muss. 
auch 

dy    '    dy dx 

an  d  stetig,  und  daraus  ergiebt  sich 

dl 
d 


Folglich  ist 


(17) 


y\ydx)+       \'dx)-\  a 


Die  Diflerentialquotienten  drj/dx^  drj/dy  haben  also  an  der 
Curve  cf  vorgeschriebene  Unstetigkeiten: 

(^)  _  (p)  =  X, 

iUl  -  (!?)_=  y- 

Man  muss  dann  bei  Anwendung  des  Gauss' sehen  Satzes 
auf  die  Fläche  S  beide  Ufer  der  Curve  c'  zur  Begrenzung  rechnen, 
und  erhält  auf  der  rechten  Seite  der  Formel  (7)  ein  Zusatzglied: 


i 


-     (Xdy  +  Ydx), 
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wobei  aber  nur  über  den  Theil  der  Curve  d  zu  integriren  ist, 
der  innerhalb  S  liegt  Specielle  Beispiele  dieses  Problems  sind 
in  der  erwähnten  Arbeit  von  Badakovic  enthalten. 


§.  91. 
Erzwungene  Schwingungen. 

Nach  der  im  vorigen  Paragraphen  auseinandergesetzten  Me- 
thode lässt  sich  das  Problem  der  erzwungenen  Schwin- 
gungen einer  Saite  behandeln.  Wir  verstehen  darunter  die 
Bewegung  einer  gespannten  Saite,  bei  der  die  Enden  eine  vorge- 
schriebene Bewegung  haben,  während  zugleich  irgend  ein 
Anfangszustand  gegeben  ist. 

Ein  specieller  Fall  ist  es  dann,  dass  das  eine  oder  auch  alle 
beide  Enden   fest  sind.     Eine    solche  Bewegung  ist  realisirbar, 


Fig.  36. 


wenn  etwa  die  Enden  mit  Stimmgabeln  ver- 
bunden sind,  die  eine  bekannte  Bewegung 
haben. 

Die  Curve  c,  die  wir  im  vorigen  Para- 
graphen benutzt  haben,  setzt  sich  jetzt  aus 
drei  geradlinigen  Zügen  zusammen,  von  denen 
der  eine  ein  Stück  der  a:-Axe  von  der  Länge 
der  Saite,  die  wir  hier  zur  Längeneinheit 
nehmen  wollen,  ist,  während  die  beiden  an- 
deren der  y-Axe  parallel  nach  der  Seite  der 
positiven  y  ins  Unendliche  verlaufen.  Die  kriti- 
schen Punkte  sind  dann  die  beiden  Ecken  a,  h 
(Fig.  35).  Das  Gebiet,  in  dem  die  Function  ly  gesucht  wird,  ist 
der  in  der  Richtung  nach  A^  B  unbegrenzte  rechteckige  Streifen 
{ab AB).    Die  Grenzbedingungen  seien  die  folgenden: 


(1)      für  y  =  0, 


(2)       für  x=0, 


(3)      für  a;  =  1, 


0  <a?  <  1: 

V=f(x).    ||  =  F(x); 


y>  0: 
y  >  0: 


dfj 


dx 


dx 


=  0(y); 


=  ^(y). 


Hierin  müssen 
fix),  F(x),f'{xy,    <piy),  0(y),  <^'{yy,    t(j/),  V(if),  t'iv) 
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und  Entsprechendes  gilt,  wenn  wir  p  nach  ß  rücken  lassen.  In 
diesem  Falle  also  können  die  Differentialquotienten  von  tj  an  der 
Guire  ab  beliebig  gegeben  sein. 

2.  Anders  liegen  die  Verhältnisse  aber,  wenn  eine  unter  45® 
gegen  die  Axen  geneigte  Linie  etwa  eine  Linie  x  -\-  y  =  const 
die  Curye  zweimal  schneidet    Dann  wird,  wenn  p  nach  a  rückt, 

Fig.  32. 


ß  nicht  nach  a,  sondern  nach  einem  anderen  durch  a  bestimmten 
Punkt  a'  rücken  (Fig.  32),  und  wenn  dann  die  Differentialquotienten 
von  rip  im  Punkte  a  in  (pi(oc)  und  92(«)  übergehen  sollen,  so 
muss  zwischen  diesen  beiden  Functionen  nach  (13)  die  Relation 
bestehen: 

(14)  9i  (a)  +  92  (a)  =  q>,  («')  +  9i  K)^ 

diese  beiden  Functionen  sind  also  nicht  mehr  längs  der 
ganzen  Curve  willkürlich. 

Ebenso  ergiebt  sich,  wenn  eine  Linie  x  —  y  =  const.  die 
Curve  c  in  zwei  Punkten  ^,  ß'  schneidet,  für  zwei  solche  Punkte 
aus  (13)  die  Bedingung: 

(15)  ff,  (ß)  -  (p,  (ß)  ^  ff,  iß')  -  <3P2  iß'). 

Wir  erhalten  hiernach  auf  der  Curve,  längs  deren  die  Diffe- 
rentialquotienten von  rj  gegeben  sind,  gewisse  kritische  Punkte 
a,  6,  die,  wenn  die  Curve  stetig  gekrümmt  ist  dadurch  bestimmt 
sind,  dass  die  Tangenten  dort  einen  Winkel  von  45<*  mit  der 
:r-Axe  einschliessen  (Fig.  33).  Längs  ab  können  dann  die  Diffe- 
rentialquotienten von  ri  beliebig  vorgeschrieben  sein  und  dadurch 
ist  die  Function  rj  in  dem  ganzen  Dreieck  abg  (sogar  in  dem 
Rechteck  gag'h)  eindeutig  bestimmt  Ueber  a  und  b  hinaus 
sind  die  Differentialquotienten  von  ri  nicht  mehr  willkürlich,  son- 
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dem  an  die  Relationen  (14),  (15)  gebunden  (wenigstens  wenn  in 
ag  und  bg  die  Differentialquotienten  von  ri  stetig  bleiben  sollen). 

Die  kritischen  Punkte  können  auch  Ecken  in  der  Gurve  c 
sein,  wie  wir  nachher  an  einem  Beispiele  sehen  werden. 

Die  Relationen  (14),  (15)  ergeben  sich  nach  der  Bedeutung 
(12)  der  Functionen  9  auch  einfach  aus  der  d'Alembert'schen 
Form  des  Integrales  ly,  nach  der  tj  die  Summe  einer  Function 
von  x  +  y  und  einer  Function  von  x  — y  ist.    Setzen  wir  hiemach 

V  =/(^  +  y)4-/i(^  — y), 

so  wird 

g  +  ||  =  V(.  +  ,) 

eine  Function  von  x  -\-  y  allein,  und  kann  also  in  den  beiden 
Punkten  a,  a',  in  denen  x  -\-  y  denselben  Werth  hat,  keine  ver- 
schiedenen Werthe  haben.  Dies  besagt  die  Relation  (14),  und 
ebenso  wird  (15)  abgeleitet. 

Die  Form  der  Grenzbedingungen,  die  hier  vorausgesetzt  ist, 
würde  auf  solche  Probleme  anwendbar  sein,  bei  denen  vorge- 
schriebene Werthe  von  Siy/gx,  dri/dy  nicht  in  einem  Augenblick 
über  die  ganze  Saite  gegeben  wären,  sondern  nach  einem  ge- 
gebenen Gesetze  mit  der  Zeit  über  die  Saite  dahin  wanderten; 
dieses  Gesetz  findet  dann  eben  in  der  Curve  c  seine  geometrische 
Darstellung. 

Darauf  lässt  sich  auch  ein  praktisch  wichtiges  Problem  zurück- 
führen, was  in  jüngster  Zeit  von  Wirtinger  angeregt  und  von 
Radakovic  gelöst  ist*). 

Es  handelt  sich  dabei  um  die  Bewegung  einer  Saite  unter 
dem  Einüuss  einer  Kraft  von  gegebener  (auch  mit  der  Zeit  ver- 
änderlicher) Stärke,  deren  Angriffspunkt  nach  einem  gegebenen 
Gesetze  über  die  Saite  wandert. 

Es  sind  dies  Verhältnisse,  wie  sie,  in  grossem  Maassstabe, 
etwa  bei  einer  Eisenbahnbrücke  bestehen,  während  ein  Zug 
darüber  fahrt. 

Wir  können  uns  den  Vorgang  so  vorstellen,  dass  im  Augen- 
blick t  an  der  Stelle  x  =  |  eine  Stosskraft  ^P  auf  ein  Massen- 


*)  Radakovi6:  „Ueber  die  Bewegung  einer  Saite  unter  der  Ein- 
wirkung einer  Kraft  mit  wanderndem  Angriffspunkt".  Sitzungsberichte  der 
Wiener  Akademie,  108.  Band,  S.  577  (1899). 
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ß 
(7)  2r,P  =  '?-  +  '?.*  +  j  (li  '^y  +  H  '^*)' 

U 

worin  das  Integral  von  a  bis  ß  über  die  Curve  c  genommen  ist. 
Hieraus  ist  zu  sehen,  dass  die  Function  tj  in  dem  Punkte  p 
bis  auf  eine  additive  Gpnstante  eindeutig  bestimmt 
ist,  wenn  längs  der  Curve  c  zwischen  a  und  ß  die  Differential- 
quotienten drj/ox  und  drj/dy  gegeben  sind.     Denn  dann  ist 

an  der  Curve  c  gleichfalls  gegeben,  wenn  der  Werth  von  iy  ausser- 
dem noch  in  einem  Punkte  dieser  Curve  gegeben  ist.  Man  kann 
auch  längs  der  Curve  c  die  Function  rj  selbst  nebst  ihrem  nach 
der  Normale  genommenen  Differentialquotienten  gegeben  an- 
nehmen. Der  Werth  von  tj  im  Punkte  p  hängt  hiernach  nur 
von  dem  Theile  der  Curve  ab,  der  zwischen  a  und  ß 
verläuft 

Um  aber  die  Frage  zu  beantworten,  in  wie  weit  der  ge- 
fundene Ausdruck  fiir  r^p  den  Bedingungen  fiir  diese  Function  wirk- 
lich genügt,  setzen  wir  den  Ausdruck  (7)  nach  (8)  in  die  Form: 

oder: 

worin  die  Integrale  so  zu  verstehen  sind,  dass  sie  von  einem  be- 
liebigen unteren  Grenzpunkte  aus  längs  der  Curve  c  bis  zu  dem 
Punkte  a  oder  ß  zu  führen  sind. 

Lassen  wir  nun  p  variiren,  also  Xi^  y^  um  dxj,  dy^  wachsen, 
so  bleibt  a  nach  (6)  ungeändert,  wenn  x-^  —  y^  ungeändert  bleibt, 
und  ß^  wenn  x^  +  t/^  ungeändert  bleibt,  und  es  ist 

(10)    dxa  —  dya  =  dx^  —  dy^,    dx^  -f-  dy^  =  dxi  -\-  dy^, 

also  durch  Differentiation  von  (9) 
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wobei  aber  nur  über  den  Theil  der  Curve  d  zu  integriren  ist, 
der  innerhalb  S  liegt  Specielle  Beispiele  dieses  Problems  sind 
in  der  erwähnten  Arbeit  von  Radakovic  enthalten. 


§.  91. 
Erzwungene  Schwingungen. 

Nach  der  im  vorigen  Paragraphen  auseinandergesetzten  Me- 
thode lässt  sich  das  Problem  der  erzwungenen  Schwin- 
gungen einer  Saite  behandeln.  Wir  verstehen  darunter  die 
Bewegung  einer  gespannten  Saite,  bei  der  die  Enden  eine  vorge- 
schriebene Bewegung  haben,  während  zugleich  irgend  ein 
Anfangszustand  gegeben  ist. 

Ein  specieller  Fall  ist  es  dann,  dass  das  eine  oder  auch  alle 
beide  Enden   fest  sind.     Eine    solche  Bewegung  ist  realisirbar, 


Fig.  36. 


wenn  etwa  die  Enden  mit  Stimmgabeln  ver- 
bunden sind,  die  eine  bekannte  Bewegung 
haben. 

Die  Curve  c,  die  wir  im  vorigen  Para- 
graphen benutzt  haben,  setzt  sich  jetzt  aus 
drei  geradlinigen  Zügen  zusammen,  von  denen 
der  eine  ein  Stück  der  a:-Axe  von  der  Länge 
der  Saite,  die  wir  hier  zur  Längeneinheit 
nehmen  wollen,  ist,  während  die  beiden  an- 
deren der  t/-Axe  parallel  nach  der  Seite  der 
positiven  y  ins  Unendliche  verlaufen.  Die  kriti- 
schen Punkte  sind  dann  die  beiden  Ecken  a,  6 
(Fig.  35).  Das  Gebiet,  in  dem  die  Function  iy  gesucht  wird,  ist 
der  in  der  Richtung  nach  A^  B  unbegrenzte  rechteckige  Streifen 
{abÄBy    Die  Grenzbedingungen  seien  die  folgenden: 


ßß'h 


(1)       für  y  =  0, 


(2)      für  a;  =  0, 


(3)      für  X  =  1, 


0  <a;  <  1: 


y  >  0: 
y  >0: 


dri 
dx 


=  ^(y). 


Hierin  müssen 

/(X),  F(4/'(X);      (p(y),   0(y),   c^'(y);      ^(y),   ^(y)^  ^'(») 
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SO  können  wir  die  beiden  gefundenen  Bedingungen  auch  so  dar- 
stellen: 

(S)  '^+    ^'  =  ^' 

^^^  a^K+cK'  =  0, 

und  wenn  nun  der  Punkt  x  wirklich  ein  ünstetigkeitspunkt  ist, 
also  K  und  K'  nicht  beide  verschwinden,  so  folgt  aus  (3) 

(4)  c»  =  a^        c  =  ±  a. 

Die  Unstetigkeit  rückt  also  mit  der  Geschwindig- 
keit o  entweder  nach  vorwärts  oder  nach  rückwärts,  und 
aus  (3)  folgt  noch 

(5)  X  =  "f"  "• 

Wenn  nun  aber  an  einer  Stelle  x  eine  Unstetigkeit  K^  K* 
beliebig  gegeben  ist,  die  der  Bedingung  (5}  nicht  genügt,  so 
müssen  wir  eine  solche  Unstetigkeitsstelle  als  durch  das  Zu- 
sammenfallen zweier  entstanden  betrachten,  von  denen  die  eine 
vorwärts,  die  andere  rückwärts  läuft.  Haben  diese  beiden  die 
Unstetigkeiten  Xj,  K[\  Äj,  jK'i,  so  ergeben  sich  zur  Bestimmung 
dieser  Grössen 

.  .  aKi  —  K{  =  0,    if  1  -f-  j^a  =  ^ 

^^^  aZa  +  Z2'  =  0,    Ki  +  K2  =  K\ 

woraus  jB^^,  f  ,,  K^  K'^  eindeutig  bestimmt  sind. 

Alle  diese  Verhältnisse  lassen  sich  leicht  auch  an  den  Aus- 
drücken für  ri  durch  die  trigonometrische  lleihe,  oder  was  das- 
selbe ist,  durch  die  willkürlichen  Functionen  nachweisen,  so  dass 
sich  diese  Ausdrücke  auch  bei  dieser  Betrachtungsweise  als  gültig 
erweisen.    Es  ist  nämlich  nach  §.  85  (9) 

2^  =  af'{x-\-at)  —  af'{x—at)  +  F(x-\-at)  -\-  F{x  —  at). 

C  t 

Wenn  also  die  Functionen /' (o:)  und  F(x)  bei  x  =  |  eine 
Unstetigkeit  haben,  so  gehen  auch  nach  diesen  Formeln,  wenn 
t  von  0  an  wächst,  von  diesem  Punkte  aus  je  eine  Unstetigkeit 
von  crj/dx  und  dti/dt  mit  der  Geschwindigkeit  a  nach  vorwärts 
und  nach  rückwärts,  und  wenn  af*{x)  -\-  F{x)  bei  |  stetig  ist, 
verschwindet  die  rückwärts  laufende,  und  wenn  —  af  [x)'\-F{x) 
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stetig  ist,  die  vorwärts  laufende  Unstetigkeit  Beachtet  man 
noch,  dass  der  Ausdruck 

"  ll + ll  =  «>"  ^^  +  «*^  +  ^("^  +  «*^ 

für  ein  feststehendes  t  bei  x  =  ^  -^  at  stetig  ist,  so  erkennt 
man,  dass  die  Bedingung  erfüllt  ist,  dass  von  der  bereits  nach 
vorwärts  gewanderten  Unstetigkeit  nicht  abermals  eine  Unstetig- 
keit nach  rückwärts  läuft.  Dies  würde  nur  dann  der  Fall  sein, 
wenn  ^  -\-  at  =  ^i  die  Abscisse  einer  zweiten  Unstetigkeitsstelle 
von  f'{x)  und  F(x)  wäre.  Es  würden  dann  die  von  |  und  |i 
auslaufenden  Unstetigkeitswellen  einfach  über  einander  hinweg 
laufen. 

§.  89. 
Beispiel. 

Wir  können  in  manchen  Fällen  die  Bewegung  der  Saite 
ohne  die  allgemeine  Theorie,  mit  Benutzung  der  Bedingungen, 
die  im  vorigen  Paragraphen  für  die  Bewegung  der  Unstetigkeiten 
aufgestellt  sind,  bestimmen.  Dies  soll  das  folgende  Beispiel 
zeigen.  Dazu  bemerke  man  zunächst,  dass  die  Hauptgleichung 
[§.  83  (13)]  identisch  befriedigt  ist,  wenn  rj  sowohl  in  Bezug  auf 
X  als  in  Bezug  auf  t  linear  ist.  Es  besteht  dann  die  Gestalt 
der  Saite  in  jedem  Augenblicke  aus  geradlinigen  Strecken.    Wir 

Fig.  29. 


wollen    den   Fall   betrachten,  dass   sich  die  Saite  nur  in   zwei 

solche  Strecken  theilt  und  also  die  beistehende  Gestalt  hat  (Fig.  29). 

Da  wir  den  Anfangspunkt   der  Zeit  beliebig  wählen  können, 

so  setzen  wir 

.  rji  =  aix{t  —  ^,), 

^  ??a  =  aa  (J  —  ^)  t, 

worin  aj,  Og  zwei  Constanten  sind,  und  wodurch  der  Bedingung 
genügt  ist,  dass  die  Saite  in  den  Punkten  x  =  0  und  x  =:  l  fest 
sein  soll.    Wir  berechnen  die  Abscisse  |  des  Schnittpunktes  x,  von 
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Hierdurch  sind  die  Functionen  0(y)  und  ^(y)  in  dem  Inter- 
vall 0  <  y  <C  2  bestimmt. 

Ist  y  >  2,  so  wenden  wir  die  Formeln  (11)  an,  und  er- 
halten 

®(y)=  »FCy  -  1)  -  9' (y). 

W(y  -  1)  =  Oiy  -  2)  -  q,'iy  -  2), 
also  durch  Addition  dieser  beiden  Formeln: 

(14)  0(y)  =  O  (y  _  2)  -  9'  (y)  -  <p'(y  -  2), 
und  ebenso  aus  (11) 

^(y)  =4)(y_l)_9,'(y_l), 

4>(y  -  1)  =  »F(y  -  2)  -  9'(y  -  1), 
woraus  wieder  durch  Addition: 

(15)  W(i,)  =W(y-2)-2q,'(y-  1). 

Daraus  ergiebt  sich  dann  für  jedes  positive  y 

0(y  +  2)  =  0(y)  -  q>'{y)  -  q>'(y  +  2), 

0{y  +  4)  =  0{y  +  2)  -  <3P'(»  +  2)  -  ^'(y  +  4), 


und  folglich  für  ein  beliebiges  ganzzahliges  n 

(16)  0(j/  +  2n)  =  0{y)  —  q>\y)  —  2fp'(y  +  2) 

—  2<3p'(t/  +  2n  — 2)  — <p'(y  +  2n), 

und  auf  demselben  Wege 

(17)  W(y  +  2n)  =  ^(y)  -  2qj'(y  +  1)  -2(p'(y  +  3) 

—  2<3p'(j/  +  2n-  1). 

Wir  wollen  als  Beispiel  die  Annahme  machen  q)'  (y)  =  e''•'^^ 
worin  k  eine  relle  Zahl  ist.  Um  zu  reellen  Resultaten  zu  kommen, 
haben  wir  in  den  Endformeln  den  reellen  Theil  und  den  imagi- 
nären Theil  für  sich  zu  betrachten. 

Es  ist  dann 

9'(y)  +  29>'(y  +  2)  +  ...  2q>'(y  +  2n  -  2)  +  q>'(y  +  2n) 

oder  wenn  A  eine  ganze  Zahl  ist: 

=  2ne'''^y, 
und  ebenso 
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29' (»  +  1)  +  29>'(y  +  3)  H h  2<3p'(y  +  2n  -  1) 

=  2  e''»-^(y  +  i)  \  ~  ^7r'     oder    ==  2ne»^^(v  +  i). 

Wenn  also  A  nicht  eine  ganze  Zahl  ist,  so  bleiben  die  Ausdrücke 
(16)  und  (17)  mit  wachsendem  n  in  endlichen  Grenzen  einge- 
schlossen. Ist  aber  k  eine  ganze  Zahl,  so  wachsen  diese  Aus- 
drücke unter  fortwährendem  Schwanken  zwischen  unaufhörlich 
wachsenden  Grenzen  und  diese  Eigenschaften  der  Bewegung  über- 
tragen sich  auch  auf  den  Ausdruck  (9)  für  tj. 

Wir  haben  früher  gesehen  (§.  84),  dass  die  Schwingungs- 
dauer des  Grundtons  unserer  Saite  (von  der  Län^e  1  und  mit 
dem  Werthe  a  =  1)  bei  festgehaltenen  Enden  gleich  2  ist,  und 
dass  die  Schwingungsdauer  des  n*®^  harmonischen  Obertones 
gleich  2/n  ist  Bei  der  Annahme,  die  wir  hier  gemacht  haben, 
ist  2/A  die  Schwingungsdauer  der  gezwungenen  Bewegung  des 
Anfangspunktes  unserer  Saite,  und  es  folgt  also  daraus,  dass  die 
Schwingungsamplituden  der  Saite  in  endlichen  Grenzen  einge- 
schlössen  bleiben,  wenn  die  Schwingungsdauer  des  Endes  nicht 
mit  der  Schwingungsdauer  eines  der  harmonischen  Obertöne  über- 
einstimmt Fällt  aber  die  Schwingungsdauer  des  Endpunktes  mit 
der  Schwingungsdauer  eines  der  Obertöne  zusammen,  so  wachsen 
die  Amplituden  unaufhörlich.  Hat  also  der  eine  Endpunkt  der 
Saite  eine  Bewegung,  die  zum  Grundton  der  Saite  harmonisch 
ist,  so  wird  die  Saite  in  kräftige  Mitschwingung  versetzt.  Selbst- 
verständlich gelten  aber  unsere  Formeln  nur  so  lange,  als  die 
allgemeine  Grundlage  der  Theorie,  die  auf  der  Annahme  unend- 
lich kleiner  Bewegungen  beruht,  noch  zulässig  ist 


§•  92. 

Fortschreiten   einer   Erschütterung  des   Endpunktes 

der  Saite. 

Diese  Betrachtungen  sind  geeignet,  ein  Paradoxon  aufzu- 
klären, was  sich  in  dem  Problem  der  schwingenden  Saite  zeigt 
und  darin  besteht,  dass  sich  die  beiden  Variablen  x^  y^  obwohl 
sie  in  der  Differentialgleichung  [§.  90  (2)]  ganz  gleichartig  vor- 
kommen, in  Bezug  auf  die  Grenzbedingungen  ganz  verschieden 
verhalten. 


ä 
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Nehmen  wir  z.  B.  eine  einseitig  unbegrenzte  Saite  an,  die 
an  ihrem  Ende  x  =  0  einen  für  alle  Zeiten  gegebenen  Be- 
wegungszustand hat,  so  dass 

(1)      V=f{yl    ||  =  F(J/).    für  ^  =  0,    -aD<y<-hoD, 

so  können  wir,  wenn/(j/),  F(y)  für  alle  Werthe  von  y  bekannt 
sind,  ebenso  integriren,  als  ob  bei  einer  ganz  unbegrenzten  Saite 
der  Anfangszustand  gegeben  wäre,  und  wir  erhalten 


(2) 


2ri  =  f(y  -x)^f{y  +  x)+  \  F{a)da. 


y — X 


Fig.  37. 


Da  es  nun  physikalisch  undenkbar  ist,  dass  ein  später  ein- 
tretender Zustand  des  Endes  einen  Einfluss  auf  frühere  Zustände 
der  Saite  hat,  so  ist  dies  Resultat  bei  beliebigem  /  und  F  nur 

dadurch  zu  verstehen,  dass  noch  ein  an- 
derer Einfluss  aus  dem  Unendlichen  her 
wirksam  ist. 

Nehmen  wir  z.  B.  F{y)  =  0  und 
f(y)  nur  in  einem  Intervall  um  den  Null- 
punkt herum  von  Null  verschieden  an, 
so  wird  ri  in  der  xy-Ehene  nur  in  zwei 
^  unter  45®  gegen  die  Axen  geneigten 
Streifen  von  Null  verschieden  sein.  Es 
wird  also  eine  Welle  längs  der  Saite  aus 
dem  Unendlichen  hereinlaufen  bis  an  das 
feste  Ende  und  von  da  ins  Unendliche 
zurückkehren. 

Durch  (2)  ist  rj  als  Summe  einer 
Function  von'  x-\-y  und  einer  Function 
von  X —  y  dargestellt,  und  wenn  nun  i^  in  einem  Punkt  x,  y  un- 
abhängig sein  soll  von  den  Werthen  der  Functionen  /,  F^  wie  sie 
für  grössere  Werthe  von  y,  also  später  stattfinden,  so  muss 
der  Theil,  der  von  x  -\-  y  abhängt,  wegfallen,  es  muss  also 
F(y)  =  — f'{y)  sein  und  in  Folge  dessen 

n  =f(y  —  ^O- 

Wenn  also  unter  den  sonstigen  Voraussetzungen  der  Figur 
diese  Bedingung  noch  befriedigt  ist,  so  wird  der  in  der  Fig.  37 
nach  unten  laufende  Streifen  wegfallen,  und  es  wird  von  der  Zeit 
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der  Erschütterung  an  eine  Welle  längs  der  Saite  nach  vorwärts 
laufen. 


§.  93. 
Einfache  harmonische  Schwingungen. 

Bereits  Lagrange  hat  die  allgemeine  Differentialgleichung 
der  analytischen  Mechanik  auf  unendlich  kleine  Oscillationen 
materieller  Punktsysteme  und  besonders  auf  das  Problem  der 
schwingenden  Saite  angewandt.  Auf  dieses  Hülfsmittel  hat  Lord 
Rayleigh  zurückgegriffen  und  daraus  eine  Integrationsmethode 
hergeleitet,  deren  Grundgedanken  wir  hier  kurz  darlegen  und 
auf  einige  einfache  Probleme  anwenden  wollen  i). 

Wir  betrachten  zunächst  ein  System,  dessen  Lage  durch  eine 
endliche  Anzahl  von  einander  unabhängiger  veränderlicher  Grössen 
4n  2«-»n  Sm  <iie  wir  seine  Coordinaten  nennen,  bestimmt  wird,  wie 
wir  es  in  §.  121  des  ersten  Bandes  erklärt  haben.  Dieses  System 
soll  unter  dem  Einfluss  irgend  welcher  nicht  näher  bestimmter 
Kräfte  eine  stabile  Gleichgewichtslage  haben,  der  die 
Werthe  Null  der  Coordinaten  entsprechen.  Durch  eine  anfäng- 
liche Störupg  führe  dieses  System  nun  Schwingungen  um  diese 
Gleichgewichtslage  aus,  bei  denen  wir  voraussetzen,  dass  die 
Werthe  der  Coordinaten  g^,  g^,  ...,  g„  immer  unendlich  klein 
bleiben.  Nach  Bd.  I,  §.  121  hat  die  potentielle  Energie  F  dieses 
Systems  in  der  Gleichgewichtslage  einen  Minimumwerth,  den  wir 
gleich  Null  annehmen  können.  Wenn  wir  also  V  nach  Potenzen 
von  gi,  gj  ...,  qn  entwickelt  annehmen,  und  mit  den  Gliedern 
zweiter  Ordnung  abbrechen,  so  ist  V  eine  homogene  Function 
zweiten  Grades  der  g,,  die  nur  verschwindet,  wenn  die  sämmt- 
lichen  g,-  verschwinden,  und  ausserdem  nur  positive  Werthe  an- 
nimmt (eine  definite  positive  Form). 

Wir  setzen 

(1)  2F=  ^  CHicqhqu, 

worin   die   Coefficienten   Chu  Constanten    des   Systems    sind   und 
Chic  =  Cjeh  ist.     Bezeichnen  wir  mit  t  die  Zeit,  mit  gi  den  Diffe- 


*)  Lagrange,  Mecanique  analytique,  Seconde  Partie,  Section  VI.  Sur 
leB  OBcillations  tres  petites  d'un  Systeme  quelconque  de  Corps  (Paris 
1811).  —  Rayleigh,  Theory  of  Sound  (London  1894). 
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rentialquotienten  dqu/dt^  so  ist  auch  die  kinetische  Energie  T 
eine  definite  positive  Form  zweiten  Grades  der  Variablen 


au  32 


die  wir  so  bezeichnen: 

(2)  2  T  = 


«;, 


ahk  ih  Ük 


worin  die  ahk  =  CLkh  gleichfalls  Constanten  des  Systems  sind. 
Hieraus  erhält  man  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  in 
der  Lagrange'schen  Form  Bd.  I,  §.  123: 


(3) 


Wir  erhalten  also  in  (3)  ein  System  linearer  Differential- 
gleichungen mit  Constanten  Coefficienten ,  das  nach  Bd.  I,  §.  59 
integrirt  werden  kann. 

Die  Gleichungen  (3)  werden  nach  (1)  und  (2): 


w 


=  —  Ciicqi  —  ^2^22 —  Cnk2fn       Ä  =  1,  2,  ...  n, 

und  Yon  diesem  System  suchen  wir  ein  particulares  Integral  in 
der  Form 

(5)  qh  =  Äh cos (mt  —  a),        ä  =  1,  2,  ...  n, 

worin  m  und  a  von  h  unabhängig  sein  sollen. 

Es  ergiebt  sich  dann  zur  Bestimmung  von  m,  Äi^  ...  ^  das 
System  von  Gleichungen 

(6)  J[i(aikm2  —  ciic)  +  Ä2{a2um^  —  Cnc)  +  •  •  • 

+  Aniünk  m^  —  Cnk)   =   0, 

woraus  man  die  Gleichung  n^^  Grades 


^11  ^  ^11»  ^21  ^ 


'2n 


Ünl  A  Cn 


(7) 


Clln^  ^In»         fl2n  ^  ^2in  •••?         ^nn^  ^ni 


==  0 


erhält,  deren  n  Wurzeln  die  Grössen  A  =  w/,  ni|,  ...mj  sind. 
Für  jede  dieser  Wurzeln  erhält  man  aus  (6)  die  Verhältnisse  der 

Wir  erhalten  so  aus  (5)  n  verschiedene,  einfache 
harmonische  Schwingungen,  aus  denen  sich  die  all- 
gemeine Bewegung  des  Systems  zusammensetzt. 


l 
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Nach  einem  bekannten  Satze  der  Algebra^)  kann  man  durch 
eine  lineare  Substitution  zwei  quadratische  Formen  gleichzeitig 
so  transformiren,  dass  in  jeder  von  ihnen  nur  die  Quadrate  der 
Variablen  vorkommen.  Sind  die  Formen  definit  und  positiv,  so 
haben  alle  diese  Quadrate  positive  Goefficienten,  die  man  für  die 
eine  der  beiden  Formen  noch  willkürlich,  etwa  gleich  1  annehmen 
kann. 

Wendet  man  diesen  Satz  auf  die  Functionen  T  und  V  an, 
so  ergiebt  sich,  dass  man  an  Stelle  der  Goordinaten  g^,  g,,  ...  q^ 
ein  anderes  System  von  Goordinaten  Qi,  0^ ,  ...  Qn  einführen  kann, 
in  dem  die  Functionen  T  und  V  die  einfache  Form  annehmen: 

2r=    (?;•+    (?;«  +  ..-+    e 

und  darin  sind  die  m^^  w|  . . .  mä  die  Wurzeln  der  Gleichung  (7). 
Man  sieht  hieraus,  dass,  wenn  V  und  T,  wie  wir  angenommen 
haben,  positive  definite  Formen  sind,  die  Wurzeln  dieser  Gleichung 
alle  reell  und  positiv  sind,  und  dass  also  die  g^»  nach  (5) 
periodische  Functionen  der  Zeit  sind.  Wenn  diese  Wurzeln  alle 
von  einander  verschieden  sind,  so  sind  die  Qj,  Q^^  ...  Q^  durch 
die  in  (8)  liegende  Forderung  als  lineare  Functionen  der  Variablen 
iit  ^31  -••  in  eindeutig  bestimmt.  Es  können  aber  auch 
gleiche  Wurzeln  vorkommen,  und  dann  giebt  es  unendlich  viele 
Bestimmungsarten  dieser  linearen  Functionen. 

Die  Variablen  Q^,  Q^^  ...  heissen  nach  Rayleigh  normale 
Goordinaten  des  Systems.  Sie  sind  dadurch  ausgezeichnet, 
dass  die  einfachen  harmonischen  Schwingungen  nur  je  eine  dieser 
Variablen  verändern.  Für  diese  Variablen  werden  die  Differential- 
gleichungen (3) 

und  daher 

(9)  Qk  =  Äjc  cos  (mfc  t  —  «fc), 

worin  Ajc  willkürlich  ist. 


0  Vergi.  z.  B.  Hesse,   Analytische   Geometrie  des   Raumes,  3.  Aufl., 
Leipzig  1876,  S.  270,  498. 
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§.  94. 
Variirte  Systeme. 

Durch  das  Vorhergehende  ist  das  Problem  der  kleinen 
Schwingungen  eines  Systems  auf  die  Bestimmung  der  normalen 
Coordinaten,  also  im  Wesentlichen  auf  die  Auflösung  einer 
Gleichung  n^  Grades  zurückgeführt  Dies  Resultat  lässt  sich 
nun  mit  Vortheil  anwenden,  um  den  Einfiuss  zu  bestimmen,  den 
kleine  Aenderungen  in  der  Verfassung  des  Systems  auf  den 
Schwingungsvorgang  haben. 

Um  dies  zu  zeigen,  gehen  wir  aus  von  einem  System  5, 
dessen  Lage  durch  die  normalen  Coordinaten  Qic  bestimmt  ist, 
so  dass  also  die  Functionen  T  und  V  durch  die  Formeln  (8), 
§.  93  dargestellt  sind.  Daneben  betrachten  wir  ein  zweites  da- 
von nur  unendlich  wenig  verschiedenes  System  S',  in  dem  T 
und  V  die  allgemeinen  Ausdrücke  §.  93  (1),  (2)  haben.  Wir 
nehmen  dann  die  Grössen 

«11  —  1,  ai2,  •••  «ifn      Cn  —  i»f,  C|8,  •••  Ci„, 

^If    ^22   1?   •••   ^2tn  ^21,    Ca2    —   W2^   •••   C2n? 


ötnl?   Cin2'i  •••   Clnn  —  1^  ^nli    Cn2i  •*•  Cnn  —  Wn 

als  unendlich  kleine  Grössen  erster  Ordnung  an,  deren  höhere 
Potenzen  und  Producte  gegen  die  niedrigeren  zu  vernachlässigen 
sind. 

Die   dem  System  S'  entsprechenden  harmonischen   Schwin- 
gungen seien  nach  §.  93,  (5) 

(1)  Ä^^^  cos (^1 1  —  «i),    A^^^  cos (^2 1  —  «2)  •  •  •  ^h^  cos Qint  —  a„), 

so  dass  ^f,  ^2^  •  •  •  f*n  die  Wurzeln  der  Gleichung  (7)  §.  93  sind 
und  sich  von  m^^  iMj-,  ...  mj   nur  um  unendlich  kleine  Grössen 

unterscheiden.    Ebenso  sind  A^\  wenn  h  von  k  verschieden  ist, 

als  unendlich  kleine  Grössen  zu  betrachten. 

Die  Gleichungen  (6),  §.  93  erhalten  die  Form 

(2)  A^^^  (oa ,.  ^i  —  c, ,)  +  ^f  ^  (a2  fc  lil  —  C2  fc) 
worin  h  und  h  beide  von  Null  bis  n  gehen. 
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Nehmen  wir  zunächst  aus  den  Gleichungen  (2)  die  heraus, 
in  denen  &  =  A;  ist,  so  sind  darin  nach  der  Voraussetzung  alle 
Glieder  unendlich  klein  von  der  zweiten  Ordnung  mit  Ausnahme 
des  i*« 

und  es  muss  also  auch  dieses  Glied,  d.  h.  (axhl^i  —  Ckh)  unend- 
lich klein  in  der  zweiten  Ordnung  sein,  und  kann  mit  der  hier 
festgehaltenen  Annäherung  =  0  gesetzt  werden.  Es  ergiebt  sich 
hieraus 

axhfnl  —  Ckh  =  a^hiifnl  —  ftj{), 

und  da  ml  —  ftü  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  ist, 
so  kann  auf  der  rechten  Seite  ahh  durch  1  ersetzt  werden.    Man 
erhält  so 
(3)  ml  —  iil  =  aHhfnl  —  Chh, 

wodurch  die  Variation  der  Perioden  der  einzelnen  harmonischen 
Schwingungen  bestimmt  ist 

Betrachten  wir  zweitens  eine  der  Gleichungen  (2),  in  der  h 
Yon  h  verschieden  ist,  so  bleiben  zwei  Glieder,  die  nicht  unend- 
lich klein  von  der  zweiten  Ordnung  sind: 

und  wenn  man  deren  Summe  Null  setzt,  und,  was  erlaubt  ist, 
/AJt)  (^kk,  Ckk  durch  mü,  1,  ml  ersetzt: 

{A\  ^fc     _  CLhkml  —  Ckk 

^^  A[^^  ~ml  —  ml' 


§.  95. 
Anwendung  auf  die  schwingende  Saite. 

Obwohl  diese  Betrachtungen  zunächst  nur  auf  solche  Systeme 
passen,  deren  Lage  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Variablen 
bestimmt  werden  kann,  so  werden  sie  von  Lord  Rayleigh  doch 
unbedenklich  auf  Systeme  angewendet,  in  denen  dies  nicht  der 
Fall  ist,  wie  z.  B.  auf  die  Schwingungen  eines  nicht  starren 
Körpers,  und  die  Resultate,  die  er  dadurch  gewinnt,  sind  sehr 
beachtenswerth;  sie  sind  der  Beobachtung  zugänglich  und  stehen 
mit  der  Erfahrung  im   besten  Einklang.    Wir  wollen  hier  eine 

BiemAnn-Weber,   Partielle  Differentialgleichungen.    IL  16        ' 
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Anwendung  auf  die  Transversalschwingungen    einer   gespannten 
Saite  machen. 

Wir  nehmen  an,  dass  die  Schwingungen  in  einer  Ebene 
stattfinden,  und  bezeichnen  wie  im  §.  88  mit  rj  die  Ordinate 
eines  Punktes  mit  der  Abscisse  ^,  so  dass  rj  eine  Function  Yon 
X  und  t  ist  Die  Länge  der  Saite  ist  Z,  die  Masse  eines  Ele- 
mentes der  Saite  ist  [§.  83  (10)] 

pdx 

oder  wenn  wir  p  =  ggl  setzen,  so  dass  gg  das  Gewicht  und 
9  die  Masse  der  Längeneinheit  ist: 

II  =  gdx. 

Da  die  Geschwindigkeit  dieses  Elementes  dti/dt  ist,  so  ergiebt  sich 
für  die  kinetische  Energie  der  ganzen  Saite  der  Ausdruck 

0 

und  wir  wollen  auch  den  Fall  nicht  ausschliessen ,  dass  g  eine 
Function  von  x,  die  Saite  also  inhomogen  ist. 

Um  auch  den  Ausdruck  für  die  potentielle  Energie  zu  bilden, 
bedenken  wir,  dass  auf  das  Saitenelement  dx  im  Zustande  der 
Elongation  rj  nach  §.  83  (8)  in  der  Richtung  der  ly-Axe  die 
Kraft  wirkt 

wenn  P  die  Spannung  der  Saite  bedeutet  Die  Verschiebung 
des  Elementes  ist  iy,  und  um  diese  Verschiebung  hervorzubringen, 
ist  also  eine  Arbeit  zu  leisten  von  der  Grösse 

(Der  Factor  §  rührt  daher,  dass  die  Verschiebung  gleichzeitig 
mit  der  Kraft  von  Null  an  bis  zu  ihrem  actuellen  Werthe  wächst, 
vergl.  Bd.  I,  §.  126,  4.)  und  hiernach  erhalten  wir  für  die  poten- 
tielle Energie  V  der  gespannten  Saite  die  Gleichung: 

i 

2^  =  -^JD'"^^' 
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oder  wenn  man  partielle  Integration  anwendet,  und  beachtet,  dass 
q  für  o;  =  0  und  x  =  1  verschwindet: 

i 

(2)  2F=pj(||ydx. 

0 

Dieser  Ausdruck  ist  also  von  q  unabhängig. 

Wir  nehmen  nun  die  Function  i^  von  a?,  die  für  x  =  0  und 
X  '=  l  verschwindet,  in  eine  Sinusreihe  entwickelt  an.  Wir  be- 
zeichnen mit  Po  eine  Gonstante^  von  der  die  Function  q  längs 
der  ganzen  Saite  nur  unendlich  wenig  abweichen  soll,  und  setzen 

,«v  1/2     /       .     7CX    .  .     2«x    ,  .     S«x    ,         \ 

(3)  ri  =  y  — ^  ^^ism  -j-  +  3jsin  -y-  +  ^s  sin  -p-  +  ...j 

und  für  den  Fall,  dass  q  =  qq  ist,  die  Saite  also  in  ihrer  ganzen 
Länge  homogen  ist: 

W     V  =  l/— j  \^(?i8in  -y  +  Ö,8m  -y-  +  Ö8  sm  -j~  H j. 

Die  Coefhcienten  g^,  ^2^  9s  •  •  •  ^^^^  Qu  Qsi  Qsi  •  •  •  sind  Func- 
tionen der  Zeit,  die  von  dem  Anfangszustande  abhängen.  Wir  be- 
trachten sie  als  die  Goordinaten  des  Systems,  das  von  unserer 
Saite  gebildet  ist. 

Die  Anzahl  der  Goordinaten  ist  hier  unendlich.  Wollte  man  die 
Reihen  auf  eine  endliche  Zahl  von  Gliedern  beschränken,  so 
müsste  die  Saite  durch  ein  anders  eingerichtetes  mechanisches 
System  ersetzt  werden,  das  aber  mit  der  Saite  um  so  mehr 
Aehnlichkeit  haben  würde,  je  grösser  die  Anzahl  der  beibehaltenen 
Glieder  ist 

Bilden  wir  zunächst  aus  (3)  die  kinetische  und  potentielle 
Energie 


so  ergiebt 

sich 

aus  (1)  und 

(2) 

(8) 

^hk 

2     f       .    hxx    . 
— ^      p  sm  — 5 —  sm 

0 

hnx 
l 

1 

dXy 

(6) 

Chk 

2Phkjt^ 

i 

• 

cos 

• 
0 

hnx 

l 

* 

cos 

Texx 
l 

und  mit  Hülfe  der  Formeln 

• 
• 

dx^ 


16' 
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sin  — y—  siü  —|—  da:  =  0  (Ä  ^  ä),         (sin  —r-)   äx  =  |i, 

0  0 

i  i 

cos  — j—  cos  ^—  d a:  =  0  (Ä  <^  fc),         (cos  — ^ J   da?  =  | i, 


(7)  C;,fc  =   0  (Ä  ^  Ä),  Cfc   =  ^^^f^ 

allgemein,  und  für  den  Fall  der  homogenen  Saite  9  =  90- 
(8)  anic  =  0,   Ä  ^  Ä,        ÄÄÄ  =  1. 

Für  'den  Fall  der  homogenen  Saite  sind  also  die  Variablen 
Qi'i  Q%i  Qi^  -"  normale  Goordinaten  und  es  ergiebt  sich  aus 
(7)  nach  §.  98  (8),  wenn  Qogl  wieder  gleich  p  gesetzt  wird: 


(9) 


m.  =  y^  =  ^|/|  =  Ä«|/|f 


in  Uebereinstimmung  mit  §.  84.    Es  entspricht  &  =  1  dem  Grund- 
ton, die  höheren  h  den  harmonischen  Obertönen. 

Da  wir  q  —  Qo  als  eine  unendlich  kleine  Grösse  voraus- 
gesetzt haben,  so  können  wir  die  Formeln  des  §.  94  anwenden, 
und  erhalten  zunächst  für  die  variirte  Periode  [Ih  des  h^^  Ober- 
tones nach  §.  94  (3),  da  hier  Chh  =  fnl  ist: 

ftÜ  =  ml  [1  —  {axh  —  1)], 
oder  nach  (5) 

(10)  pü  =  ,„i5  [1  -  AJ  (p  _  p,)  (^8in  *^)*  da;]  • 

0 

Nehmen  wir  beispielsweise  an,  dass  in  der  Mitte  der  sonst 
homogenen  Saite,  also  bei  x  =  \l^  auf  einer  unendlich  kurzen 
Strecke  von  der  Länge  X  ein  Uebergewicht  von  der  Grösse  Q^g^ 
vertheilt  sei,  so  ist  q  —  p^  überall  mit  Ausnahme  der  Strecke  A 
gleich  Null  und  in  dieser  Strecke  =  Qq,  Das  in  (10)  vorkom- 
mende Integral  reducirt  sich  also  auf  QQlsm^{^hn)  und  es  ist, 
wenn  h  eine  gerade  Zahl  ist,  ^i  =  mj,  und  es  tritt  also  keine 
Aenderung  in  der  Tonhöhe  der  geradzahligen  Obertöne  ein.  Ist 
aber  h  eine  ungerade  Zahl,  so  ergiebt  sich 

(11)  ,ii|  =  mji(l-^), 
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80  dass  also  alle  angeradzahligen  Obertöne  und  speciell  der 
Grrundton  tiefer  werden.  Durch  Entwickelung  der  Quadratwurzel 
kann  man  dafür  auch  setzen 

(12)  ^,  =  ,n,(l-|). 

Zum  Vergleich  wollen  wir  noch  den  Fall  betrachten,  dass 
das  Gewicht  Qo^g  gleichmässig  über  die  ganze  Saite  vertheilt, 
diese  also  wieder  homogen  sei.  •  Dann  hätte  man ,  um  die  ver- 
änderte Periode  mx  zu  erhalten,  in  (9)  p  durch 

P  +  Qo^g  =i>(l  +  VO 
zu  ersetzen,  und  würde  finden 

m'h  =  t»Ä  n  —  ^Y 

also  eine  geringere  Vertiefung  des  Tones  als  bei  der  vorigen  An- 
nahme. 

Auf  dieselbe  Weise  kann  man  auch  die  Veränderung  der 
Tonhöhe  bestimmen,  wenn  das  Zusatzgewicht  an  einer  anderen 
Stelle  der  Saite  liegt,  und  findet,  dass  Töne,  die  an  der  Stelle, 
WQ  das  Zusatzgewicht  angebracht  ist,  ihre  Knotenpunkte  haben, 
in  ihrer  Höhe  nicht  geändert  werden.  Wenn  die  Abscisse  d^r 
belasteten  Stelle  nicht  in  rationalem  Verhältniss  zur  Saitenlänge 
steht,  so  werden  alle  Obertöne  verändert.  Die  Schwingungszahlen 
stehen  dann  auch  nicht  mehr  im  Verhältniss  ganzer  Zahlen  zu 
einander,  und  die  Obertöne  sind  daher  nicht  mehr  unter  ein- 
ander harmonisch.  Ist  die  Belastung  an  einer  Stelle  angebracht, 
deren  Abscisse  in  rationalem  Verhältniss  zur  Saitenlänge  steht, 
so  zerfallen  die  Obertöne  in  Reihen,  so  dass  die  Töne  einer  und 
derselben  Reihe  unter  einander  harmonisch  sind,  wie  in  dem 
oben  betrachteten  besonderen  Falle  die  Obertöne  von  gerader 
und  von  ungerader  Ordnungszahl. 


§.  96. 
Variation  der  Amplituden. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Saite  in  dem  ä*«*  Oberton  allein 
schwingt,  so  ist  im  Falle  der  homogenen  Saite,  da  hier  die 
Ck)ordinaten  normal  sind  [§.  93  (9)]: 

(1)  Qh  =  Ah  co8(mÄ  t  —  a^),     ^^  =  0,    Ä  ^  Ä 
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nnd  folglich  [§.  95  (4)]: 

(2)  V  =  Vr-j  ^h  cos  {mnt  —  afc)8m  -^. 

Für  die  inhomogene  Saite  aber  erhalten  wir  [§.  94  (1)]: 

(3)  g*  =  ^i*^  cos  (ft^e -«;,), 
und  folglich 

(4)  tj  =  1/— -j  cos  (iixt  —  an)  2  ^fc^^sin  -^. 

Darin  sind  die  Verhältnisse  ^*^  JL^*^  nach  der  Formel  §.  94  (4) 
zu  bestimmen: 

^    _  ahkfnji  —  Ckh 
^<|»>  tu?  —  tnj; 

Bestimmt  man  diesen  Werth  nach  den  Formeln  §.  95  (5) 
bis  (9)  ((?>,*  =  0),  so  folgt: 

-^v            2          Ä*        C       .    hnx    ,    hnx  , 
— ^:^  =  — T  TS TT   I  Q  8111  — 7—  sm  — j—  da;, 

Ä  0 

wofür  man  auch,  da  h  von  U  yerschieden  ist,  setzen  kann: 

Ä  0 

Um  hiervon  eine  Anwendung  zu  machen,  wollen  wir  die 
Variationen  der  Knotenpunkte  bestimmen. 

Wenn  q  =z  Qq  ist,  so  erhalten  wir  die  Abscissen  |  der 
Knotenpunkte  für  den  h}^  Oberton  aus  der  Gleichung 

sin  —j-^  =  0, 
also 
(6)  ^=  P   s  =  l,  2,  ...A-  1. 

Bei  der  inhomogenen  Saite  werden  diese  Knotenpunkte  eine 
Verschiebung  d|  erleiden,  die  sich  aus  der  Gleichung 

^  4« 8in  ^^(^  +  m  =  0 

k  =  l 

ergiebt,  und  man  findet  daraus  durch  Zerlegung  des  sinus,  mit 
Vernachlässigung  höherer  Potenzen  von  d|  mit  Benutzung  von  (5): 
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oder  wenn  man  beachtet,  dass  A^^\  wenn  h  von  h  verschieden 
ist,  unendlich  klein,  also  d^Ä^^^  zu  yemachlässigen  ist: 

Ä  « -A]^  COS  sn  jc-i  '• 

Nehmen  wir  beispielsweise  &  =  2,  so  ist  für  die  homogene 
Saite  nur  ein  Knotenpunkt  in  der  Mitte.  Es  ist  also  s  =  1  zu 
setzen  und  in  (7)  fallen  alle  Glieder,  in  denen  k  gerade  ist, 
heraus.    Man  findet 

(8)     öi  =  — ?-^,  uf  -  4"  +  ^r  -  Ar  +  ...)• 

Nehmen  wir,  ähnlich  wie  im  vorigen  Paragraphen,  an,  dass 
bei  X  =  \l  ein  kleines  Gewicht  Q^Xg  angebracht  sei,  so  ist 
nach  (5): 

^«        4  X  2""T        2  X  _,_  kn  /_J 1_\ 

\Ä  — 2       k-\-2)' 


sin 


4»)  -    i    Ä»  _  4  —    l  -"  4 
Es  ergiebt  sich  also  nach  (8): 

also  [Bd.  I,  §.  34  (4)]: 

Es  wird  also  der  Knotenpunkt  um  A/2  gegen  die  belastete 
Stelle  hin  verschoben. 

Dieselbe  Methode  lässt  sich  auch  auf  die  Schwingungen  einer 
elastischen  Platte  anwenden,  die  nicht  vollständig  homogen  oder 
nicht  vollständig  kreisförmig  ist.  Dies  ist  von  Zenneck  durch- 
geführt und  durch  schöne  Beobachtungen  bestätigt  worden  (An- 
nalen  der  Physik  und  Chemie.     Neue  Folge,  Bd.  67,  1899). 
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Sohwingungen  einer  Membran. 


§.  97. 
Differentialgleichungen  der  schwingenden  Membran. 

Eine  Membran  ist  ein  elastischer  Körper  von  der  Gestalt 
eines  dünnen  Häutchens,  der  einer  Biegung  keinen  Widerstand 
entgegensetzt,  wohl  aber  einer  Ausdehnung.  Eline  solche  Membran 
sei  in  einer  gegebenen  festen  Randcurve  durch  eine  längs  des 
Randes  überall  constante  Zugkraft  P  ausgespannt,  und  wir 
nehmen  an,  dass  sie  im  Gleichgewichtszustande  in  einer  Ebene 
liegt,  die  wir  zur  ^j/-Ebene  machen. 

Für  das  Gleichgewicht  sind  dann  die  molecularen  Druck- 
kräfte durch  §.  69  (4)  bestimmt: 

X2  =  p,  r,«  =  p,  z;  =  o, 
^  ^  rj  =  0,    Z2  =  0,  x^  =  0.  . 

Wenn  die  Membran  durch  eine  anfängliche  Störung  aas 
der  Gleichgewichtslage  herausgebracht  ist,  wobei  wir  den  Rand 
festhalten  wollen,  so  wird  sie  Schwingungen  ausfuhren,  wobei 
sich  dann  auch  die  Druckkräfte  mit  der  Zeit  ändern.  Wir 
nehmen  an,  dass  bei  der  Bewegung,  die  wir  immer  als  un- 
endlich klein  ansehen,  auch  die  Druckkräfte  nur  unendlich 
wenig  von  den  in  (1)  angegebenen  Werthen  für  das  Gleich- 
gewicht abweichen.  Diese  unendlich  kleinen  Abweichungen  sind 
Functionen  von  a?,  y.  Wir  setzen  voraus,  dass  sie  von  i 
unabhängig  sind. 

Gegen  die  Oberfläche  der  Membran  sollen  keine  äussere 
Druckkräfte  wirken.      Bezeichnen   wir   mit  n  die  Richtung  der 
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Normalen  an  der  Oberfläche  der  bewegten  Membran  in  ihrer 
augenblicklichen  Lage,  so  genügen  die  Druckkräfte  während  der 
ganzen  Dauer  der  Bewegung  den  Gleichungen  §.  60  (11): 

Xx  cos  (n,  x)  -f-  ^y  cos  (n,  y)  +  X,  cos  (n,  e)  =  0, 

(2)  F,  cos  (n,  x)  -)-  Yy  cos  (ti,  y)  +  F,  cos  (n, ;?)  =  0, 

Zx  co8(n,  a?)  -|-  Zy  cos(n,  y)  -|-  Z,  co8(n,  z)  =  0. 

Es  mögen  nun  u,  t;,  u;  die  Gomponenten  der  unendlich  kleinen 
Verschiebung  sein,  die  ein  Punkt,  der  in  der  Gleichgewichtslage 
die  Goordinaten  x^  y^  0  hat,  zur  Zeit  t  erfahren  hat,  so  dass 
X  -\-  u^  y  -\-  v^  w  die  Goordinaten  dieses  Punktes  zur  Zeit  t  sind. 
Bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  können  wir 
dann  w  auch  als  die  momentane  Erhebung  der  Membran  an  der 
Stelle  x^  y  zur  Zeit  t  über  die  xy-Ebene  betrachten,  und  es  ist 
dann  w  eine  Function  von  ^,  y,  durch  die  die  xr- Ordinate  der 
Oberfläche  der  Membran  in  ihrer  augenblicklichen  Gestalt  dar- 
gestellt ist. 

Nach  bekannten  Formeln  der  analytischen  Geometrie  ist 
dann 

COS  (n,  X)  =  —  cos  (n,  js)  -^ , 
cos  (n,  y)  =  —  COS  (n,  js) 


cos  (n,  js)  = 


8y' 
1 


i' + ©■ + ( 


8y/ 


Mit  Vernachlässigung  Yon  unendlich  kleinen  Grössen  höherer 
Ordnung  kann  man  also 

co8(n,  z)  =  1,      cos(n,  x)  =  —  g^,    cos(n,  y)  =  —  — 

setzen.    Es  sind  aber  nach  der  Voraussetzung 

dw        dw         y-         V       V         T> 
ä7'       dy'       ^*  — ^'       J^v  — ^1 

Xy    =     Yx^  -^X    =     X,,  ^y    =     y„  Z, 

unendlich  kleine  Grössen  erster  Ordnung,  und  es  folgt  also  aus 
(2)  mit  Vernachlässigung  von  Grössen  höherer  Ordnung: 


250  Dreizehnter  Abschnitt.  §.  98. 

ox 

Z,  =  0, 

von  denen  die  letzte  besagt,  dass  Z,  unendlich  klein  von  einer 
höheren  Ordnung  ist 

Die  Differentialgleichung  für  die  Bewegung  erhalten  wir  nun 
aus  der  letzten  der  Gleichungen  §.  60  (10): 

wenn  wir  —  Z  durch  die  Beschleunigung  ersetzen,  för  die 
wir,  mit  Vernachlässigung  yon  unendlich  kleinen  Grössen  höherer 
Ordnung,  d^wldt^  setzen  können.    So  finden  wir  nach  (3) 

oder  wenn  wir  P/p  =  c*  setzen: 

Hierzu  kommen  die  Nebenbedingungen 

(7)  w  =  0    für  den  Rand  der  Membran, 

(8)  m;=/(x,  y),       y^  =  F{x,y)    für  t  =  0, 
wenn  /,  F  gegebene  Functionen  von  x,  y  sind. 


§.  98. 
Die  einfachen  Töne  der  Membran. 

Um  die  Methode  der  particularen  Integrale  auf  die  Diffe- 
rentialgleichung (6)  des  vorigen  Paragraphen  anzuwendeoi 
setzen  wir 

(1)  w  =  e»*««  T7, 

worin  Ic  eine  Constante,  W  eine  Funktion  von  x,  y  allein  be- 
deutet. Dann  ergiebt  sich  für  W  die  partielle  Differential- 
gleichung 
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Die  Constante  h  nehmen  wir  reell  an,  da  sonst  in  dem  Aus- 
druck (1)  w  mit  wachsendem  {,  dem  absoluten  Werthe  nach, 
entweder  unbegrenzt  wachsen  oder  gegen  Null  abnehmen  würde. 
Beides  ist  unzulässig,  wenn  die  particulare  Lösung  (1)  dem  Satze 
Ton  der  Energie  entsprechen  soll.  Aus  der  Forderung,  dass  die 
particulare  Lösung  der  Grenzbedingung  §.  97  (7)  genügen  soll, 
ergiebt  sich  die  Grenzbedingung  für  die  Function   W: 

(3)  W  =  0    für  den  Rand  der  Membran. 

Wir  werden  sehen,  dass  diesen  Bedingungen  nur  für  gewisse, 
wenn  auch  unendlich  viele  Werthe  der  Constante  Je  genügt 
werden  kann.  Sind  diese  Werthe  bestimmt,  so  bilden  wir  die 
Summe 

(4)  tc;  =  V  Äu  e<^^'  W^, 


worin  die  Ait  noch  unbestimmte  Constanten  sind,  die  aus  den 
Bedingungen  des  Anfangszustandes: 

ic^TcÄ^Wu=F{x,y) 

zu  bestimmen  sind. 

Damit  der  Ausdruck  (4)  reelle  Werthe  ergiebt,  müssen  darin 
je  zwei  conjugirt  imaginäre  Glieder  vorkommen.  Dadurch  zer- 
fällt (4)  in  eine  Summe  von  Gliedern,  deren  jedes  in  Bezug  auf 
i  periodisch  ist.  Die  Periode  hängt  aber  ausser  von  c  auch 
noch  von  dem  betreffenden  Werthe  von  Ic  ab.  Die  Periode  eines 
jeden  dieser  Glieder  entspricht  der  Schwingungsdauer  eines  ein- 
fachen Tones,  den  die  Membran  bei  geeigneter  Erregung  zu 
geben  vermag,  und  im  Allgemeinen  werden  alle  diese  Töne 
gleichzeitig  ansprechen.  Unter  diesen  Tönen  ist  der  tiefste  der, 
der  dem  kleinsten  Werthe  von  h  entspricht.  Dieser  heisst  der 
Grundton  der  Membran,  die  anderen  die  Obertöne.  Diese 
Obertöne  sind  aber  nur  dann  zu  dem  Grundton  oder  unter  ein- 
ander harmonisch,  wenn  die  entsprechenden  Werthe  von  Te  in 
rationalen  Verhältnissen  stehen,  wie  es  bei  den  Schwingungen 
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der  homogenen  Saite,  im  Allgemeinen  aber  nicht  bei  der  Membran 
der  Fall  ist. 

Ehe  wir  auf  die  allgemeine  Theorie  der  Dififerentialgleichung 
(2)  eingehen,  behandeln  wir  einige  besondere  Falle. 


§.  99. 
Rechteckige  Membran. 

Wir  betrachten  zunächst  den  Fall,  dass  die  Membran  durch 
ein  Rechteck  von  den  Seitenlängen  a,  b  begrenzt  ist  und  legen 
den  Coordinatenan£angspunkt  der  o;,  y  in  eine  Ecke  dieses 
Rechtecks,  die  x-Axe  in  die  Seite  a,  die  y-Axe  in  die  Seite  6. 

Wir  suchen  wieder  particulare  Lösungen  der  Differential- 
gleichung §.  98  (2),  die  aus  einem  Product  einer  Function  tod 
X  und  einer  Function  von  y  bestehen,  und  finden  leicht 

sin  ax  sin  /)]/,    cos  ax  sin  /)y,   sin  ax  cos  /)y,    cos  ax  cos  ßy, 

wenn  a,  ß  zwei  Constanten  sind,  die  der  Bedingung 

(1)  h^  =  u^-{-  /ja 

entsprechen.    Von  diesen  vier  particularen  Lösungen   hat  aber 
nur  die  erste 

(2)  sinao;  sin /3  t/, 

die  Eigenschaft,  an  den   beiden  Randlinien  x  =  0  und  y  =  0 
zu  verschwinden . 

Damit  dieses  aber  auch  an  den  beiden  Randlinien  x  =  a 
und  y  =  b  verschwinde,  müssen  die  Constanten  o,  /)  die  Form 
haben 

(3)  "=-r'    ^  =  X' 

worin  m  und  n  ganze  Zahlen  sind,   die  wir  positiv  annehmen 
können.    Aus  (1)  ergiebt  sich  dann  für  k  der  Ausdruck 

Diese  Formel  stellt  unendlich  viele,  aber  discrete  Werthe 
von  h  dar,  die  von  den  Dimensionen  des  Rechtecks  abhängig  mA- 

Jeder  dieser  Werthe  von  A;  entspricht  einer  einfachen  perio- 
dischen Schwingung  mit  der  Schwingungsdauer 
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(6)  T=r^,  =  |f=        ' 


]  a^  +  fta 


und  man  erhält  dieser  Schwingungsdauer  entsprechend  die  parti- 
cularen  Lösungen  der  Hauptgleichung  §.  97,  (6): 

W2nt    .        nx    .       ny       .    2ni    .       nx    ,      ny 
cos  —fsr  sin  m  —  sin  n  -r^,    sm  -7«-  sin  m —  sm  n  -7^  • 
T  a  Ol  a  0 

Sind  A  =  -4^n,n  und  B  =  B^n  constante  Coefficienten,  die 
mit  m  und  n  wechseln,  so  ist  die  allgemeine  Lösung 

IM   M 

(7)  w  =  ^  f -A  cos— ^^ — h  ^  8in— ^j  sinm —  smn-^, 

1,«  ^ 

und  die  Constanten  A  und  £  werden  durch  die  beiden  Glei- 
chungen 

^     A    sin  f»  —  sin  n  -^  =  fix,  y) 

(8)  ^  a  ft        ^^ 

^— y-smw—  sinn-^  =  F{^^  V) 

bestimmt,  wenn  man  die  gegebenen  Functionen /(a?,  y),  F(x^  y) 
durch  Fourier'sche  Doppelreihen  darstellt 
Man  findet,  wenn  man  mit 

nx    .      ÄV  ,      , 
sm  m  —  sm  n -7^  dx  ay 
a  b  ^ 

muhdplicirt  und  über  die  Fläche  des  Rechtecks  integrirt: 

a    h 
A       C   C  7CX  9rt/ 

Ä^,n  =  7^  J  J  /(*'y)8in»»—  sinn-^dardy, 

a    0 

Bm^n  =  ^^  \\t  (x,y)  sinw^  ®^^^X  ^^  ^^' 


0  0 


§.  loa 

Harmonische  Obertöne. 

Wir  fragen,  welche  unter  den  einfachen  Tönen  der  Membran 
unter  einander  harmonisch  sind,  oder  mit  anderen  Worten,  welche 
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der  durch  §.  99  (4)  dargestellten  Werthe  Ton  k  unter  einander 
in  rationalem  Yerhältniss  stehen. 

Es  seien  also  h^  k'  zwei  solche  Werthe,  die  den  ganzen 
Zahlen  m,  n  und  fn\  n'  entsprechen,  und  k:k'  =  h:h\  worin 
h  und  h'  positive  ganze  Zahlen  sind,  die  wir  ohne  gemein- 
schaftlichen Theiler  annehmen  können.    Dann  ist 

«  Ht.  +  S)  =  »•  (^'  +  P> 

also 

.  .  Ä'a  m^  —  Ä«m'2  _       Ä'a  n»  —  Ä«  n'» 

und  wenn  nun  a^  und  &^  nicht  in  einem  rationalen  Yerhältniss 
stehen,  so  müssen  beide  Seiten  von  (2)  verschwinden,  also 

m  w  h 

Wenn  wir  m  und  n  ohne  gemeinschaftliche  Theiler 
annehmen,  so  folgt  hieraus,  wenn  {  eine  ganze  Zahl  ist: 

(3)  m' ==  ?f»,    n'  =  ln^ 

und  es  ergiebt  sich  also  eine  Reihe  von  harmonischen  Tönen  aus 

fc,    2fc,     3Ä;,    4Ä,  .  .  .  (*) 

wenn  k  dadurch  gebildet  ist,  dass  für  m,  n  in  §.  99  (4)  irgend 
zwei  positive  relative  Primzahlen  genommen  werden. 

Wir  bekommen  dann  eine  Reihe  (k)  von  harmonischen 
Tönen,  von  denen  wir  den  ersten,  %,  als  den  (relativen) 
Grundton  bezeichnen  können.  Den  absolut  tiefsten  Ton  (Grund- 
ton der  Membran)  erhalten  wir,  wenn  wir  w  =  1,  n  =  1  setzen. 

Nehmen  wir  nun  irgend  ein  anderes  Paar  relativer  Prim- 
zahlen Wi,  Wi,  so  erhalten  wir  eine  zweite  Reihe  (ki)  möglicher, 
harmonischer  Töne: 

und  so  fort,  zu  jedem  Paar  relativer  Primzahlen  m,  n  eine  Reihe 
harmonischer  Töne;  und  wenn  a*,  6»  nicht  in  rationalem  Ver- 
hältnisse stehen,  so  sind  je  zwei  Töne  verschiedener  Reihen 
nicht  harmonisch. 

Anders  ist  es  aber,  wenn  a^  und  b^  in  einem  rationalen  Ver- 
hältnisse stehen.  Dann  können  auch  die  Töne  verschiedener 
Reihen  harmonisch  sein. 
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Setzen  wir  unter  dieser  Voraussetzung 

(4)  ii  =  5i  =.«  =  /»' 

worin  oc,  ß  positive  ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler  sind, 
so  lautet  die  Bedingung  (1)  für  die  Harmonie  zweier  Reihen  (k) 
und  QsT) 

(5)  Ä'»(am2  +  /Jw»)  =  h^iatn'^  +  /Jn'«). 

Wenn  irgend  zwei  Töne  einer  Reihe  (Ä)  unter  einander  har- 
monisch sind,  so  sind  je  zwei  Töne  dieser  Reihe  harmonisch,  und 
wenn  also  ein  Ton  der  Reihe  (k)  mit  einem  der  Reihe  (V)  har- 
monisch ist,  so  ist  jeder  Ton  der  einen  Reihe  mit  jedem  der 
anderen  harmonisch.  Wir  nennen  dann  die  beiden  Reihen  har- 
monisch. Suchen  wir  also  alle  zu  einer  bestimmten  Reihe  (h) 
harmonischen  Reihen  (k')  auf,  so  können  wir  in  (5)  m  und  n 
relativ  prim  annehmen,  und  erhalten,  wenn  wir 

hm'  =  rr,    An'  =  y,    h!  =  js 

setzen,  aus  (5)  die  Gleichung 

(6)  y^2  =  a^2  _|_  ßy2^ 

und  es  kommt  also  auf  die  Lösung  der  zahlentheoretischen  Auf- 
gabe an: 

alle  Lösungen  der  unbestimmten  Gleichung  (6)  in 
ganzen  Zahlen  x^  y^  z  zu  finden,  wenn  a,  /),  y  ge- 
gebene ganze  Zahlen  sind. 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  ist  dadurch  vereinfacht,  dass 
man  eine  Lösung  von  (6)  kennt,  nämlich  z  •=  1,  o;  =  m, 
y  =  ni). 

Einfacher  noch  ist  die  Frage,  ob  in  verschiedenen  Reihen 
die  gleiche  Schwingungsdauer  vorkommen  kann. 

Dass  dies  nicht  vorkommen  kann,  wenn  ä^  und  b^  incommen- 
surabel  sind,  ist  aus  dem  Vorhergehenden  klar.  Unter  der  Vor- 
aussetzung (4)  aber  kommt  es  darauf  an,  zu  ermitteln,  ob 


^)  Yergl.  über  die  zahlentheoretische  Aufgabe  Dirichlet-Dedekind, 
Yorlesnngen  über  Zahlentheorie,  4.  Aufl.,  §.  156. 
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sein  kann*,  oder,  wenn  wir  den  gemeinschaftlichen  Werth  beider 
Seiten  dieser  Gleichung  mit  y  bezeichnen,  alle  Lösungen  der 
unbestimmten  Gleichung 

in  ganzen  Zahlen,  oder,  wie  man  sich  in  der  Zahlentheorie  aus- 
drückt, alle  Darstellungen  einer  Zahl  y  durch  die  quadratische 
Form  ax>  4~  ^V!^  ^^  finden.  Die  Anzahl  dieser  Darstellungen 
ist  immer  endlich,  weil  es  nur  eine  endliche  Anzahl  ganzer 
Zahlen  geben  kann,  für  die  die  positive  ganze  Zahl  ao;^  -f~  /'y' 
eine  gegebene  Grenze  nicht  überschreitet.  Wir  wollen  hier  auf 
diese  zahlentheoretische  Aufgabe  nicht  näher  eingehen,  für  die 
wir  auf  den  IV.  Abschnitt  von  Dirichlet-Dedekind's  Vor- 
lesungen über  Zahlentheorie  verweisen  und  begnügen  uns  damit, 
für  den  besonderen  Fall  a  =  /)  =  1,  also  für  die  quadratische 
Membran,  ein  Paar  einfache  Beispiele  anzuführen: 

2  =  1»+  P, 

5  =  1«  +  2»  =  2«  +  1«, 

(7)  10  =  1»  4-  3«  =  3^  +  l^ 

65  =  1»  4-  8*  =  8»  +  1», 

=  4«  +  7*  =  7«  -j-  ^^• 

§.  101. 
Knotenlinien. 

Eine  einfache  Schwingung  der  rechteckigen  Membran  wird 
dargestellt  durch  ein  einzelnes  Glied  der  Summe  §.  99  (7): 

(1)  Tr  =  (  J.  cos  —fjT  4-  -S  sm-^j  sin  m  —  smn-^, 
worin  die  Schwingungsdauer 

(2)  T  =  -  ^ 


1  /m2    ,    n2 

ist.     Setzen  wir 

-1  =  ilf  sin  ^,    B  =z  M  cos  J^ 

worin  J[f  eine  positive  Gonstante,  J  einen   zwischen  0  und  2% 
gelegenen  Winkel  bedeuten  möge,  so  erhalten  wir 
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(3)  Tr=  Jar  8in(^^  4-  ^/j  sm  in —  sinn-^- 

M  heisst  die  Amplitude  der  Schwingung  und  die  Grösse 
— ^  +  ^,  oder  vielmehr  ihr  Ueberschuss  über  das  nächst  klei- 
nere Vielfache  von  In  die  Phase.  Indem  man  den  Anfangs- 
punkt der  Zeit  oder  die  Phase  um  eine  constante  Grösse  ändert, 
erhält  man  endlich  aus  (3) 

(4)  W  =  M  sm-T^r-  sinm —  sm  n^, 
^  Tab 

und  man  sieht  daraus,  dass  W  über  die  ganze  Membran 
gleich  Null  ist,  wenn  t  gleich  einem  Vielfachen  von 
iTist 

Wenn  andererseits  x  gleich  einem  Vielfachen  von  a/w  oder 
y  gleich  einem  Vielfachen  von  bjn  ist,  so  ist  W  für  alle  Zeit 
gleich  Null.  Wir  haben  also  zwei  Systeme  gerader  Linien,  die 
den  Seiten  des  Rechteckes  parallel  sind,  in  denen  die  nach  der 
Formel  (4)  schwingende  Membran  dauernd  in  Ruhe  bleibt.  Solche 
Linien  heissen  Knotenlinien.  Sie  theilen  die  rechteckige  Mem- 
bran in  mn  rechteckige  Felder  von  den  Seiten  alm^  6/n,  und 
W  ist  in  benachbarten  Feldern  zu  jeder  Zeit  abwechselnd  positiv 
und  negativ. 

Wenn  nun  bei  einer  zusammengesetzten  Schwingung,  die 
durch  eine  Summe  mehrerer  Ausdrücke  der  Form  (3): 


w=^W 


dargestellt  wird,  Knotenlinien,  d.  h.  Linien,  in  denen  w  dauernd 
gleich  Null  ist,  vorhanden  sein  sollen,  so  muss  der  von  der  Zeit 
abhängige  Factor 


sin  (-|-  +  ^) 


in  allen  Gliedern  der  Summe  (4)  derselbe  sein.  Es  muss  also 
die  Schwingungsdauer  T  und  die  Phase  in  allen  Gliedern  der 
Summe  (4)  dieselbe  sein.  Es  kann  dies,  wie  wir  gesehen  haben, 
nur  vorkommen,  wenn  a^  und  h^  in  rationalem  Verhältniss  stehen, 
und  man  erhält  unter  dieser  Voraussetzung  als  Bedingung  für 
die  Knotenlinien 

Biemann-Weber,  Partielle  DifFerentUlgleichasgen.    II.  yj 
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(5)  5j  -^  ^^^  s^^  T^  =  ^' 


worin  sich,  wenn  -—  :  t-  =  a :  /J  ist,  die  Summe  auf  alle  Werthe 

m,  n  erstrecken  kann,  für  die  am^  -{-  ßn^  einen  und  denselben 
Werth  y  hat.  Da  jedes  Glied  der  Summe  (5)  mit  einem  be- 
liebigen Factor  M  multiplicirt  sein  kann,  so  ist  in  der  Glei- 
chung (5)  eine  grosse  Menge  von  möglichen  Gestalten  toxi 
Knotenlinien  oder,  wie  man  auch  sagt,  von  Klangfiguren  ent- 
halten, deren  Discussion  aber  nicht  ganz  einfach  ist.  Wir  wollen 
einige  Beispiele  betrachten. 


§.  102. 
Klangfiguren.    I.  Beispiel. 

Nach  §.  100  (7)  ist  5  =  1»  +  2»  =  2»  +  1«,  und  wir  erhalten 
also  aus  (5)  §.  101,  wenn  wir  der  Einfachheit  halber  a  =  6  =  « 
setzen, 

M  sin  a;  sin  2 y  -|-  M'  sin  2a:  sin  y  =  0 

oder 

( 1 )  sin a:  sin  y  {M  cos y  -\-  M'  cosx)  =  0 ; 

der  Factor  sin^r  siny  verschwindet  nur  am  Rande  und  eine  freie 
Kiiotenlinie  erhalten  wir  also  nur  aus  der  Gleichung 

jar  cos  t/  +  ^'  cos  a:  =  0, 
setzen  wir  Jtf'  =•  —  AJJf,  so  ergiebt  sich  daraus 

(2)  cost/  =  X  cos:c, 

und  wir  können,  unbeschadet  der  Allgemeinheit,  k  als  einen 
positiven  echten  Bruch  annehmen.  Die  übrigen  Fälle  werden 
durch  Vertauschung  von  x  mit  n  —  x  oder  von  x  mit  y  auf 
diesen  zurückgeführt. 

Da  (2)  für  x  =^  y  =  nj^  befriedigt  ist,  so  geht  die  ge- 
suchte Linie  durch  den  Mittelpunkt  des  Quadrates.  Für  a:  =  0 
und  a;  =  JT  wird 

y  =  arc  cos  A,        y  =  n  —  arc  cos  A, 


§•  103. 


Klangfignren.    U.  Beispiel. 
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während  fiir  y  =  0   kein  reeller  Werth  von  x  vorhanden  ist. 
Die   Knotenlinie    hat   ungefähr    die    Gestalt    der    Curve   ^ii/  in 


der  Fig.  38.  Sie  besteht  aus  zwei  con- 
gruenten  Zweigen,  deren  Tangente  im 
Mittelpunkte  unter  dem  Winkel  arctgA 
gegen  die  a:-Axe  geneigt  ist,  und  die  die 
Grenzlinie  bei  ^i  und  v  rechtwinklig 
schneidet.  Wird  A  =  0,  so  geht  diese 
Curve  in  die  Gerade  y  =  3r/2  über,  und 
wenn  A  =  1  ist,  in  die  DiagOHale  des 
Quadrates. 


Fig.  38. 


§.  103. 
II.  Beispiel. 

10  =  12  4-  3«  =  3'  -f  1«. 

Die  Gleichung  für  die  Knotenlinie  wird: 

M  sin  ic  sin  3  y  +  Jtf '  sin  y  sin  3a;  =  0, 

oder  nach  Abwerfung  des  Factors  sin  x  sin  y,  dessen  Verschwinden 
die  Randlinien  darstellt,  mit  Rücksicht  auf  die  trigonometrische 
Formel 

sin  3  a:  =  sin  a:  (4  cos^  a;  —  1)  =  sin  a;  (2  cos  2  a;  -|-  1), 
sin  3  y  =  sin  y  (4  cos*  y  —  1)  =  sin  y  (2  cos  2  y  +  1), 

weiin  wieder  M  =  —  XM  gesetzt  wird 


(1) 


cos^y  —  T  =  ^  ( cos^a;  —  —\ 


Man  sieht,  dass  alle  in  der  Gleichung  (1)  enthaltenen  Curven 
durch  die  vier  Punkte 


2  TT  7t         ^  7t 

T'      ^  ~  3'    X 

hindurchgehen. 

Bei  der  Discussion  dieser  Gleichung  kann  man  k  als  posi- 
tiven oder  negativen  echten  Bruch  (einschliesslich  i  1)  betrachten, 
da  die  anderen  Fälle  auf  diesen  durch  Vertauschung  von  x  und 
y  zurückgeführt  werden.  Die  Randlinien  y  =  0,  y  =  ä  werden 
dann  von  keiner  dieser  Curven  geschnitten,  weil  für  solche 
Schnittpunkte  cos'x  >  1  oder  negativ  ausfallen  würde. 

17* 
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Die    Schnittpunkte  der  Randlinien  rr  =  0,  ^  =  «  eriiält 
man  aus 

1  +  3A 
cos»  y  =  — -. , 


und  diese  Schnittpunkte  werden  also  reell,  wenn  A  >>  —  1/3  ist 
Liegt  also  k  zwischen  — 1  und  — 1/3,  so  Terläuft  die  Knoten- 
linie  ganz  im  Inneren  des  Rechteckes.  Die  Figuren  39  bis  45 
geben  die  ungefähren  Gestalten  einiger  dieser  Klangfiguren, 
die  in  der  Reihenfolge  der  aufsteigenden  Werthe  Ton  X  ge- 
ordnet sind. 


Fig.  40. 


Fig.  41. 


Fig.  42. 


Fig.  43. 
X  =  0 


Fig.  44. 
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§.  104. 
Kreisförmige  Membran. 

Wenn  die  Membran  durch  einen  Kreis  begrenzt  ist,  so  führt 
man  zur  Integration  der  Differentialgleichung  (2),  §.  98  Polar- 
coordinaten  r,  (p  in  der  xy-Ehene  ein.  Man  erhält  nach  Bd.  I, 
§.  42  (4): 

l  dr  1    d^W 

(1)  -       ^"^      +  _L  |J1  4-  i2  Tr=  0. 

Hat  die  Membran  die  Gestalt  eines  Tollen  Kreises  vom 
Radius  a,  so  muss  W  endlich  bleiben,  wenn  r  die  Werthe  von 
0  bis  a  durchläuft,  und  muss  dieselben  Werthe  wieder  annehmen, 
wenn  (p  um  2  n  wächst  Wir  werden  also  die  particularen  Lö- 
sungen von  (1)  in  der  Form 

(2)  W=Re*'^'P 

annehmen,  worin  m  eine  ganze  Zahl  und  Jß  eine  Function  von 
r  allein  ist,  für  die  sich  aus  (1)  die  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung 

d     ^^ 

oder 

^  ^  dr^    ^    r   dr    ^    \  r^J 

ergiebt.  Man  erkennt  hierin  die  Differentialgleichung  der  Bessel'- 
schen  Function  Jfnßr)  [Bd.  I,  §.69  (12)]  und  diese  Function 
Jm{kr)  ist  die  einzige  Lösung  dieser  Differentialgleichung,  die 
für  r  =  0  endlich  bleibt. 

Es  ist  also,  wenn  C  eine  Gonstante  bedeutet, 

(5)  W=  CJ^(kr)e*^v 

zu  setzen,  und  damit  diese  Function  am  Rande  der  kreisförmigen 
Membran,  also  für  r  =  a  verschwinde,  ist  k  aus  der  transcen- 
denten  Gleichung 

(6)  J^(ka)  =  0 

zu  bestimmen.  Diese  transcendente  Gleichung  haben  wir  im 
§.71  des  ersten  Bandes  näher  untersucht.    Wir  haben  dort  ge- 
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sehen,  dass  die  Gleichung  Jm{^)  =  0  unendlich  viele,  aber  nur 
reelle  Wurzeln  hat,  Ton  denen  wir  nur  die  positiTen  zu  berück- 
sichtigen brauchen.  Wir  wollen  sie,  der  Grösse  nach  ge- 
ordnet, mit 

und  allgemein  mit  k^n  bezeichnen.  Dann  haben  wir  für  k  einen 
der  Werthe 


k  = 


a 


ZU  setzen,  und  wir  erhalten,  wenn  wir  zu  der  reellen  Form  über- 
gehen, und  mit  -ä«,,n,  Bm,m  Cni,n^  2)m,n  willkürlichc  Gonstanten  be- 
zeichnen, den  allgemeinen  Ausdruck  von  w  in  der  Form 

cosmg) 


(7) 


w 


m=0    n  =  l  ^  ^ 


A,fn,n  cos 


+  B»,„C08^-'-''* 


a 


sinrng) 


Cm,n  Sin  -=^ —  cosm^ 


a 


+  Dm,  n  sin  -^ —  sin  m  y. 


a 


§.  105. 
Bestimmung  der  Constanten. 

Die  Constanten  Am,n  .  .  .,  die  in  dem  Ausdruck  (7),  §.  104 
für  w  noch  unbestimmt  bleiben,  sind  aus  dem  Anfangszustande, 
d.  h.  aus  den  Werthen  von  w  und  ate;/ö^  für  ^  =  0  zu  bestimmen. 
Wenn  für  <  =  0 

(1)  w=f{r,q>) 

ist,    so    ergiebt    sich    aus    (7)  für  <  =  0,  wenn  wir   zur  Ver- 
einfachung a  =  1  setzen: 

(2)  /(r,  9)  =  ^J^iK^nT)  (ilm,n  COS m 9  4"  B^^  sinwy). 

Hieraus  können,  ähnlich  wie  bei  der  Fourier' sehen  Reihe, 
die  Coefficienten  -4»^„,  Bn^n  durch  bestimmte  Integrale  aus- 
gedrückt werden.  Es  ist  nämlich  für  irgend  zwei  ganie 
Zahlen  m,  m' 
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2n 

cos  mg?  sintn'tpdtp  =  0, 

0 

ferner,  wenn  m  nicht  gleich  Null  ist 


2 

I 


ijt  2n 


cos^mqpdqp  =     Bin^nKpdq)  =  ic 


0  0 

und  wenn  m  von  wl  verschieden  ist: 

2n  2ft 


I  cos  mg)  cos  m*  q>dq>  =  0,  I  sin  mg)  sintn'  (pdtp  =  0. 

Hieraus  ergiebt  sich  für  ein  feststehendes  m: 


>]  Än^nJm(^m,nr)  =  "  J  /(^ <P)  cosmg)  dg). 


(3) 

5m,n«/m(^m,nr)  =  —     /(r, g))  sinmg)dg?, 

0 

wobei  in  der  ersten  dieser  Formeln  für  m  =  0  die  rechte  Seite 
noch  durch  2  zu  dividiren  ist. 

Desgleichen  wenden  wir  die  Formel  an: 

(4)  ßJn,  («)  Jm+l  (/3)   -   aJn,  (ß)  J„»  +  i  («)   = 

1 

(^2  _  a^)  f  j^  ^ar)  Jm  {ßr)r  dr, 

0 

die  wir  im  §.  70  des  ersten  Bandes  bewiesen  haben.  Aus  ihr 
folgt,  wenn  A,»,»  und  A^^n'  zwei  verschiedene  Wurzeln  von 
J^(A)  =  0  sind: 

1 

(5)  Jm  {^m,nr)  Jm  (^m,n'r)rdr  =  0, 

0 

und  durch  den  Grenzübergang,  wie  er  in  Bd.  I,  §.  70,  IV  ge- 
macht ist  [Bd.  I,  §.  69  (10)]: 

(6)  [  [Jm  (A^  n  r)]a  rdr=  -  ^  J;  ( A^.  „)  J«  + 1  (A«,  „) 

0 

=         2  \J"^  +  i  i^»^  «)]*• 
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Danach  erhält  man  aus  (3) 

1     2fr 
^m,n[«/m  +  l(Am,n)]*  ~  JT  j        f  ('^^V)Jm{^m,nr)  COS  mq>  T  dr  d^, 

(7)  '  ' 

0    0 

worin  wieder  auf  der  rechten  Seite  der  ersten  Formel  im  Falle 
m  =  0  durch  2  zu  dividiren  ist. 

In  gleicher  Weise  lassen  sich  die  Constanten  Cm,«,  Dm,» 
aus  der  die  Anfangsgeschwindigkeit  darstellenden  Function  ab- 
leiten. 

§.  106. 
Klangfiguren. 

Eine  einfache  Schwingung  wird  bei  der  kreisförmigen  Mem- 
bran durch  einen  Ausdruck  von  der  Form 

(1)  W=Msm  (^  +  ^)  Jm  {-—)  sin  m  (cp  -  q>,) 

dargestellt,  worin  die  Schwingungsdauer 
.QN  7» ^ 2;ra 

CK  C  Afn^  n 

ist.  Der  Ausdruck  (1)  verschwindet  aber,  von  t  unabhängig, 
ausser  am  Rande  noch,  wenn 

(3)  q)  —  (Pq  =  — 
und  wenn 

(4)  r  =  aY^, 

worin  h  eine  ganze  Zahl  und  A^,«»  irgend  eine  Wurzel  von  Jm 
bedeutet,  die  kleiner  ist  als  Am^n*  Als  Knotenlinien  erhält  m&n 
also  aus  (3)  ein  System  von  m  Radien,  und  aus  (4)  ein  System 
von  n  —  1  concentrischen  Kreisen. 

Ausser  diesen  wären  nach  (2)  Knotenlinien  nur  dann  möglieb, 
wenn  A^  „  =  A^f^„f  wäre,  für  irgend  zwei  von  einander  verschiedene 
m,  m',  also  nur  dann,  wenn  zwei  verschiedene  Functionen  Jm  ^^^ 
Jfn'  eine  gemeinschaftliche  Wurzel  hätten.  Dass  dies  der  Fall 
ist,  ist  sehr  unwahrscheinlich. 
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§.  107. 

Elliptische  Membran. 

Wenn  wir  in  die  Differentialgleichung,  auf  die  wir  das  Pro- 
blem der  schwingenden  Membran  zurückgeführt  haben, 

elliptische  Goordinaten  einfuhren  wollen,  so  können  wir  nach 
Bd.  I,  §.  52 

(2)  X  -{-  yi  =  cos(m  -f-  iv\ 

also 

.Qv  a;  =  cosu  cos  iv, 

(o)  .     .  .      . 

^  1/  =  t  sm  u  sin « V 

setzen,  so  dass  constante  Werthe  Ton  v  Ellipsen  entsprechen, 
unter  denen  eine,  v  =  i;o,  als  Grenze  der  Membran  betrachtet 
werden  möge.    Aus  der  Formel 

dx^  -(-  dy^  =  sin(w  -|-  iv)  %m{u  —  iv)  (du^  -j-  dv^) 
=  (sin*ti  —  sin^iv)  (ßu^  +  ^^') 

können  wir  dann  nach  Bd.  I,  §.  41  (13)  die  Transformation  des 
Differentialausdruckes 

^  ^  -  dx^  ^  at/> 

ableiten,  wenn  wir 

ß  =  e'  =  sin^M  —  sin^tt;,    e"  =  1 

setzen.  Wir  erhalten  so  die  Differentialgleichung  (1)  in  der 
Gestalt: 

(4)  15  +  ^  +  *'  (^^' «  -  «>"'  »■«)  TT  =  0. 

Setzen  wir,   um  particulare  Lösungen  dieser  Gleichung  zu 
erhalten 

(5)  W=  UV 

und  nehmen  an,  dass  V  nur  von  u,  V  nur  von  v  abhänge,  so 
ergiebt  sich  aus  (4)  durch  Division  mit  UV: 
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und  da  hier  die  linke  Seite  nur  von  u.  die  rechte  nur  von  v 

abhängt,  so  müssen  beide  Seiten  gleich  einer  Constanten  —  A 

sein.     Man  erhält  so  für    JJ  und  V  die  beiden  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen 2***  Ordnung: 

^i?+(*'8in^«*  +  ^)^=ö' 
(6) 

___(fc2  8inn>+A)F=0. 

Die  Integration  dieser  beiden  linearen  Differentialgleichungen 
gelingt  aber  nicht. 

§.  108. 
Parabolische  Begrenzung. 

Wenn  wir  zwei  Variable  m,  v  durch  die  Substitution 

(1)  a;  +  »y  =  1  («  +  if)* 
oder 

(2)  x=\  (u«  —  v^\    y  =  UV 

einführen,  so  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  v  und  von  t* 

woraus  zu  ersehen  ist,  dass  sowohl  constanten  Werthen  von  u 
als  auch  constanten  Werthen  von  v  Parabeln  entsprechen. 
Alle  diese  Parabeln  haben  ihren  Brennpunkt  im  Coordinaten- 
anfangspunkte  und  ihre  Axe  in  der  Richtung  der  a;-Axe.  Die 
concave  Seite  liegt  bei  den  ersteren  nach  der  Seite  der  nega- 
tiven X,  bei  den  letzteren  nach  der  Seite  der  positiven  x.  Eine 
Membran  kann  etwa  begrenzt  werden  durch  eine  Parabel  der 
einen  und  eine  der  zweiten  Art,  m  =  Kq,  t;  =  Vo  (oder  auch 
durch  drei  und  vier  Parabeln). 
Aus  (ij  ergiebt  sich 

dx^  -f  dy^  =  (w2  -f  V«)  (du^  -f  dv^), 

und  hieraus  erhält  man,  wie  bei  den  Ellipsen: 
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also  die  transformirte  Gleichung  §.  98  (2): 

Setzt  man  wieder 

(5)  W  =  ÜV 

und  nimmt  ü  nur  von  u,  V  nur  von  t;  abhängig  an,  so  erhält 
man  die  beiden  Gleichungen: 

worin  X  eine  Gonstante  ist. 

In  den  beiden  zuletzt  betrachteten  Fällen  sind  die  bei  ein- 
fachen Schwingungen  auftretenden  Knotenlinien  confocale  Para- 
beln, deren  Parameter  man  aus  den  transcendenten  Gleichungen 
[7=0,  F  =  0  erhält. 


§.  109. 

Integration  der  Differentialgleichung  für  parabolische 

Begrenzung. 

Wenn  man  in  der  Differentialgleichung,  auf  die  wir  das 
Problem  für  den  Fall  parabolischer  Begrenzung  zurückgeführt 
haben: 

(1)  ^_|_(Äs„.  +  i)Cr=0 

für  u^  eine  neue  Variable  einführen,  so  kommen  wir  auf  eine 
Differentialgleichung,  deren  Coefficienten  lineare  Functionen  der 
Variablen  sind,  und  die  sich  also  nach  §.  3  durch  hyper- 
geometrische Reihen  integriren  lässt.  Diese  Beihen  stellen  sich 
in  imaginärer  Form  dar.  In  reelle  Form  lassen  sich  die  be- 
stimmten Integrale  bringen,  durch  die  man  die  Function  ü 
darstellen  kann. 

Wir  machen  zunächst  in  (1)  die  Substitution  [§.  3  (8)]: 
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(2)  U  =  c"."-  X, 

u  \aM  / 


=  c'^'»-  [f^+  2»*«  ^  4-  (»•*  -  *««')X] 


d«» 
wodurch  (1)  in  die  Form  übergeht: 

(3)  1^  +  2i*«^  +  (A  +  .Ä)X  =  0. 

Wenn  man  nun  für  u^  eine  Variable  x  einfahrt,  indem  man 

(4)  ^ilcu^=zx 
setzt,  80  ergiebt  sich  aus  (3): 

^^,  d^X    .    /l  \dX        n        %k\^       ^ 

und  dies  ist  genau  die  Form  der  Gleichung  §.  6  (3),  wenn  man 

dort 

_1  /i_i_!A 

^~2'        '^■"4        4Ä 

setzt.    Die  Integrale  sind  also  [§.  6  (5),  §.  7,  I,] 

X,  =  ViLimF(i,   |-||,    |,    Ao:), 

oder  wenn  man  nach  §.  13  (3)  zu  der  Darstellung  durch 
bestimmte  Integrale  übergeht  und  einen  constanten  Factor  weg- 
lässt: 

r    1  1  -  — 

Xi=     Lim  |si^-'(l  —  s)4-'^^-^    ^^  {l  —  hsxyids, 

0 

XarrrV^Limfs^-'  (1  _  s)' -* /'-J—V ^  (1  __  Ä sa?)"  Ws, 

0 

und  hierin  lässt  sich  der  Grenzübergang  unter  dem  Integral- 
zeichen ausführen.     Man  erhält  so: 


X,  =       j  s\-'  (1  -  s)"'  {-^-^^   ''  e"ds, 
X,  =  V^J  si -'  (1  —  s)J-»  ^j-£— j^  e«  d«,- 
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und  folglich  nach  (2)  und  (4)  die  beiden  Integrale  der  Diffe- 
rentialgleichung (1) 

1 
ITj  =     isi-'  (1  —  s)r-'  c-'[*"'(— f)  +  4¥"«i^J  ds 

(8) 

£7,  =  «  j  sJ-'  (1  —  s)'—*  c-'[*"'(— D  +  A  "*i^]  ds. 

0 

Man  siebt  leicht  durch  die  Substitution  s  =  1  —  5i ,    dass 

diese  Ausdrücke  für  f/j,  ü^  ungeändert  bleiben,  wenn  i  mit  — i 

vertauscht  wird,    und  so  findet  man   die  Integrale  von  (1)  in 

reeller  Form 
1 

ü,  =      js7-*  (1  -  S)r-'C08[Ä««  (5-  i)  +^log  j-!-^]d5 

(9) 


1 


Ü2  =  u\s^     ^{l  —  s)T    ^cosTÄMaU— ^j  +  jjlogY^Us. 


Vierzehnter  Abschnitt. 

Allgemeine  Theorie  der  DifiRdrentialgleloliung  der 

sohwingenden  Membran. 


§.  HO. 
Gleichgewichtslage  einer  Membran. 

Wir  haben  im  vorigen  Abschnitt  die  Theorie  der  Schwin- 
gungen einer  Membran  auf  die  Integration  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung 

(1)  z/u  +  h^u  =  0 

zurückgeführt,  mit  der  Nebenbedingung,  dass  W  am  Rande  einer 
gegebenen  Fläche  S  in  der  a;y-Ebene  verschwinden  soll.  Es  be- 
deutet hierin  ^  die  Operation 

und  u  kann  aufgefasst  werden  als  die  Ordinate  einer  krummen 
Oberfläche,  die  sich  über  der  Fläche  S  erhebt.  Wir  betrachten 
nur  solche  Lösungen  der  Difl^erentialgleichung  (1),  bei  der  t«  und 
seine  ersten  Difierentialquotienten  endliche  und  stetige  Functionen 
von  x^  y  sind. 

Wir  haben  die  Voraussetzung  gemacht,  dass  die  Verschie- 
bungen der  Membran  immer  nur  unendlich  klein  seien.  Dieser 
Voraussetzung  wollen  wir  dadurch  Rechnung  tragen,  dass  wir 
uns  u  mit  einem  unendlich  kleinen  constanten  Factor  behaftet 
denken.  Es  sind  dann  von  selbst  schon  die  Differentialquotienten 
dieser  Verschiebungen   gleichfalls  unendlich  klein.     Ob  wir  uns 


§.  HO.  Gleichgewichtslage  einer  Membran.  271 

u  selbst  unendlich  klein  oder  ins  Endliche  vergrössert  denken, 
ist  dann  gleichgültig. 

Wir  können  auch  den  Fall  betrachten,  dass  u  am  Rande 
von  S  nicht  gleich  Null  ist,  sondern  vorgeschriebene  Werthe  hat 
Es  würde  dann  die  Membran  nicht  durch  eine  ebene  Gurre,  son- 
dern durch  eine  Raumcurve,  die  aber  von  der  Ebene  nur  un- 
endlich wenig  abweicht,  begrenzt  sein. 

Die  Gleichgewichtslage  der  Membran  wird  dann 
durch  die  Differentialgleichung 

(3)  z/m  =  0 

und  durch  die  Grenzbedingung,  dass  u  am  Rande  vorgeschriebene 
Werthe  haben  soll,  bestimmt  Wir  wollen  zunächst  die  Eigen- 
schaften der  Lösungen  dieser  letzten  Gleichung  etwas  näher 
betrachten,  um  den  charakteristischen  Unterschied  dieser  und 
der  Gleichung  (1)  deutlich  hervortreten  zu  lassen. 

Die  Differentialgleichung  Ju  =  0  haben  wir  in  §.  136  des 
ersten  Bandes  schon  betrachtet,  wo  sie  zur  Bestimmung  des 
logarithmischen  Potentials  diente.  Dort  handelt  es  sich  um  die 
Integration  für  das  Gebiet  ausserhalb  eines  gegebenen  Flächen- 
stücks, wobei  noch  eine  Bedingung  fürs  Unendliche  hinzukam. 
Hier  betrachten  wir  immer  nur  ein  endliches  Flächenstück  S^  auf 
dessen  Grenze  s  die  Function  u  gegeben  ist,  von  der  wir  ausser- 
dem voraussetzen,  dass  sie  nebst  ihren  ersten  Ableitungen  end- 
lich und  stetig  ist  Dies  schliesst  die  Voraussetzung 
ein,  dass  auch  die  vorgeschriebenen  Randwerthe  längs 
des  ganzen  Randes  endlich  und  stetig  sind  und  über- 
all eine  endliche  Derivirte  haben. 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir  auch  hier  eine  Function  w, 
die  in  einem  Gebiete  S  der  Differentialgleichung  z/  ti  =  0  ge- 
nügt und  mit  ihren  ersten  Ableitungen  endlich  und  stetig  ist, 
ein   logarithmisches  Potential  (für  das  Gebiet  S)  nennen. 

Das  Mittel  der  Untersuchung  dieser  Functionen  bildet  der 
Gauss' sehe  Integralsatz  [Bd.  1,  §.  39  (8)]: 

IG?  -^?y)^^=~l  t^''««(»^)  +  yco8(nt/)] ds, 
aus  dem  man,  wenn  man 

X  =  w  TT-,     Y  =  w  -— 

dx  öy 
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setzt,  die  Formel  ableitet: 

worin  w  und  u  irgend  zwei  im  Inneren  von  S  stetige  Functionen 
sind,  df,  d  s  die  Elemente  der  Fläche  und  des  Randes  von  S  und 
n  die  nach  innen  gerichtete  Normale  bedeutet. 

Wenn  wir  uns  die  Aufgabe  stellen,  unter  allen  Functionen  u 
mit  denselben  Randwerthen  die  zu  bestimmen,  für  die  das  In- 
tegral 

«      -<»)=i[(S)'+ai^^ 

den  kleinst  möglichen  Werth  hat,  so  verfahren  wir  nach  den 
Vorschriften  der  Variationsrechnung  9- 

Man  ersetzt  u  in  <^  durch  u  -{-  sw^  worin  £  eine  Constante, 
w  eine  stetige  Function  mit  den  Randwerthen  Null  bedeutet  und 
ordnet  Sl(u  -{-  sw)  nach  Potenzen  von  s: 

(6)  Ä(u  +  sw)  = 

und  wenn  nun  Sl(u)  ein  Minimum  sein  Soll,  so  muss  der  Coefli- 
cient  der  ersten  Potenz  von  «,  den  wir  die  erste  Variation 
von  Sl(u)  nennen,  verschwinden,  weil  sonst,  wenn  £  hinlänglich 
klein  und  mit  geeignetem  Vorzeichen  gewählt  wird, 

Sl(u  -\-  6w\<:  Sl(u) 
wäre. 

Es  ist  also  für  die  Function  u,  die  Sl  zum  Minimum  macht, 
und  für  ein  beliebiges  am  Rande  verschwindendes  w: 

und  folglich  nach  (4) 

(8)  [  wJudf=  0, 

woraus  folgt,  dass  ^m  =  0  ist. 


M  Wir  verweisen  hier  auf  das  Lehrbuch   der  VariationsreohnuDg  Ton 
A.  Kneser,  Braunschweig  1900. 
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Das  Integral  Sl(u)  hat  folgende  Bedeutung: 
Wenn  u  die  Ordinate  einer  über  S  ausgespannten  krummen 
Oberfläche  ist,  so  ist  der  Flächeninhalt  dieser  Oberfläche 


und  wenn  wir  beachten,  dass  du/dx^  du/dy  unendlich  klein  sind, 
80  ergiebt  sich,  wenn  mit  Fq  der  Flächeninhalt  des  ebenen 
Stückes  8  bezeichnet  wird,  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern 
höherer  Ordnung: 

(9).  F=F,  +  \Sliu). 

Wir  können  also  den  Satz  aussprechen: 

I.  Eine  ursprünglich  ebene,  am  Rande  gleich- 
förmig gespannte  Membran  nimmt  innerhalb 
einer  von  der  Ebene  unendlich  wenig  abweichen- 
den Randcurve  eine  solche  Gestalt  an,  dass  der 
Flächeninhalt  so  klein  wie  möglich  wird^). 


§.  111. 
Der  Green'sche  Satz  für   das  logarithmische  Potential. 

Wenn  z/m  =  0  ist,  so  ergiebt  sich  aus  §.   110  (4)  für  ein 
beliebiges  w: 


^)  Aus  der  Existenz  eines  Minimums  wollten  Gauss,  W.  Thomson, 
Dirichlet  und  Kiemann  auf  die  Möglichkeit  der  Lösung  derGleichung 
Ju=zO  bei  beliebig  vorgeschriebenen  Randwerthen  schliessen.  Riemann 
hat  für  diese  SchlusBweise  den  Namen  „Dirichlet^sches  Princip*^  eingeführt. 
Dagegen  ist  mit  Recht  eingewendet  worden,  dass  für  das  Integral  i2(u),  das 
nur  positive  Werthe  annehmen  kann,  zwar  die  Existenz  einer  unteren  Grenze, 
aber  nicht  die  eines  Minimums  evident  ist  (Riemann's  Doctor-Dissertation, 
Art.  16  und  „Theorie  der  Abel'schen  Functionen",  mathematische  Werke, 
3.  Aufl.,  S.  30,  S.  96).  Dass  Riemann  diese  Schwierigkeit  wohl  empfunden 
hat,  ergiebt  sich  aus  dem  Art.  17  der  Doctor-Dissertation,  wo  er  dem  Be- 
denken theilweise,  aber  nicht  vollständig  begegnet  (vergl.  auch  Anmerk.  6 
zu  der  Dissertation,  Werke  S.  47).  Die  Darstellung  der  eingehenden  Unter- 
suchungen, die  von  Schwarz,  C.  Neu  mann  und  Anderen  zu  dem  Zwecke 
angestellt  sind,  das  Dirichlet'sche  Princip  durch  strenge  Beweise  zu  er- 
setzen, liegt  nicht  in  dem  Plane  dieses  Werkes  (vergl.  die  Artikel  „Po- 
tentialtheorie*' und  „Randwert h -Aufgaben"  in  Bd.  II  der  Encyklopädie  der 
mathematischen  Wissenschaften). 

Biemann-Weber,   Partielle  DifferentUlgleiohungen.    II.  |g 
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und  wenn  wir  w  =  u  annehmen: 

Daraus  schliessen  wir,  dass,  wenn  u  am  Rande  verschwindet, 
es  in  der  ganzen  Fläche  S  verschwinden  muss.  Denn  es  folgt 
in  diesem  Falle  aus  (2),  dass  Sl(u)  =  0  sein  muss.  Da  die  Ele- 
mente des  Flächenintegrals  aber  niemals  negativ  sein  können, 
so  muss 

also  u  constant  und  wegen  der  verschwindenden  Randwerthe  =  0 
sein. 

Sind  Ui,  Us  zwei  Lösungen  von  ^u  =  0  mit  denselben 
Randwerthen,  so  ist  u  =  Ui  —  Wj  eine  Lösung  mit  verschwin- 
denden Randwerthen,  also  identisch  0  und  folglich  u^  =  u,.  Da- 
mit ist  bewiesen: 

IL  Ein  logaritbmisches  Potential  u  ist  durch  die 
Randwerthe  innerhalb  S  eindeutig  bestimmt, 
und  wenn  die  Randwerthe  Null  sind,  identisch 
gleich  Null. 

Aus  §.  110  (4)  ergiebt  sich,  wenn  man  u  mit  w  vertauscht 
und  dann  beide  Formeln  subtrahirt: 

(3)  j  {IV  Ju  -  uJw)df  =^  j(w'^-u^^  ds, 

und  wenn  also  sowohl  ^u  als  z/tc;  verschwinden: 

Wenn  nun  r  die  Entfernung  eines  variablen  Punktes  q  von 
einem  festen  Punkt  p  ist,  also  wenn  x,  y  und  a,  b  die  Coordi- 
naten  von  q  und  p  sind: 

so  genügt  w  =  logr  der  Bedingung  dw  =  0,  und  wir  erhalten, 
wenn  der  Punkt  p  ausserhalb  S  liegt,  aus  (4): 
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Liegt  aber  p  innerhalb  S,  so  wird  logr  in  dem  Punkt  j?  unend- 
lich, und  um  die  Formeln  (3),  (4)  anwenden  zu  können,  müssen  wir 
p  durch  eine  Hülle  von  dem  Gebiet  S  ausschliessen.  Diese 
Hülle  wählen  wir  kreisförmig  mit  dem  Mittelpunkt  p  und  dem 
Radius  q  und  erhalten  aus  (4): 

0 

woraus  sich,  wenn  q  unendlich  klein  wird,  und  mit  Up  der  Werth 
von  M  in  dem  Punkt  p  bezeichnet  wird,  ergiebt: 

/fi\  1    fA         8^  8logr\    , 

worin  n  die  nach  innen  gerichtete  Normale  bedeutet. 

Die  entsprechende  Formel  für  drei  Variable  haben  wir  in 
§.  96  des  ersten  Bandes  besprochen,  und  zur  Ableitung  des 
Green'schen  Satzes  verwandt.  Wir  bezeichnen  die  Formel  (6) 
auqh  hier  als  den  Green'schen  Satz.  Er  giebt  einen  Ausdruck 
für  die  Function  u  für  einen  beliebigen  Punkt  im  Inneren  von 
S,  wenn  die  Werthe  von  u  und  du/dn  am  Rande  bekannt  sind. 

Da  nun,  wenn  p  ein  innerer  Punkt  ist,  die  in  (6)  unter  dem 
Integralzeichen  stehende  Function  und  ihre  nach  a  und  b  ge- 
nommenen Derivirten  beliebiger  Ordnung  in  dem  Integrations- 
intervall durchaus  endlich  bleiben,  so  schliessen  wir  aus  (6),  wenn 
wir  eine  Function  mit  endlichen  und  stetigen  Derivirten  beliebig 
hoher  Ordnung  eine  analytische  Function  nennen: 

HL  Ein  logarithmisches  Potential  ist  in  seinem  Ge- 
biete S  eine  analytische  Function^). 


^)  Pringsheim  hat  gezeigt  (Mathem.  Annalen  Band  44),  dass  die 
Existenz  von  endlichen  und  stetigen  Differentialquotienten  jeder  Ordnung 
nicht  genüget,  um  die  Entwickelbarkeit  einer  Function  nach  dem  Taylor'- 
schen  Lehrsatze  zu  gewährleisten.  Wenn  man  also,  wie  es  sonst  gebräuch- 
lich ist,  unter  einer  analytischen  Function  der  beiden  Variablen  a,  b 
oder  des  Punktes  p  eine  Function  versteht,  die  in  eiuer  endlichen  Um- 
gebung eines  jeden  Punktes  Pq  im  Inneren  eines  Gebietes  S  durch  die 
Taylor'sche  Reihe  darstellbar  ist,  so  wird  der  Satz  III  erst  dadurch  be- 
gründet, dass  die  Functionen  logr,  ^logr/^n  in  diesem  Sinne  analytische 
Functionen  in  dem  Gebiete  S  sind,  und  dass  die  Potenzreihen  für  diese 
Functionen  gleichmässig  convergent  bleiben,  so  lange  der  Punkt  q  mit  den 
Coordinaten  x,  y  die  Peripherie  von  S  durchläuft,  so  dass  die  Integration 
(6)  auch  an  den  Potenzreihen  ausgeführt  werden  kann. 

18* 
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Wenn  wir  in  der  Formel  (1)  u;  =  1  setzen,  so  ergiebt  sich 

und  wenn  wir  daher  die  Formel  (6)  auf  ein  Gebiet  anwenden, 
das  von  einem  um  p  beschriebenen  Kreis  vom  Radius  r  begrenzt 
ist,  so  ist  logr  constant,  8logr/8n  =  — 1/r,  ds  =  rdd'  zu 
setzen,  und  es  folgt 

irr 

(8)  «,  =  i-j«d<^, 

0 

also: 

IV.  Der  Werth  Up  des  logarithmischen  Potentials 
u  in  einem  beliebigen  Punkt  p  ist  gleich  dem 
arithmetischen  Mittel  aller  auf  einer  um  p  be- 
schriebenen Kreislinie  stattfindenden  Werthe. 

Hieraus  ergeben  sich  verschiedene  Folgerungen: 

V.  Das  logarithmische  Potential  u  kann  in  keinem 
Punkt  innerhalb  S  einen  Maximum-  oder  Mi- 
nimumwerth  c  haben. 

Denn  wäre  ein  solcher  vorhanden,  so  könnte  man  um  ihn 
eine  Kreisperipherie  beschreiben,  auf  der  u  überall  kleiner  oder 
überall  grösser  als  c  wäre,  im  Widerspruch  mit  dem  Satze  IV. 
Und  ebenso  schliesst  man: 

VI.  Ein  logarithmisches  Potential  kann  nicht  in 
einem  endlichen  Flächenstück  constant  sein, 
wenn  es  nicht  überall  constant  ist 

Denn  nehmen  wir  das  Gegentheil  an,  und  wählen  für  p  einen 
Punkt  an  der  Grenze  dieses  Gebietes,  so  können  wir  um  ihn 
eine  Kreisperipherie  legen,  auf  der  u  theils  gleich  c  und  theils 
nur  kleiner  oder  nur  grösser  als  c  ist,  was  gleichfalls  dem 
Satz  IV.  widerspricht.     Endlich: 

VII.   Eine   Linie   innerhalb   S,    in    der  u  einen    con- 

stanten  Werth   c  hat,  scheidet  Flächentheile, 

in   denen   u   kleiner   als   c  ist,   von   solchen,  in 

denen  u  grösser  als  c  ist. 

Denn  wäre  in  der  Nähe  irgend  eines  Punktes  p  einer  solchen 

Linie  u  zu  beiden  Seiten  kleiner  als  c,  so  könnte  man  wieder  um 

p  eine  Kreislinie  legen,  auf  der  u  nirgends  grösser,  wohl  aber 

kleiner  als  c  wird,  während  doch  Up  =  c  ist    Also  erhält  man 
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den  gleichen  Widerspruch.     Ebenso,   wenn  u  zu    beiden  Seiten 
grösser  als  c  wäre. 

Endlich  fügen  wir  noch  hinzu: 

VIII.  Die  Gleichgewichtsfläche  der  gespannten  Mem- 
bran hat,  wenn  sie  nicht  eben  ist,  überall  eine 
sattelförmige  Krümmung. 

Denn  dasProduct  der  beiden Hauptkt-ümmungen  (das  Gauss'- 
sehe  Krümmungsmaass)  ist  nach  einer  bekannten  Formel: 


1     _    dx^  d  y^ 


), 


und  wegen  ^Ju  =  0  haben 


- — -     und      -  - 
immer  entgegengesetzte  Zeichen. 

§.  112. 
Die  Gleichung  der  schwingenden  Membran. 

In  mehrfacher  Hinsicht  anders  wie  die  Differentialgleichung 
^u  =  0  verhält  sich  die  Differentialgleichung  der  schwingen- 
genden Membran 

(1)  z/n  4- fc2M  =  02). 

Ein  wesentlicher  Unterschied  stellt  sich  schon  bei  folgender 
Betrachtung  heraus: 

Wenn  wir  in  der  Formel  §.  110  (4)  iv  =  u  setzen,  und  an- 
nehmen, dass  u  der  Gleichung  (1)  genüge,  so  ergiebt  sich,  wenn  u 


*)  Gauss,  Disquisitiones  generales   circa  superficies  curyas,   Werke, 

Bd.  4,  S.  230  (auch  in  Ostwald's  Classikern). 

*)  Man  vergleiche  über  diese  Differentialgleichung: 

H.  Weber,   Ueber  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  etc. 
Mathematische  Annalen,  Bd.  I  (1868). 

Pookels,  Ueber  die  partielle  Differentialgleichung  Ju  -|-  ä;*m  =  0  (Leip- 
zig 1891). 

Poincare,    Sur  les   equations   de  la   physique  mathematique,  Rcndiconti 
dehCircolo  matematico  di  Palermo  1894. 
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mit  seinen  ersten  Differentialquotienten  stetig  ist,  was  wir  jetzt 
immer  stillschweigend  voraussetzen  wollen: 

«  K©'+(li)■--»•]^/=-l•^^^ 

Wäre  nun  k^  negativ,  so  würde  man  daraus  wie  beim  loga- 
rithmischen Potential  schliessen  können,  dass  u  identisch  gleich 
Null  sein  müsste,  wenn  Ss  am  Rande  gleich  Null  ist,  und  dass 
also  überhaupt  die  Lösung  von  (1)  durch  gegebene  Randwerthe 
eindeutig  bestimmt  ist. 

Bei  positiven  Werthen  von  k^  ist  dieser  Schluss  aber  nicht 
mehr  gestattet,  und  in  der  That  sind  gerade  solche  Lösungen  von 
(1),  die  am  Rande  verschwinden,  wie  wir  gesehen  haben,  bei  der 
Theorie  der  Schwingungen  der  am  Rande  eingeklemmten  Membran 
von  Bedeutung.  Es  hat  sich  in  den  früher  behandelten  Bei- 
spielen gezeigt,  dass  es  bei  gegebenen  Flächen  S  Lösungen  u  mit 
verschwindenden  Randwerthen  für  unendlich  viele,  aber  nur  discrete 
Werthe  von  k^  giebt,  und  man  sieht  leicht,  wenn  es  für  ein  be- 
stimmtes k^  eine  Lösung  %  mit  vorgeschriebenen  Randwerthen 
und  eine  u,  mit  verschwindenden  Randwerthen  giebt,  dass  es 
dann  unendlich  viele  solcher  Functionen  u  mit  den  gleichen  Rand- 
werthen geben  muss,  nämlich,  wenn  k  eine  Constante  ist: 

Wenn  es  umgekehrt  für  dasselbe  k^  zwei  Lösungen  m,  «j 
von  (1)  mit  denselben  Randwerthen  giebt,  so  ist  ihre  Differenz 
Ua  =  M  —  Ui  eine  Lösung  mit  verschwindenden  Randwerthen. 

§.  113. 
Analogen  des  Green'schen  Satzes. 

Ebenso,  wie  wir  für  die  Untersuchung  der  DiflFerential- 
gleichung  des  logarithmischen  Potentiales  eine  particulare  Lösung 
logr  benutzt  haben,  so  wenden  wir  auch  hier  eine  particulare 
Lösung  der  Differentialgleichung  (1)  an.  Nehmen  wir  wie  früher 
einen  festen  Punkt  p  und  einen  variablen  Punkt  g,  deren  Ent- 
fernung  

r  =  V  (a;  —  ay  +  (t/  —  b)^ 

ist,  und   führen   um  p  Polarcoordinaten  r,  -9"  in  der  Ebene  ein, 
so  erhalten  wir  aus  §.  112  (1)  [vergl.  §.  104  (1)]: 
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8r — 

Wir  suchen  particulare  Integrale  u;,  die  von  d'  unabhängig 
sind,  die  also  der  Differentialgleichung: 

r      ar 
oder,  was  dasselbe  ist: 
^2^  d^w        1  dw        .       _ 

genügen.  Dies' ist  aber  die  Differentialgleichung  für  die  BesseT- 
schen  Functionen  O**'  Ordnung,  und  ihre  particularen  Lösungen 
sind  die  beiden  Functionen  Bd.  I,  §.  73: 

(3)  J{hr),       K(kr). 

Die  erste  von  diesen  Functionen  ist  für  alle  endlichen  Werthe 
von  r  endlich  und  stetig,  und  erhält  für  r=  0  den  Wertb,!, 
die  zweite  wird  unendlich  für  r  =  0,  und  zwar  so,  dass 

2 

(4)  K(kr)  = logfcr  -|-  funct.  cont. 

[Bd.  I,  §.  73  (6),  §.  74  (14)]. 

Wenn  wir  in  der  Formel  §.  111  (3): 

(.5)  ^(wJu:—uJw)df=—^(w:^  —  n  g^j  ds 

für  u  und  w  zwei  Lösungen  der  Differentialgleichung  §.  112  (1), 
die  innerhalb  S  stetig  sind,  einsetzen,  so  ergiebt  sich: 

und  folglich: 

und  wenn  p  ausserhalb  S  liegt,  so  ist  auch 

Wenn  aber  p  innerhalb  S  liegt,  so  erhält  man  wie  oben 
§.111  mit  Rücksicht  auf  (4) 
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und  hieraus  kann  man  wie  in  §.  111  schliessen: 

L  Eine  Lösung  der  Gleichung  /lu-\-'k^u  =  0,  die 
innerhalb  S  mit  ihren  ersten  Derivirten  end- 
lich und  stetig  ist,  ist  eine  analytische  Function. 

Dieser  Satz  ist  noch  in  Uebereinstimmung  mit  dem  Satze  III. 
für  das  logarithmische  Potential. 

An  Stelle  der  Function  K(kr)  können  wir  nach  (6)  auch 
andere  Functionen  setzen.  Wenn  wir  nämlich  unter  v  eine  be- 
liebige analytische  Lösung  von  ^  i;  -j-  fc*  v  =  0  verstehen ,  wie 
wir  sie  uns  leicht  in  beliebiger  Menge  durch  trigonometrische 
oder  Bessel'sche  Functionen  herstellen  können,  und  dann 

(10)  k  =  Kijtr)  +  t; 

setzen,  so  ergiebt  sich  aus  (9): 

und  über  ein  Gebiet,  das  den  Punkt  p  nicht  enthält : 

(12)  o  =  -lf(A?il-«|i)ds. 

^    ^  ^  ]\    cn  dnj 

Zum  Beweis  der  Formel  (11)  ist  es  aber  nicht  nöthig,  die 
Stetigkeit  der  Diflferentialquotienten  von  u  vorauszusetzen.  Das 
Wesentlich^  dabei  ist  nur,  dass  die  Gleichung  (12)  für  jeden 
Theil  von  S,  der  den  Punkt  p  nicht  enthält,  befriedigt  ist. 

Lassen  wir  also  die  Stetigkeit  der  Derivirten  von  u  in  ein- 
zelnen Punkten  oder  Linien  dahingestellt,  und  zerlegen  S  in  zwei 
Bestandtheile  S'  und  S",  so  dass  diese  Unstetigkeitsstellen  alle  in 
S"  enthalten  sind,  so  wird  die  Formel  (11)  und  damit  der  Satz  L 
für  S'  richtig  sein,  wenn  nur  das  über  die  Begrenzung  6  von  S" 
erstreckte  Integral 

ist,  worin  wir  unter  v  die  ins  Innere  von  S"  gerichtete  Normale 
an  6  verstehen  wollen.  Da  wir  S"  auf  Linien  und  Punkte  zu- 
sammenziehen können,  und  die  Function  u  selbst  als  stetig  vor- 
ausgesetzt ist,  so  gilt  die  Formel  (11)  für  jede  Lage  des  Punktes 
p  innerhalb  S.     Wir  können  also  den  Satz  I.  so  ergänzen: 


§.  lU.  Der  Mittelwerthsatz.  281 

IL  Ist  V  =  k  —  KQcr)  eine  überall  endliche  analy- 
tische Lösung  der  Gleichung  Jv  -\-  h^v  =  0,  und 
u  eine  stetige  Lösung  derselben  Gleichung,  deren 
Derivirte  höchstens  in  einzelnen  Punkten  oder 
Linien  unstetig  werden,  jedoch  so,  dass  die 
Gleichung  (13)  über  jede  die  etwaigen  ünstetig- 
keiten  einschliessende  Hülle  6  erstreckt,  be- 
friedigt ist,  so  ist  u  in  dem  ganzen  Gebiete  8 
eine  analytische  Function. 

Da  man  in  die  Function  X  eine  beliebige  endliche  Anzahl 
linear  vorkompiender  willkürlicher  Gonstanten  aufnehmen  kann, 
so  können  wir  dieser  Function  noch  weitere  Bedingungen  vor- 
schreiben, z.  B.,  dass  sie  in  gewissen  gegebenen  Punkten  =  0 
werden  soll. 


§.  114. 
Der  Mittelwerthsatz. 

Eine  andere  Gestalt  nimmt  hier  der  Mittelwerthsatz  an,  den 
wir  in  §.  111,  IV.  für  das  logarithmische  Potential  ausgesprochen 
haben. 

Wir  wenden  die  Formeln  (8)  und  (9)  des  vorigen  Paragraphen 
auf  ein  um  p  als  Mittelpunkt  beschriebenes  kreisförmiges  Gebiet 
vom  Radius  r  an,  und  erhalten,  wenn  wir  die  Ableitungen  der 
BesseTschen  Functionen  J(x)  und  K(x)  mit  J'{x)y  K'{x)  be- 
zeichnen, da  hier  djdn  =  —  djdr  ist: 

27t  2n 

(1)  ^P  =  j  K{kr)  f  ^  d^  —  ^  Z'(fcr)  iud^, 

0  0 

2rt  %n 

.  0  0 

und  wenn  wir  die  Formel  (1)  auf  die  Function  u  =  J{kr)  an- 
wenden : 

(3)  1  =  ^  [K  (fc  r)  J'  (k  r)  —  J{k  r)  K'  {k  r)\ 

Wenn  wir  daher  (1)  mit  J{kr)^  (2)  mit  —  K(kr)  multi- 
pliciren  und  addiren,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  (3): 
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(4)  «pJ'(fcr)  =  ^  [«dd. 

0 

III.  Das  arithmetische  Mittel  der  Werthe  von  u 
auf  einer  Kreislinie  mit  dem  Radius  r  ist  gleich 
dem  Werthe  von  u  im  Mittelpunkt,  multipli- 
cirt  mit  der  Function  J{kr)  für  die  Kreisperi- 
pherie. 

Dieser  Satz  zeigt,  dass  sich  unsere  Function  u  anders  ver- 
hält, wie  das  logarithmische  Potential. 

Wenn  zunächst  Up  =  0  ist,  so  zeigt  die  Formel  (4),  dass  u 
auf  keiner  um  den  Punkt  p  gelegten  Kreisperipherie  ein  unver- 
änderliches Vorzeichen  haben  kann,  und  dass  also  u  auf  jeder 
solchen  Kreislinie  wenigstens  zweimal  =  0  werden  muss.    Also: 

IV.  Durch  jeden  Punkt,  in  dem  die  Function  u  ver- 
schwindet, geht  eine  Linie,  in  der  m  =  0  ist. 

V.  Eine  Linie,  in  der  w  =  0  ist,  scheidet  Flächen- 
theile,  in  denen  u  positiv  ist,  von  solchen,  in 
denen  u  negativ  ist. 

Es  kann  hier,  anders  wie  beim  logarithmischen  Potential, 
Punkte  und  Linien  geben,  in  denen  u  einen  Maximum-  oder 
einen  Minimumwerth  hat.  Diese  extremen  Werthe  können 
aber  nicht  gleich  Null  sein. 

Die  Gleichung  J(X)  =  0  hat,  wie  wir  in  §.  71,  Bd.  I  gesehen 
haben,  unendlich  viele  Wurzeln,  von  denen  die  kleinste  a  =  2,4048 . . . 
ist.    Wenn  wir  also  r  =  ajh  setzen,  so  folgt  aus  (4) : 

27t 

j 

0 

VI.  Es  muss  also  auf  einer  Kreisperipherie,  deren 
Radius  den  Werth  a/fc  hat,  wo  auch  der  Punkt  f 
liegen  mag,  die  Function  u  ihr  Zeichen  wechseln, 
also  gleich  Null  werden,  vorausgesetzt  natürlich, 
dass  das  Gebiet  S,  in  dem  u  gegeben  ist,  eine 
hinlängliche  Ausdehnung  hat. 

Ist  die  Function  u  in  der  ganzen  unendlichen  Ebene  ge- 
geben, so  folgt  hieraus,  dass  die  Ebene  durch  Null -Linien  in 
Felder  getheilt  ist,  deren  Ausdehnung  wenigstens  in  einer  Rich- 
tung endlich  ist,  in  denen  u  abwechselnd  positiv  und  negativ  ist 
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§.  115. 
Harmonische  Functionen. 

Von  besonderem  Interesse  sind  die  am  Rande  der  Fläche 
S  verschwindenden  Lösungen  der  Differentialgleichung 

(1)  Ju  -i-k^u  =  0 

in  der  Fläche  S,  weil  diese  Functionen  die  einfachen  periodi- 
schen Bewegungen  der  am  Rande  eingeklemmten  Membran 
bestimmen.  Wir  nennen  sie  die  harmonischen  Functionen 
der  Fläche  S.  Sie  treten  nur  für  gewisse  Werthe  der  Con- 
stante  k^  auf,  deren  jeder  eine  einfache  Schwingungsform  be- 
stimmt. Diese  Werthe  der  Coustanten  A;^,  die  in  unendlicher 
Zahl  vorhanden  sind,  müssen  für  eine  gegebene  Form  der  Fläche 
8  bestimmt  werden,  wenn  das  Schwingungsproblem  gelöst  werden 
soll;  es  kann  dies  aber  erst  dann  geschehen,  und  zwar  durch 
Lösung  einer  transcendenten  Gleichung,  wenn  die  particularen 
Lösungen  für  ein  unbestimmtes  k^  bekannt  sind.  Es  kann 
bei  besonderen  Formen  der  Fläche  S  vorkommen,  wie  wir  es  z.  B. 
bei  der  quadratischen  Membran  gesehen  haben,  dass  für  einen 
und  denselben  Werth  von  k^  zwei  oder  mehr  harmonische  Func- 
tionen Ui,  t«3, ...  möglich  sind,  und  zwar  giebt  es  dann  immer  eine 
ganze  Schaar  ai  Wj  -f-  «« <*2  +  *  •  *  ^^^  willkürlichen  Goefficienten 
Ol,  Oj  . . .  Die  Ermittelung  solcher  Fälle  hängt  von  zahlentheoreti- 
schen Fragen  ab,  über  die  uns,  abgesehen  von  dem  einfachsten 
Fall  der  rechteckigen  Fläche,  nichts  bekannt  ist. 

Andererseits  können  für  solche  Werthe  von  fc^,  für  die  eine 
harmonische  Function  ü  der  Fläche  S  existirt,  die  Randwerthe 
einer  Lösung  der  Gleichung  (1)  nicht  beliebig  vorgeschrieben 
sein;  denn  nehmen  wir  in  der  Formel  (6),  §.  113  für  w  eben 
diese  harmonische  Function  [/",  so  ergiebt  sich  für  die  Randwerthe 
von  u  die  Bedingung: 


u  - —  ds  =  0. 
0  n 


Für  die  allgemeine  Theorie  der  harmonischen  Functionen  ist 
die  Zurückführung  auf  eine  Minimums-Aufgabe  von  Werth,  wenn 
auch,  was  die  Beweiskraft  dieser  Betrachtung  betriflFt,  dasselbe 
einzuwenden  ist,  wie  in  Bezug  auf  das  Dirichlet'sche  Princip. 
(§.  110,  Anmerkung.) 
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§.  iie. 

Die  harmonische  Grundfunction. 

Wir  stellen  folgende  Aufgabe: 

I.  Es  wird  unter  allen  in  S  stetigen  am  Rande  von 
S  verschwindenden  Functionen  eine  solche,  u, 
gesucht,  die  unter  der  Bedingung 

(l)  jw2d/=l 

das  Integral 

(^)      ^(.,=|j(ii)-+(if)>/  ■ 

so    klein    als    möglich    macht,    wenn    df    alle 
Flächenelemente  von  S  durchläuft. 
Dass,   wie    in    der    analogen   Aufgabe    des   logarithmischen 
Potentials,  die  Function  w  =  0  sei,  ist  durch  die  Bedingung  (l) 
ausgeschlossen.    Wir  setzen  zur  Abkürzung,  wenn  u,  w  zwei  be- 
liebige Functionen  sind: 

Wir  nehmen  eine  solche  stetige  Function  u  an,  deren  Deri- 
virte  in  einzelnen  Linien  oder  Punkten,  aber  nicht  in  Flächen  un- 
stetig sein  können  und  beweisen  nun  zunächst,  um  die  Bedingungen 
für  die  gesuchte  Function  aufzustellen.  Folgendes: 

1.  Das  Integral  Sl(u)  kann  noch  verkleinert  wer- 
den, wenn  es  eine  am  Rande  verschwindende 
stetige  Function  w  in  S  giebt,  deren  erste  Ab- 
leitungen endlich  sind  und  die  den  Bedingungen 
genügt,  dass 

(4)  {Hwdf=0, 

(5)  Sl  (u,  w)  nicht  =  0. 

Nehmen  wir  nämlich  an,  es  existire  eine  solche  Function  «?i 
so  setzen  wir 
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(7)  Z7=(l  +Ä2a)ti  +  Äu\ 

worin  h  und  a  Constanten  bedeuten. 

Es  verschwindet  hiemach  ü  am  Rande,  und  es  ist  nach  (4): 

und  wenn  also  sowohl  ü  als  n  der  Bedingung  (1)  genügen  sollen, 

so  muss 

1  4-  Ä^a  =  yi  —h^m 

sein.  Hieraus  soll  die  Constante  a  als  Function  der  Constanten  h 
bestimmt  werden;  a  wird  reell,  wenn  h  hinlänglich  klein  ist,  und 
wenn  die  Quadratwurzel  positiv  genommen  wird,  so  ist  a  =  —  1 1» 
für  A  =  0,  bleibt  also  endlich. 

Ist  a  so  bestimmt,  so  genügt  ü  der  Bedingung  (1).    Es  ist 
aber 

Ä(Z7)  =  (1  +  h^aySl{u)  +  2Ä(1  +  Ä8a)Ä(ti,  w) -\- h^ Sl (w), 

und  hierfür  kann  man  auch  setzen: 

(8)  Sl{ü)  =  £l{u)  +  2Äß(M,  w)  +  Ä»©, 

indem  man  alle  Terme,  die  mit  h^  und  höheren  Potenzen  von  h 
multiplicirt  sind,  in  h^0  zusammen fasst. 

Da  nun  0  und  Sl{u^  w)  endlich  sind,  so  kann  man,  wenn 
Sl  (Uj  w)  nicht  verschwindet,  h  so  klein  annehmen,  dass 
2  Ä  (w,  m;)  -|-  Ä  ©  im  Vorzeichen  mit  Sl  (w,  w)  übereinstimmt,  und 
wenn  man  dann  dem  h  das  entgegengesetzte  Zeichen  giebt,  so 
wird  Sl{ü)  —  Sl(u)  negativ,  also 

w.  z.  b.  w. 

Hiernach  muss  also,  wenn  Sl(u)  der  gesuchte  Minimumwerth 
ist,  für  jedes  der  Bedingung  (4)  genügende,  am  Rande  ver- 
schwindende to 

(9)  Sl  (u,  w)  =  0 

sein.    Wir  fuhren  jetzt  an  Stelle  von  w  eine  neue  Function  iy 

ein,  indem  wir 

IV  =  rj  —  flu 

setzen,  und  die  Constante  (i  so  bestimmen,  dass  die  Bedingung 
(4)  identisch  befriedigt  wird,  nämlich  [wegen  (1)]: 

(10)  ii  =  {iir)df. 
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Die  Function  17  ist  dann  an  keine  weitere  Bedingung  ge- 
bunden, als  dass  sie  innerhalb  S  stetig  und  am  Rande  von  S 
gleich  Null  sein  soll. 

Wenn  wir  diesen  Ausdruck  von  w  in  (9)  substituiren ,  so 
folgt 

(11)  Ä(w,  ti)  —  (i£l(u)  =  0, 

und  wenn  wir  also 

(12)  Sl(u)  =  Ä» 

setzen,  also  mit  k^  den  gesuchten  Minimumwerth  selbst, 
also  eine  Gonstante  bezeichnen,  so  erhalten  wir  aus  (11),  wenn 
wir  für  ft  den  Werth  (10)  einsetzen: 

(13)  Sl(u,  ri)  —  fca  iuridf  =  0. 

Wir  zerlegen  jetzt  die  Fläche  S  in  zwei  Theile  S'  -\-  8'\  die 
an  einer  Gurve  6  zusammenstossen.    Diese  Grenzcurve  6  wählen 

Fiff  46  ^^^  ^^'   ^^®®   *^^®  ®^^^    vorhandenen  ün- 

stetigkeiten  der  Derivirten  von  u  innerhalb 
iS"  liegen,  dass  die  Grenzcurve  6  höchstens 
in  einzelnen  Punkten  a,  /3,  ...  mit  der 
Grenze  s  von  S  zusammenfällt  und  dass  an 
<J  die  Derivirten  von  u  stetig  sind. 

Die  Function  17  muss  stetig  und  an  der 
Grenze  s  gleich  Null  sein.     Wir  wählen  sie 
so,  dass  ihre   Derivirten  in  S"  stetig  sind, 
lassen  sie  aber  sonst  unbestimmt 
Das  Flächenintegral 

0/       \         ( /du  drj    ,    du  drj\  ^j. 

zerfällt  dann  in  zwei  Theile  Sl'  (m,  iy),  iß"  (u,  ij),  in  denen  df  die 
Elemente  df,  df  von  S'  und  S"  durchläuft  Verstehen  wir 
noch  unter  v  die  ins  Innere  von  S"  gerichtete  Normale 
an  <J,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Satz  §.110  (4),  da  die  Ableitungen 
von  u  in  S\  die  von  rj  in  S"  stetig  sind: 

Sl"{u,  v)  =  -\  u^rjdr  -^u^dö, 
und  daraus  durch  Addition  nach  (13): 
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(U)  f  ij(^M  +  Ä;«M)d/'  +  ftt(^ij  +  li*ti)df" 

Nehmen  wir  zunächst  ri  innerhalb  S"  und  an  der  Grenze  6 
gleich  Null  an,  so  ergiebt  sich 


1 


rj(JuJ^k'iu)df  =  0, 


und  da  ij  in  S\  abgesehen  von  dem  Grenzwerth  Null,  willkürlich 
ist,  so  folgt  hieraus 

(15)  z/M  4-fc2u  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  hierdurch  zunächst  nur  für  die  Fläche 
S'  bewiesen.  Da  aber  S'  jeder  Theil  von  S  sein  kann,  mit 
etwaigem  Ausschluss  solcher  Linien  und  Punkte,  in  denen  die 
Ableitungen  von  u  unstetig  sind,  so  ist  die  Gleichung  (15)  in 
der  ganzen  Fläche  S  befriedigt. 

Wir  machen  in  der  Formel  (14)  noch  eine  zweite  Annahme 
über  ij.  Wir  nehmen  einen  willkürlichen  Punkt  p  innerhalb  S' 
an,  und  nehmen  eine  Function  X  wie  im  Satz  §.  113,  II.,  d.  h. 
eine  Lösung  der  Gleichung 

jk  +  hn  =  0, 

die  im  ganzen  Gebiete  jS,  mit  Ausnahme  des  Punktes  p  endlich 
und  stetig  ist,  und  im  Punkt  p  logarithmisch  unendlich  wird. 

Wir  nehmen  yj  =  k  innerhalb  S"  und  setzen  rj  willkürlich, 
jedoch  stetig,  in  das  Gebiet  S'  bis  zum  Rande  s  fort,  so  dass  i} 
am  Rande  s  den  Werth  Null  erhält.  Dies  ist  möglich,  wenn  wir 
A  in  den  etwa  vorhandenen  Berührungspunkten  a,  /J,  . . .  von  s 
und  6  gleich  Null  annehmen,  was  nach  der  Schlussbemerkung  in 
§.  113  gestattet  ist.     Es  ergiebt  sich  dann  aus  (14): 

und  damit,  mit  Rücksicht  auf  §.  113,  II.  der  Satz: 

2.  Die  am  Rande  von  S  verschwindende  stetige 
Function  w,  die  dem  Integral  Sl(u)  unter  der 
Bedingung  (1)  den  kleinsten  Werth  k^  ertheilt, 
ist  eine  analytische  Lösung  der  Differential- 
gleichung 
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Es  ist  also  u  eine  harmonische  Function  der  Fläche  S,  Wir 
nennen  sie  die  harmonische  Grundfunction. 

Aus  2.  ergeben  sich  über  diese  Function  noch  weitere  Folge- 
rungen : 

3.   Die  harmonische  Grundfunction  hat  innerhalb  . 
S  überall  dasselbe  Vorzeichen. 

• 

Wenn  nämlich  die  Function  u  theils  negativ,  theils  positiv 
wäre,  so  müsste  eine  Linie  l  existiren,  an  der  u  =  0  ist,  und 
wir  könnten  eine  Function  m'  bilden,  die  überall,  wo  u  positiv 
ist,  mit  u  übereinstimmt,  und  wo  u  negativ  ist,  =  — u  ist.  Es 
ist  dann 

tt'«d/  =  1,    ä(m')  =  Sl(u)  =  K 


1 


An  der  Linie  {  können  aber  die  Differentialquotienten  von 
u'  nicht  immer  stetig  sein,  weil  u'  zu  beiden  Seiten  von  l  das- 
selbe Zeichen  hat,  was  nach  §.  114,  V.  bei  einer  der  Differential- 
gleichung ^u-\-1c^u  =  0  genügenden  Function  mit  stetigen  Diffe- 
rentialquotienten nicht  möglich  ist.  Es  würde  also  Sl(u')  nach 
dem  Satze  2.  durch  Abänderung  von  u'  noch  verkleinert  werden 
können,  was  der  Voraussetzung  widerspricht,  dass  ä(m)  =  Ä(«') 
der  kleinste  Werth  dieses  Integrals  sei.  Der  harmonischen 
Grundfunction  entspricht  eine  mögliche  Schwingung  der  Mem- 
bran, die  wir  die  Grundschwingung  oder  (in  akustischer 
Anwendung)  den  Grundton  nennen;  Linien,  in  denen  die 
Function  u  gleich  Null  wäre,  würden  bei  dieser  Schwingung 
Knotenlinien  sein.    Wir  haben  also  den  Satz: 

4.  Die  Grundschwingung  hat  keine  Knotenlinien, 
und  ferner: 

5.  Die  harmonische  Grundfunction  kann  in  keinem 
Punkte  im  Inneren  von  S  verschwinden. 

Denn  die  Annahme,  dass  u  in  einem  Punkte  p  gleich  Null 
sei,  widerspricht  nach  4.  dem  Satze  §.  114,  IV.  und  hieraus  folgt: 

6.  Es  giebt  für  ein  gegebenes  Gebiet  S  nur  eine 
harmonische  Grundfunction,  wenn  wir  von  einer 
blossen  Aenderung  des  Vorzeichens  absehen. 

Angenommen,  wir  hätten  zwei  solcher  Functionen  Wj,  u^,  di** 
nicht  in  constantem  Verhältniss  stehen,  die  also  den  Differential- 
gleichungen 

^tti  4-  fc»Ui  =  0,        J  ?<2  +  A'a«2  =  0 
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genügeD.    Wir  bezeichnen  mit  %,  c  Gonstanten  und  setzen 

Dann  kann,  wenn  h  von  Null  verschieden  ist,  u  nicht  identisch 
verschwinden  und  es  ist 

(17)  z/w  +  &ai*  =  0. 

Für  jedes  c  lässt  sich  die  Gonstante  %,  vom  Vorzeichen  ab- 
gesehen, eindeutig  so  bestimmen,  dass 


1 


uad/  =  1 


wird.  Dann  ergiebt  sich  aber  aus  (17)  durch  Multiplication  mit 
f«d/  und  Integration  über  S  nach  §.  110  (4),  wenn  dort  \ß  z=i  vi, 
gesetzt  wird: 

Es  würde  also  u  für  jede  Annahme  über  c  eine  harmonische 
Grundfunction  sein.  Nun  kann  man  aber  c  so  bestimmen,  dass 
u  in  einem  beliebigen  Punkte  von  S  verschwindet,  was  mit  dem 
Satze  5.  im  Widerspruch  steht. 


§•  117. 
Die  höheren  harmonischen  Functionen. 

Nachdem  die  harmonische  Grundfunction  u  der  Fläche  S 
bestimmt  ist,  kommt  man  zu  den  höheren  harmonischen  Func- 
tionen von  S  auf  folgendem  Wege: 

n.  Es  wird  unter  allen  in  B  stetigen  am  Rande 
von  S  verschwindenden  Functionen  eine  solche, 
Ui,  gesucht,  die  unter  den  Bedingungen 

(1)  jt^?d/=l,         juWid/=0 

dem  Integal  *ß(Mi)  einen  kleinsten  Werth  Äi  er- 
theilt. 

Aus  der  zweiten  der  Bedingungen  (1)  ersieht  man  zunächst, 
dass  die  Function  u^  von  der  Function  w  verschieden  sein  muss, 
und  daraus  folgt 

(2)  A;  <  fci. 

Biemann- Weber,   Partielle  Differentialgleichungen.    II.  19 
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Man  zeigt  zunächst,  genau  wie  bei  dem  Beweise  des  Satzes 
1.  im  vorigen  Paragraphen,  dass  die  Function  u^  für  jede  stetige 
Function  w  in  S,  die  den  Gleichungen  genügt: 

(3)  {utvdf=0,         {uiWdf=0, 

die  Bedingung 

(4)  il(ui,w)  =  0 

befriedigen  muss. 

Hierauf  setzt  man 

(5)  10   •=   tj  flu  —  ftj  Ml, 

und  bestimmt  die  Gonstanten  fi,  (i^  so,  dass  die  beiden  Be- 
dingungen (3)  identisch,  für  jedes  17  befriedigt  sind,  nämlich, 
wegen  (1)  und  §.  116  (1): 

(6)  fi=\riud/,       fti  =  jiyMid/; 

dann  ergiebt  sich  aus  (4): 

Sl(ui^  V)  —  f^-^C^ii  ^)  —  f*i  ä(Mi)  =  0 

und  da  nach  §.  116  (9): 

Ä(wi,  w)  =  0, 
und  nach  der  Voraussetzung 

(7)  Sl{u,)  =  k,' 
ist,  so  folgt  hieraus 

•^(wi,  ^)  —  ^ifcf  =  0, 
und  endlich  nach  (6): 

W  J  fe  8i  +  W  rf  ~  *'''"V  '^^  =  ^- 

Hieraus  aber  können  wir  genau,   wie  wir  im  vorigen  Para- 
graphen den  Satz  2.  bewiesen  haben,  schliessen: 

7.   Die   Function   Ui   ist    eine    analytische   Lösung 
der  Differentialgleichung 

^Ui  -{-  kfui  =  0, 

die  am  Rande  von  S  den  Werth  Null  hat. 
Diese  Function  kann  im  Gegensatz  zu   der  Grundfunction  n 
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(§.  116,  3.)  nicht  in  der  ganzen  Fläche  S  dasselbe  Zeichen  haben, 
wie  aus  der  zweiten  Gleichung  (1)  unmittelbar  zu  ersehen  ist. 

Der  Function  u,  entspricht  eine  mögliche  Schwingung  der 
Membran,  die  die  erste  Oberschwingung  oder  der  erste 
Oberton  heisst. 

8.   Die  erste  Oberschwingung  hat  immer  Knoten- 
linien. 

Wir  können  auch  nicht  schliessen,  dass  es  nur  eine  solche 
Function  Uj  giebt.  Wir  haben  im  Gegentheil  an  dem  Beispiele 
des  Rechteckes  gesehen,  dass  es  Fälle  giebt,  in  denen  zu  einem 
bestimmten  Werthe  von  k^  mehrere  harmonische  Functionen  ge- 
hören. Diese  Fälle  haben  aber,  wie  jene  Beispiele  zeigen,  den 
Charakter  von  Ausnahmefällen,  d.  h.  die  Begrenzung  der  Fläche 
S  ist  an  irgend  eine  bis  jetzt  nicht  bekannte  tiefliegende 
algebraische  Bedingung  geknüpft. 

Man  kann  auf  diese  Weise  unbegrenzt  weiter  gehen,  und  es 
wird  genügen,  wenn  wir  noch  den  nächsten  Schritt  beschreiben. 

III.  Es  wird,  nachdem  die  beiden  ersten  Schwingungs- 
functionen  w,  Ui  gefunden  sind,  unter  allen 
stetigen  am  Rande  von  S  verschwindenden 
Functionen  eine  solche,  t*a?  gesucht,  die  unter 
den  Bedingungen 

(9)  {u^df=l,      ju«,d/=0,       {u,u,df=0 

dem   Integral   .ß(wa)   einen   kleinsten   Werth   Ic^ 
ertheilt. 

Diese  Function  kann  wegen  (9)  mit  keiner  der  beiden  Func- 
tionen w,  «1,  noch  auch  mit  einer  linearen  Verbindung  von  ihnen 
mit  Constanten  Coefticienten  identisch  sein,  und  da  die  Be- 
dingungen (9)  die  Bedingungen  der  Aufgabe  IL  einschliessen, 
80  ist 

(10)  &  <  fci  ^  fca. 

Man  zeigt  zunächst  wie  oben,  dass 

(11)  ^(w«,  w)  =  0 
sein  muss  für  alle  den  Bedingungen 

(12)  \uwdf=0,       \  Ui'tvdf  =  0,       \u2wdf=0 

19* 
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genügenden  Functionen  k;,  und  setzt  dann 

(13)  w  =  fi  —  li^ti  —  fiiWi  —  fiaUj, 
worin,  damit  (12)  befriedigt  sei, 

(14)  ii=\rjudf,     ^i  =  ji?Wid/,    ^j=UM,d/ 

zu  setzen  ist,  und  dann  ergiebt  sich   auf  demselben  Wege  wie 
oben  der  Satz 

9.   Die   dritte   harmonische   Function   u^    ist    eine 
•am  Rande  verschwindende  analytische  Lösung 
der  Differentialgleichung 

Es  kann  also  hier  der  Fall  eintreten,  dass  ki  =  k^  wird, 
dann  nämlich,  wenn  die  Bestimmung  von  u^  nicht  eindeutig  ist, 
man  aber  zunächst  eine  dieser  Functionen  für  u^  beliebig  aus- 
gewählt hat.  Tritt  dieser  Fall  ein,  so  ist  auch  (h'^  -{-  <h^^%  füi' 
beliebige  constante  Coefficienten  o^,  a^  eine  zu  demselben  k^  ge- 
hörige harmonische  Function.  Geht  man  dann  zur  Bestimmung 
einer  dritten  Function  u^  über,  die  unter  den  Bedingungen 


(15) 


j  iq  df=\,     [  u  1/3  d/  =  0,     j  xi,  u,  df  =  0, 


j  "2  «3  df  = 


0 


das  Integral  Sl(u^)  zu  einem  Minimum  k.f  macht,  so  erhält  man 
die  nächste  harmonische  Function,  und  es  ist  durch  (15)  nicht 
nur  ausgeschlossen,  dass  u^  mit  u  oder  Ui  oder  u^  identisch 
werde,  sondern  auch  dass  Ug  von  w,  Uj  und  «j  linear  abhängig,  d.  h. 
in  der  Form  u^  =  an  -\-  UiU^  -\-  «,^2  enthalten  sei. 

Man  kann  auf  diese  Weise  weiter  schliessen,  und  erhält  eine 
unbegrenzte  Reihe  positiver,  stets  wachsender  oder  wenigstens 
nie  abnehmender  Werthe  von  k: 

(16)  fc  <  fci  ^  A'2  ^  k,,  .  .  ., 

und  zu  jeder  dieser  Constanten  erhält  man  eine  analytische,  am 
Kaude  verschwindende  Losung  der  Differentialgleichung: 

(17)  ^ti,-f  kfui  =  0. 
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Diese  FanctioDen  geben  die  höheren  Oberscbwingongen  der 
Membran. 

Alle  höheren  Oberschwingungen  haben  I^noten- 
linien.  Durch  diese  Knotenlinien  wird  die  Fläche  S  in  Felder 
getheilt,  in  denen  die  entsprechende  Function  Ui  abwechselnd 
positive  und  negative  Werthe  hat. 

Durch  die  Differentialgleichung  selbst  sind  die  harmonischen 
Functionen  nur  bis  auf  einen  constanten  Factor  bestimmt;  bis- 
her haben  wir  diesen  Factor  durch  die  Bedingung 

(18)  jti?d/=l 

bestimmt,  und  wir  wollen  daran  auch  jetzt  noch  festhalten. 

Ueber  die  Knotenlinien  der  höheren  Oberschwingungen  lässt 
sich  nicht  viel  Allgemeines  sagen.  Die  bekannten  Beispiele 
sprechen  dafür,  dass  die  1c,  A'^,  A^s,...  der  Reihe  (16)  mit  dem 
Index  ins  Unendliche  wachsen,  und  dass  es  also  unter  einer  be- 
stimmten endlichen  Grenze  nur  eine  endliche  Anzahl  von  ihnen 
giebt.  Ist  dies  richtig,  so  folgt  auch,  dass  es  zu  einem  be- 
stimmten k  nur  eine  endliche  Anzahl  linear  unabhängiger  har- 
monischer Functionen  giebt.  Unter  gewissen  allgemeinen  Vor- 
aussetzungen über  die  Gestalt  des  Gebietes  S  hat  Poincare 
hierfür  einen  Beweis  gegeben  (in  §.  V.  der  auf  S.  277  citirten 
Abhandlung). 


§.  118. 

Entwickelung  einer  Function  nach  harmonischen 

Functionen. 

Sind  u  und  v  irgend  zwei  harmonische  Functionen  der  Fläche 
S,  so  ist,  wenn  ifc,  k  die  entsprechenden  Constanten  sind: 

und  daraus  folgt,  wenn  man  die  erste  mit  vdf,  die  zweite  mit 
—  u  df  multiplicirt,  addirt  und  über  die  Fläche  S  intej^rirt : 

\(v^u  —  uJv)df=  (A2  —  fc2)  iuvdf. 
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Die  linke  Seite  ist  aber  hiej  gleich  Null  [nach  §.  111,  (3)] 
und  es  folgt  also,  wenn  k  von  h  verschieden  ist: 


(1) 


\uvdf=  0. 


1 


Hieraus  können  wir  zunächst  schliessen,  dass  es  keine  har- 
monische Function  geben  kann,  die  zu  einem  imaginären  k  gehört. 
Denn  wenn  k  complex  ist,  und  k  zu  k  conjugirt  imaginär,  so  ist 
k  von  k  verschieden,  und  u  und  v  sind  gleichfalls  conjugirt 
imaginär,  oder  können  wenigstens  so  angenommen  werden.  Dann 
ist  aber  uv  wesentlich  positiv,  und  die  Gleichung  (1)  ist  unmög- 
lich. Dass  k  nicht  rein  imaginär,  d.  h.  k^  negativ  sein  kann, 
haben  wir  schon  oben  nachgewiesen  (S.  278). 

Wir  nehmen  nun  die  Reihe  der  auf  einander  folgenden  Werthe 

und  zu  jedem  die  zugehörige  harmonische  Function 

(3)  M,  Ui,  w,,  t*3  .  .  ., 
die  wir  der  Bedingung 

(4)  j  «» df  = 

unterwerfen.  Wir  sehen  zunächst  von  dem  Falle  ab,  dass  zu 
einem  A;,-  mehrere  harmonische  Functionen  gehören.  Dann  ist, 
wenn  ä  von  i  verschieden  ist: 

(5)  Uh  Ui  df  =  0. 

Es  sei  nun  (p(x^y)  eine  in  der  Fläche  S  willkürlich  ge- 
gebene Function.  Wir  suchen  die  Constanten  a,  a^,  a^  ...  so  zu 
bestimmen,  dass 

(6)  (p  {Xy  y)  =  a  u  -f  a^  u^  +  a^  m,  -| , 

d.  h.  wir  suchen  9?(x,t/)  in  eine  unendliche  Reihe  zu  ent- 
wickeln, die  nach  den  harmonischen  Functionen  fort- 
schreitet. 

Ueber  die  Möglichkeit  einer  solchen  Entwickelung  können 
wir  im  Allgemeinen  nichts  aussagen.  Setzen  wir  aber  diese 
Möglichkeit  voraus,  so  können  wir  aus  (4)  und  (5),  ebenso 
wie  bei  der  Fourier'schen  Reihe,  die  Coefficienten  a,  %,  Oj  ... 
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bestimmen.  Es  ergiebt  sich  nämlich ,  wenn  wir  mit  Uh  df  multi- 
pliciren  und  über  S  integriren 

(7)  Oh  =  \(p  (x,  y)  xiK  df. 

Wenn  wir  aber  jetzt  annehmen,  dass  zu  einem  Werthe  Ä* 
mehrere,  etwa  v,  linear  unabhängige  harmonische  Functionen  ge- 
hören, so  wird  das  eine  Glied  ahUh  der  Reihe  (6)  durch  den 
Gomplex 

ersetzt    Setzen  wir  dann 

(8)  j<>«rd/ =  «'?.., 

so  wird  im  Allgemeinen  w^^a  nicht  verschwinden.  Wir  erhalten 
zur  Bestimmung  der  Coefficienten  ai,  aj»',  ...  das  System  der 
linearen  Gleichungen: 

tp{x,  y)uHdf=  anWi^i  +  ahW2,i  -| f-  a^j^^t^y^^^ 


(9) 


1 


Dass  die  Determinante  dieses  Systems 

Z/  =  2  -f-  Wi^iW2,2    '"    t^y.v 

nicht  verschwinden  kann,  ergiebt  sich  so:  wenn  ^/  =  0  wäre,  so 
könnte  man  die  Constanten  Cj,  c^,  ...  c»  so  bestimmen,  dass 

Ci  Wi^  1  -\-  C2Wi^2  -{-  '"  C^tVi^v  =   0 

wäre  fdr  1  =  1,  2  •••  1/,  und  da  w;,,^  =  tVk,i  ist,  so  erhält  man 
hieraus  auch  durch  Multiplication  mit  c,  und  Summation 

iVi,  k  Ci  Ck  =  0 


oder  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  (8)  von  t^;,;^: 

^{lcXJdf=0. 
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Daraus  aber  würde  folgen: 

2  ''<«?'  =  0. 

was  der  Annahme  widerspricht,  dass  die  u'hy  t^ü«  ...  linear  unab- 
hängig sind. 

Man  kann  aber  auch  die  Repräsentanten 

der  linearen   Schaar  so  auswählen,  dass  auch  in  diesem   Falle 
das  Integral  w^j^a  verschwindet,  wenn  q  von  6  verschieden  ist. 


VIERTES   BUCH. 


ELEKTRISCHE  SCHWINGUNGEN. 


Fünfzehnter  Abschnitt. 
Elektrische   Wellen. 


§.  119. 
Die  MaxweH'schen  Gleichungen. 

Die  Maxweirschen  elektromagnetischen  Grundgleichungen, 
die  wir  im  achtzehnten  Abschnitt  des  ersten  Bandes  besprochen 
haben,  erheben  den  Anspruch,  dass  aus  ihnen  alle  Erscheinungen 
nicht  nur  aus  dem  Gebiete  der  Elektricität  und  des  Magne- 
tismus, sondern  auch  die  Lichterscheinungen  abgeleitet  werden 
können,  und  das  durch  die  berühmten  Hertz' sehen  Versuche 
eröflfnete  Gebiet  der  elektrischen  Schwingungen  stellt  auch 
erfahrungsmässig  eine  Verbindung  zwischen  diesen  beiden  Er- 
scheinungsgebieten her.  Ohne  die  allgemeinen  Grundlagen  dieser 
grossen  Theorie  anzugreifen,  muss  aber  doch  hervorgehoben 
werden,  dass  manche  von  den  Voraussetzungen  im  Einzelnen 
hypothetisch  oder  thatsächlich  unrichtig  und  nur  Annäherungen 
sind,  und  dass  Manches  auch,  namentlich  in  Bezug  auf  die  Grenz- 
bedingungen, noch  völlig  unbekannt  und  dunkel  ist.  Bei  der 
grossen  Bedeutung,  die  diese  Gleichungen  für  unsere  ganze  phy- 
sische Weltanschauung  haben,  ist  es  eine  Hauptaufgabe  der 
mathematischen  Physik,  ihre  Integration  möglichst  zu  fördern, 
und  die  Gesetze  der  Erscheinungen  daraus  abzuleiten,  eine  Auf- 
gabe, deren  Lösung  kaum  erst  in  Angriff  genommen  ist,  und 
die  dem  Mathematiker  noch  Fragen  und  Probleme  in  Fülle 
bietet.  Einige  dieser  Probleme  sollen  im  Folgenden  besprochen 
werden. 

Wir  haben  im  §.  152  des  ersten  Bandes  das  elektromagnetische 
Grundgesetz  durch  zwei  Vectorgleichungen  ausgedrückt: 
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I.  ccurl2K  =  «^  +  4ÄA6, 

ot    ' 

TT  1  rc  3^ 

IL  c  cur!  6  = — C'-^r' 

Hierin  bedeutet  @  den  elektrischen,  W  den  magnetischen 
Kraftvector,  c  die  Lichtgeschwindigkeit,  X  die  Leitfähigkeit, 
e  die  Dielektricitätsconstante,  fi  die  Permeabilität.  Die  Grössen 
c,  A,  £,  fi  sehen  wir  jetzt  als  constant  an. 

Aus  L  folgt  (Bd.  I,  §.  158) 

6  — ^- h  4äA  div@  =  0, 

et 

und  daraus  ergiebt  sich,  dass  die  Gleichung 

IIL  divg  =  0 

für  alle  Zeit  befriedigt  ist,  wenn  wir  sie,  wie  wir  jetzt  thun 
wollen,  am  Anfang  als  erfüllt  voraussetzen.  Diese  Bedingung 
besagt,  dass  nirgends  im  Felde  Elektricität  mit  räumlicher  Dichtig- 
keit vorhanden  ist. 

Ebenso  besteht  im  ganzen  Felde  die  Gleichung 

IV.  div  m  =  0. 

Aus  L  und  IL  können  wir  nun  leicht  den  Vector  511  elimi- 
niren,  wenn  wir  L  nach  t  differentiiren,  und  dann  IL  benutzen. 
So  erhalten  wir 

(1)  —  c«  curl  curl  6  =  au  —--  +  4ÄAii  —r-. 

^  ^  '^  ot^  dt 

Um  hieraus  explicite  Gleichungen  herzuleiten,  bilden  wir  die 
a;-Componente  von  curl  curl  @.    Diese  ist  (Bd.  I,  §.  87) 

dy  \dx         dy  )       de  \  dz  dx  )' 

und  wenn   wir   hierzu    d^Ex/dx^    addiren    und  subtrahiren,  so 
folgt: 

-diY^  —  JEx- 

cx 

Wir  erhalten  also  aus  (1)  mit  Rücksicht  auf  IIL  die  drei 
Gleichungen 
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(2)  c*JE.  =  aii%^  +  i«lli^^' 


dt*     '  ^   dt 


> 


(3)  c^^Ey  =  ei^^-^  +  i^>.(^~^, 

(4)  c'^E.  =  5,*^  +  inXfL^J-, 
WOZU  noch  aus  III  kommt: 

^^^  8a;   ^    8y    +    8^    ""  "• 

Hat  man  aus  diesen  Gleichungen  den  Vector  @  bestimmt,  so 
erhält  man  aus  II.  die  Componenten  von  3Jt  durch  Quadraturen 
in  Bezug  auf  die  Zeit,  und  die  Integrationsconstanten,  die  Func- 
tionen des  Ortes  sind,  werden  durch  die  Anfangswerthe  von  Mx^ 
Jfy,  Mg  bestimmt  Sind  die  Anfangswerthe  von  ^«,  J?y,  J?„ 
üf«,  My,  Mg  gegeben,  so  erhalten  wir  aus  I.  die  Anfangswerthe 
von  dEx/dt,  dEy/dt,  dEg/dt,  und  aus  Bd.  I,  §.  156  folgt, 
dass  die  Lösungen  von  (2),  (3),  (4)  eindeutig  bestimmt  sind, 
wenn  diese  Anfangswerthe  im  ganzen  Räume  gegeben  sind.  Er-* 
füllen  diese  Anfangswerthe  die  Bedingung  (5)  und  die  durch 
Differentiation  nach  t  daraus  hervorgegangene  Gleichung,  so 
bleibt  diese  Gleichung  für  alle  Zeit  erfüllt,  und  braucht  nicht 
weiter  berücksichtigt  zu  werden.  Hiemach  erfordert  die  Lösung 
des  Problems  die  Integration  der  Differentialgleichung 

(6)  c^^U=  £^-^^4-4:nrA|^  — 

mit  den  Nebenbedingungen,  dass  ü  und  d  U/dt  Cnr  t  =  0  in 
gegebene  Functionen  des  Ortes  übergehen. 

In  dem  besonderen  Falle,  dass  U  nur  von  einer  Coordinate 
X  abhängt,  nimmt  die  Gleichung  (6)  die  einfachere  Gestalt  an: 

und  stellt  die  Fortpflanzung  einer  ebenen  Welle  in  einem  ab- 
sorbirenden  Medium  dar.  Das  in  diesen  Gleichungen  auftretende 
Glied  ^xkiidU/dt  bedingt,  wenn  k  von  Null  verschieden  ist, 
einen  Energieverlust  und  stellt  eine  Absorption  oder 
Dämpfung  dar. 
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§.   120. 
Die  Wellengleichung. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Vorgang  im  freien  Aether,  und 
setzen  demnach  £  =  ft  =  1,  A  =  0.  Dann  nimmt  die  Gleichung 
(6)  des  vorigen  Paragraphen  die  einfachere  Gestalt  an: 

(1)  ^'^u=^. 

ü  soll  mit  seinen  ersten  Differentialquotienten  stetig  sein ,  und 
es  sind  noch  die  Nebenbedingungen  zu  erfüllen: 

(2)  TJ=f{x,y,z)     I 

/ox  '^ü        ^,  ,       für  e  =  0; 

(3)  -gy  =  F{x,  1/,  ^)  J 

wir  nehmen  /  und  F  als  im  ganzen  Räume  gegebene  Functionen 
des  Ortes  an,  suchen  also  die  Ausbreitung  einer  ursprünglichen 
Gleichgewichtsstörung,  die  sich  möglicherweise  auch  auf  einen 
endlichen  Raumtheil  beschränken  kann,  ohne  Berücksichtigung 
von  sonstigen  Grenzbedingungen. 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  lässt  sich  allgemein  in  folgender 
Weise  durchführen: 

Wir  nehmen  irgend  einen  Punkt  p  mit  den  Coordinaten 
^19  Vit  ^1  i^  Räume  und  führen  um  diesen  Punkt  als  Mittel- 
punkt Polarcoordinaten  ein,  indem  wir 

X  —  iTi  =  r  sin  -ö"  cos  9 

(4)  y  —  y^  =  r  sin  d"  sin  q> 

z  —  ^1  =  r  cos  O" 

setzen.    Dann  erhalten  wir  nach  Band  I,  §.  42  (11) 

^^^  r     dr^    "^  r^sin^        g>         *"  r»  sin« »  d(p^' 

Wenn    wir   diesen    Ausdruck    mit   dem    Oberflächenelement 
einer  Kugel  vom  Radius  r 

do  =  r^dcj  =  r^  sinO-d^  dq) 

multipliciren,  über  die  ganze  Kugel  integriren  und 

(6)  Sl(r)  =  ^-\ud(o 
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setzen,  so  ergiebt  sich,  da 

TT  g   77  27t 

J  ^^   -^^  =  Ö,    J    — -d9)  =  0 


ist: 


d%  0     »9 


^'     ^    ATTA  ö'*^ 


r2    f 

4  TT   J 


4  7r  J  8ra  ' 

und  folglich  aus  (1): 

eine  Gleichung,  die   der  Form  nach  mit  der  der  schwingenden 
Saite  übereinstimmt. 
Setzen  wir  noch 


r 
4 


(8)  \     r 

-      F{x,y,z)d(o  =  a><r), 

7C    J 


r 

4 


so  sind  9)(r),  0(r)  Functionen  von  r,  die  zugleich  mit/  und  F 
gegeben  sind,  aber  nur  für  positive  Werthe  von  r,  und  wir 
erhalten  nach  (2)  und  (3)  für  Ä  die  Nebenbedingungen 

(9)  Ä  =  9W,    |^  =  a>(r)  für  <  =  0,     r>0. 

Dazu  kommt  aber  noch  aus  (6)  die  Bedingung 

(10)  Ä  =  0        für  r  =  0. 

Die  Bedingungen  für  die  Function  Sl  hängen  aber  auch  noch 
von  den  Coordinaten  rr,,  ^/i,  ^i  ab,  und  wenn  man  ü  als  bekannt 
annimmt,  so  erhält  man  aus  (6) 

(11)  l^(x.,y.,Zi)  =  Liin^f). 

Die  Integration  der  Differentialgleichung  (7)  mit  den  Neben- 
bedingungen (9),  (10)  haben  wir  aber  im  §.  85  allgemein  durch- 
geführt. Es  ergiebt  sich  nach  der  dort  angewandten  Methodoi 
wenn  qp  (r)  und  O  (r)  für  negative  Argumentwerthe  durch  die 
Gleichungen 


304  Fünfzehnter  Abschnitt.  §.  120. 

(12)  q>(-r)  =  -  9(r),        0(-r)  =  -  0(r) 
definirt  werden, 

(13)  Ä  =  \[q>(r-\-ct)  +  tpir-cty]  +  ^  ^0{r)dr, 

r—et 

und  die  Anwendung  von  (11)  ergiebt  mit  Rücksicht  auf  (12) 

(U)  U(x,,  y,,  a,)  =  q>'{ct)  4-  I  0{ct), 

wenn  y'  (r)  den  DiflFerentialquotienten  von  q>  (r)  bedeutet  *).    Aus- 
führlicher dargestellt  ist  nach  (4)  und  (8) 

(15)  ]:<^(ct)  = 


2n         7t 


dt 


7       d(p  1  sin'9'd'9'F(a:i-f-c^sin'9'cos9,y,-|-c<sin^sin9,jeri-|-c^cosd), 

0  0 

(16)  4ä<p'(cO  = 

0  0 

Der  Ausdruck  (14)  für  t/^  setzt  sich  hiernach  aus  zwei  Theilen 
zusammen,  die  durch  (15)  und  (16)  dargestellt  sind.  Bezeichnen 
wir  zur  besseren  üebersicht  mit  |,  i?,  %  die  Cosinus  der  Winkel, 
die  eine  vom  Punkt  'p  auslaufende  variable  Richtung  mit  den 
Axen  einschliessen,  und  lassen  bei  der  Bezeichnung  der  Coordinaten 
des  Punktes  'p  den  Index  1,  der  jetzt  nicht  mehr  nöthig  ist 
wieder  weg,  so  können  wir  die  beiden  Bestandtheile  von  V  so 
darstellen 

(17)  [/,  =  -^  [  i^(a;  +  c^f,  y^ciri.  z  +  ci%)di»i 

(18)  C^2  =  4^  ^[<  j/(^  +  c^S,  y-\'Cin.  z^ci%^dio, 

^)  Die  Wellengleichung  tritt  auch  in  der  Theorie  der  LaftschwinguDgen 
von  unendlich  kleiner  Amplitude  auf.  Die  l^ösung  des  Prohlems,  wie  fie 
in  (14)  enthalten  ist,  wurde  zuerst  von  PoisRon  gegeben  (Mem.  de  Finstitot, 
Bd.  III;  „Mem.  sur  la  theorie  du  son",  Journ.  de  FlScole  Polytechn.  VII, 
1807).  Auf  anderem  Wege  ist  sie  von  Riemann  in  den  „Vorlesungen* 
(3.  Aufl.,  S.  300),  von  Kirch  hoff  [Vorlesungen  über  Mechanik,  S.  817 
(1876)J  und  von  Liouville  (Journ.  de  Math.  1856)  abgeleitet. 
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worin  dann  dm  das  Flächenelement  der  Einheitskugel  bedeutet, 
und  die  Integration  über  die  ganze  Einheitskugel  zu  er- 
strecken ist. 

Es  ist  also  der  Zustand  ü  im  Punkte  p  in  einem 
Augenblicke  t  nur  abhängig  von  dem  Mittelwerth,  den 
die  Functionen  JP,  /  und  die  Differentialquotienten  von 
/  auf  einer  um  p  mit  dem  Radius  et  beschriebenen 
Kugelfläche  haben. 

Nehmen  wir  z.  B.  an ,  es  haben  die  Functionen  /,  F  nur  in 
einem  endlichen  Gebiete,  das  wir  das  Erschütterungsgebiet  nennen 
wollen,  von  Null  verschiedene  Werthe  und  bezeichnen  mit  r'  und 
r"  die  kleinste  und  grösste  Entfernung  des  Punktes  p,  den  wir 
ausserhalb  des  Erschütterungsgebietes  annehmen  wollen,  von 
diesem  Gebiete,  so  ist  ü  nur  so  lange  von  Null  verschieden,  als 

r'  <ct  <:  r" 

ist;  es  ist  also  dieser  Punkt  nur  in  dem  Zeitraum  von  t'  =  r'/c 
bis  t"  =  r"/c  im  Gleichgewicht  gestört,  und  m^n  kann  sich  also 
vorstellen,  dass  über  den  Punkt  p  in  der  Zeit  von  V  bis  t"  eine 
Welle  hinweg  geht,  und  nach  dieser  Zeit  befindet  sich  der  Punkt 
p  wieder  in  seinem  ursprünglichen  Zustande. 

Gehört  der  Punkt  p  dem  ursprünglichen  Erschütterungs- 
gebiet an,  und  ist  r"  die  grösste  Entfernung  von  p  von  der 
Grenze  des  Erschütterungsgebietes,  so  wird  er  in  der  Zeit  t"  =r"/c 
in  die  Ruhelage  zurückgekehrt  sein.  Ist  also  das  anfängliche 
Erschütterungsgebiet  ein  einfach  zusammenhängender  Raum,  so 
wird  sich  nach  Verlauf  einer  gewissen  Zeit  eine  schalenförmige 
Welle  bilden,  die  sich  mit  der  Geschwindigkeit  c  ausbreitet.  Den 
Punkt,  in  dem  zuerst  wieder  Ruhe  eintritt,  und  den  Zeitpunkt, 
wann  dies  geschieht,  erhält  man,  wenn  man  den  Punkt  aufsucht, 
in  dem  die  grösste  Entfernung  r"  von  der  Grenze  des  Er- 
schütterungsgebietes einen  möglichst  kleinen  Werth  hat.  Ist 
z.  B.  das  ursprüngliche  Erschütterungsgebiet  eine  Kugel  mit  dem 
Radius  a,  so  wird  die  vordere  Grenze  der  Erschütterung  mit  der 
Geschwindigkeit  c  fortschreiten.  Die  schalenförmige  Welle  wird 
im  Mittelpunkt  beginnen  und  zwar  zu  der  Zeit  t  =  a/c.  Die 
Dicke  der  Schale  ist  constant  =  2  a. 

um  in  allgemeineren  Fällen  die  Grenze  des  Erschütterungs- 
gebietes in  einem  bestimmten  Augenblicke  t  zu  finden,  hat  man 
zu  der  Grenze  des  ursprünglichen  Gebietes  Parallelflächen  zu 

Biemann-Weber,   Partielle  Differentialgleichtmgen.    II.  20 
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construiren,  indem  man  auf  der  Normale  nach  beiden  Seiten  die 
Strecke  et  aufträgt. 


§.  121. 
Die  Differentialgleichung  für  die  gedämpfte  Welle. 

Wir  beschäftigen  uns  jetzt  mit  der  Integration  der  all- 
gemeineren Gleichung  (6),  §.  119,  die  wir  so  darstellen: 

Sie  geht  in  jene  Form  über,  wenn  wir  a^  =  £ft,  ß  =  2  7cX(i 
setzen;  wir  wollen  c^  a%  ß  hier  als  positive  Constanten  betrachten, 
und  wenn  wir  daran  festhalten,  dass  c  eine  Geschwindigkeit  sei, 
so  ist  a  eine  Zahl,  ß  eine  reciproke  Zeit.  Diese  Gleichung  wäre 
für  die  Fortpflanzung  des  Lichtes  in  einem  absorbirenden  Medium 
anzuwenden,  in  dem  die  Absorption  durch  den  Coefficienten  ß 
gemessen  wird.  Auch  die  Elektricitätsbewegung  in  Leitern  wird 
durch  diese  Gleichung  bestimmt.  Setzt  man  a  =  1,  /3  =  0,  so 
erhält  man  die  Wellengleichung,  die  wir  im  vorigen  Paragraphen 
behandelt  haben.  Für  a  =  0  erhalten  wir  die  Gleichung  für  die 
Wärmeleitung  (§.  32). 

Wir  betrachten  zunächst  den  speciellen  Fall  [§.  119  (7)], 
dass  die  Function  U  nur  von  einer  räumlichen  Coordinate  x  ab- 
hängig ist,  die  Gleichung  (1)  also  die  Form  annimmt: 

c^U  c^ü  du 

Diese  Gleichung  gilt  für  die  Fortpflanzung  ebener  Wellen  in 
einem  unbegrenzten  Medium.  Sie  gilt  auch,  wie  wir  später  noch 
genauer  begründen  werden  (§.  128),  unter  gewissen  vereinfachenden 
Voraussetzungen  für  die  Bewegung  der  Elektricität  in  Drähten, 
und  wird  aus  diesem  Grunde  auch  die  Telegraphengleichung 
genannt. 

Die  Gleichung  (2)  wird  auf  eine  etwas  einfachere  Form  ge- 
bracht durch  die  Substitution 

(3)  U  =  e    ^'  w. 

Es  ist  dann 
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dt  —^    \dt    ««";' 

dt^  ■"  \dt»        a'   dt  '^  a*    J' 

und  wir  erhalten  aus  (2) 

oder  wenn  man 

(5)  -^  X  tÜT  X,  -j  y  für  t 
setzt: 

(^)  8^-8F  +  ''  =  ^- 

Diese  Gleichung  lässt  sich  in  ähnlicher  Weise  wie  die  Diffe- 
rentialgleichung der  schwingenden  Saite  durch  Anwendung  der 
Riemann'schen  Methode  integriren. 

Die  einfachste  Annahme  über  die  Nebenbedingungen  wäre 
die,  dass  U  und  d  U/dt  für  ^  =  0  in  Functionen  von  x  über- 
gehen, die  für  alle  Werthe  der  Variablen  gegeben  sind.  Das- 
selbe gilt  dann  auch  für  u  und  du/dy  für  y  =  0.  Es  können 
aber  auch,  ähnlich  wie  bei  der  schwingenden  Saite,  noch  Grenz- 
bedingungen dazu  kommen.  Wir  wollen  zunächst,  wie  in  §.  90, 
die  Annahme  machen,  dass  an  einer  nicht  geschlossenen  Linie  c 
die  Function  u  und  ihr  nach  der  Normale  von  c  genommener 
Differentialquotient  du/dn  gegeben  sei.  Es  sind  damit  zugleich 
die  beiden  partiellen  Ableitungen  du/dx^  du/dy  an  der  Curve 
c  gegeben.    Wenn  wir  eine  particulare  Lösung  v  der  Gleichung 

(6)  annehmen,  also 

(^>  dx^-W^^'  =  ^ 

setzen,  so  ergiebt  sich 

^\dx^  dy^J       ^\dx^       dyV  ~ 

^  /    du  dv\         ^(    du  dv\ 

\    dx  dx)  __      \    dy  dyj  _  ^ 

dx  dy 

20* 
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und  daraus  durch  Anwendung  des  Gauss' sehen  Satzes 

'«)  f[(»s-«s)<''+("iv-»ii)H=<'' 

über  die  Begrenzung  eines  Gebietes,  in  dem  w,  v  stetige  Func- 
tionen mit  stetigen  Derivirten  sind. 

Um  ein  passendes  Gebiet  abzugrenzen,  nehmen  wir,   wie  im 
§.  90,  den  Punkt  p  mit  den  Coordinaten  arj,  yj,  für  den  die  Func- 
tion u  bestimmt  werden  soll,  und 
ziehen  von  ihm  aus  die  Geraden 


(9) 


Fig.  47. 


bis  zum  Schnitt  o,  /3,  mit  der  Gurre 
c.  Auf  die  Begrenzung  des  drei- 
eckigen Gebietes  (a,  /J,  p)  (Fig.  47) 
wenden  wir  die  Integralformel  (8)  an. 
Nun  ist  dx  =  dy  auf  der  Linie 
x(a,  p)  und  dx  =  —  dy  auf  der 
Linie  (/3,  p),  und  das  Integral  (8) 
zerfällt  also  in  drei  Theile,  von  denen  der  erste  über  die  Curve  c 
erstreckt  ist: 

c 

—  I  (vdu  —  udv)   —    I  (vdu  —  udv)  =  0. 


u 


Wenn  es  gelingt,  die  particulare  Lösung  v  so  zu  bestimmen, 
dass  an  den  Linien  (9)  t?  =  1  ist,  so  ist  an  diesen  Linien  dt?  =  0 
und  aus  (10)  folgt 

(11)  2Mp  =  Ma  +  U.i 


+ 


l[O^I^-^Fl)^^+("I|-^li)]^^' 


wodurch   Wp,  d.  h.  der  Werth  der  Function  ti  in   dem   Punkte 
a?!,  yi  durch  bekannte  Grössen  ausgedrückt  ist. 
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§.  122. 
Bestimmung  der  particularen  Lösung  v. 

Die  Anwendung  der  Formel  (11)  des  vorigen  Paragraphen 
setzt  die  Kenntniss  einer  Function  v  voraus,  die  den  Bedin- 
gungen genügt: 

die  an  den  beiden  Geraden 

(2)    (x  —  X,)  -  (y  -  y^)  =  0,      (rr  -  ^r^  -f  (y  —  y,)  =  0 

den  Constanten  Werth  1  hat,  und  in  dem  zwischen  diesen  Ge- 
raden enthaltenen  Winkelraum  (apß)  (Fig.  47)  mit  den  ersten 
Derivirten  endUch  und  stetig  ist.  Diese  Bedingungen  sind  wesent- 
lich einfacher  als  die  für  die  Function  ti,  da  sie  nichts  mehr 
von  der  Curve  c  und  nichts  von  den  an  dieser  Curve  will- 
kürlich gegebenen  Bedingungen  für  u  enthalten. 

Um  die  Function  v  zu  bestimmen,  bemerken  wir,  dass  die 
Function 


(3)  ^  =  V(y  -  viy  -  (^  -  x,y 

an  beiden  Linien  (2)  verschwindet,  und  in  dem  Gebiete,  in  dem 
V  zu  bestimmen  ist,  reelle  Werthe  hat,  weil  hier 

(y  —  Vi)  —  (^  —  ^i)  und  (y  —  y^)  -\-  {x  —  x^) 
beide  negativ  sind.    Wir  wollen  versuchen,  die  Gleichung  (1)  unter 
der  Voraussetzung  zu   integriren,   dass  v  eine  Function  von   e 
allein  sei.     Es  ergiebt  sich  bei  dieser  Annahme 

cv  dv  X  —  Xi  dv dv  y  —  yj 

dx  rf;2f        ^       '  8y        dz        z      ^ 

d^  — 
c^v  z  dz  (x  —  Xi)^        1  dv 

dx^  dz  z  z  dz' 

,  1  dv 

d^v  z  dz  (i/  — 2/i)2    ,     1  dv 

dy^  dz  z        ~^  z  dz^ 

und  hiemach  geht  (1)  in  die  Differentialgleichung  mit  der  einen 
unabhängigen  Variablen  z  über: 
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d-  — 
z  de ^dt^,       ^ 

dz  z  dz  "^  ' 

oder 

und  dies  ist  die  Differentialgleichung  fiir  die  Bessersche  Func- 
tion der  Ordnung  0  und  vom  rein  imaginären  Argument  is 
[Bd.  I,  §.  68  (4),  §.  69  (13)] 

(5)         V  =  J{iz)  =  1  +  g  +  ^^  +  2r|i76-«  H ' 

die,  wie  von  der  Function  v  verlangt  wurde,  für  jer  =  0  in  den 
Werth  1  übergeht. 


§.  123. 
Gegebener  Anfangszustand  im  unbegrenzten  Mittel. 

Wir  wollen  zunächst  den  Fall  betrachten,  dass  der  Anfangs- 
zustand für  alle  Werthe  von  x  gegeben  sei,  dann  haben  wir  an 
Stelle  der  Gurve  c  die  a;-Axe  zu  setzen,  und  es  ist  also 

(1)  u=f{x),       ^^  =  F{x)     fürj/  =  0, 

worin  f{x)  und  F{x)  gegebene  Functionen  von  x  sind. 

Die  Abscissen  der  Punkte  a,  ß  in  §.  121  (11)  sind  dann 
rci  —  yn  ^1  +  Vi  und  es  ist  in  dem  Integral  dy  =  0  zu  setzen. 
Es  wird  für  y  =  0 

und  folglich  nach  §.  121  (11) 

*i  +  Vi 

(3)         2  M  (X,  j/0  =  f{x,  -  y,)  +  /-(a^i  +  yj  +  J  «  F(x)  dx 

«1  — Vi 

«i  +  Vi 


+  y'li-^^(^)'^^' 


worin 
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a\  1  ^  —  1  4-  -^  -i-        ^*        4_ 

^^  z  äz  ^  2  '^  22.4    ■"  22.42.6    ' 

für  js  =  0  endlich  bleibt. 

Um  von  der  Bedeutung  dieses  Resultates  eine  Anschauung 
zu  bekommen,  wollen  wir  annehmen,  die  anfängliche  Gleich- 
gewichtsstörung sei  auf  ein  endliches  Gebiet  beschränkt.  Es 
seien  also 

f(x)  =  0,    F(x)  =  0,    wenn  x  <Zfh  oder  a:  >>  Aj? 

worin  Äi  und  Äj  die  Abscisscn  gegebener  Punkte  sind.  Wir 
nehmen  nun  einen  bestimmten  positiven  Werth  yi  von  y,  d.  h. 
einen  bestimmten  Zeitpunkt.  Dann  zeigt  die  Formel  (3),  dass 
^(^n  Vi)  ==  0  ist,  wenn 

(5)  i^i  <  Äi  —  »1  oder  x^  >  Aj  +  y,. 

Es  pflanzen  sich  also  die  beiden  Enden  der  Welle  mit  con- 
stanter  Geschwindigkeit  c/a  [§.  121  (5)]  nach  vorwärts  und 
nach  rückwärts  fort.  Dies  ist  ebenso  wie  bei  der  Di£ferential- 
gleichung  der  schwingenden  Saite  oder  bei  der  ungedämpften 
Welle.  Anders  aber  verhalten  sich  die  zwischenliegenden  Theile 
des  Mediums. 

Nehmen  wir  an ,  es  sei  y^  bereits  grösser  als  V2  Qh  —  ^i) 
geworden,  und  betrachten  einen  Werth  von  x^^  für  den 

Äa  —  yi  <  ^1  <  Ä,  +  yi, 

also  Xi  —  yi  <  Äi  und  iJ^i  -f-  yi  >  Aj,    so  sind  f(xi  —  y^)  und 
f(Xi  -\-  yi)  gleich  Null  und  es  ergiebt  sich  aus  (3) 

(6)  2u,  =  j  vF(x)dx  +  yi\l  ^/W^^- 

hl  Ä, 

Es  tritt  also  hier  zwischen  den  beiden  Enden  der  Welle 
nicht  wie  bei  der  schwingenden  Saite  eine  Region  der  Ruhe  ein, 
sondern  u  behält  auch  zwischen  beiden  Enden  einen  mit  der 
Zeit  veränderlichen  Werth. 

Es  haben  also  die  beiden  fortschreitenden  Wellen  kein  hin- 
teres Ende,  sondern  in  den  von  ihnen  überschrittenen  Gebieten 
stellt  sich  erst  nach  unendlich  langer  Zeit  der  Gleichgewichts- 
zustand wieder  her.  Hierin  unterscheidet  sich  also  das  Problem 
der  gedämpften  Welle  wesentlich  von  dem  der  ungedämpften, 
und  nähert  sich  dem  der  Wärraeleitung,  von  dem  es  sich  wieder 


10  Fftnfiehnter  Absoh'—      ^' 

1  di)  '^' 

d  —  jT  .  '  '  '^^^digkeit   des   vorderen 

—  e —  ■..."' 

,  /     VC'  A^n^MÄme  machen 

der 

•  ^      .  /'  ::=  0  und  jedes   beliebige  ^i.     Die 
nd  dies  ist  die  ^';^.  w'eiin/(x)  und  l^C-r)  für  positive 

on    der    Ord  -'^^''^Jßd^  z.  B.  so,  dass  sie   nur  in   einem 

3d.  I,  §.  68  '.  ::A?'  >'[i/l  verschieden  sind,  einer  Ileflexioii 

.'  ,;|.y.* '.  irelle  an  der  Ebene  x  =  0. 
V  ^  ';  v'^.^./'^^^^gnetischen  Licbttheorie  würden  diese  Au- 

..•'  "'^ii^     1»'^°  ^^  ^®°^  reflectirenden  Medium  der  Coefii- 

le,  w         •  ^^gtn^  Lf  grossen   Werth  hat,  im   Vergleich   zu  dem 

'ertr        jt^^i^^^^gr  in  den  angrenzenden  Medien  hat.     Dann  hat 

'^V»  ^lirisc^^"^  Kräfte  in  den  spiegelnden  Medien  wenig- 

'//  ^^  ^ü  s^^^  verschwindend  anzunehmen.     Dies  triflft  bei  der 

C^  ^'^t  Ifetallflächen  zu. 

§•  124. 
tVillkürlicher  Anfangszustand  im  Räume. 

pie  allgemeine  Differentialgleichung  für  die  gedämpfte  Welle 
rfi  1^1  (^)]'  ^"  ^^^  ^'^^  a  =  1  setzen: 

lÄsst  sich  auf  den  speciellen  Fall,  den  wir  im  vorigen  Para- 
graphen behandelt  haben,  zurückführen,  nach  derselben  Methode, 
die  wir  im  §.  120  zur  Integration  der  Differentialgleichung  für 
die  ungedämpfte  Welle  angewandt  haben.  Wir  nehmen  einen 
willkürlichen  Punkt  p  mit  den  Coordinaten  Xi,  y^y  z^  an  uml 
bezeichnen  mit  r  den  Abstand  dieses  Punktes  von  einem  varia- 
blen Punkte,  ferner  mit  dco  das  Oberflächcnelement  der  um  y 
beschriebenen  Einheitskugel.    Ist  dann 

(2)  il{r)  =  ~\^l'da>, 

so  genügt  iß  der  aus  (1)  abzuleitenden  Gleichung  (§.  120) 

O)  ^^'^-^'^  ^2ä^ 
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hierzu   kommen   die  Bedingungen  für  den  Anfangszustand: 

ur  ^  =  0,    r>0  :  i^  =  ^  \f(x,y,z)dG)  =  9  (r), 


dsi 


dt 
imd  für  r  =  0 

Ä  =  0. 

Demnach  setzen  wir 

(4)  (p(—r)  =  —  (p  (r),        0(_r)  =  —  0(r), 

und  können  dann  unmittelbar  die  Formel  §.  123  (3)  anwenden, 
in  der  die  Functionen  q>  und  O/c  an  Stelle  von/  und  F  treten. 
Wir  erhalten  mit  Rücksicht  auf  §.  121,  (3),  (5) 

(5)  2Sl  e^*  =  (p(r  +  et)  +  (p(r  —  et) 

r  —  ct  r  —  et 

worin  v  die  in  §.  122  (5)  bestimmte  Function  von  z  ist,  und  z 
die  Bedeutung  §.  123  (2)  hat: 

(6)  z  =  ^  \eH^  —  (^  —  ry^' 

Um  den  Werth  von  U  im  Punkte  Xi^  t/j,  z^  zu  erhalten,  hat 
man  hieraus  den  Grenzwerth  von  Sl/r  für  r  =  0  zu  bilden, 
für  den  man  unter  Berücksichtigung  von  (4),  (6)  und  §.  123  (4) 
den  Ausdruck  erhält: 

(7)  f/=  6-.^'  [cp'CcO  +  \  0{et)  +  §^%(oO  + 

^     -  T^  a;  <Z>(a:)da;  4-  ^     -  -r-  (-  ^-p\  x(p(x)dx\, 
e^  }  z  dz  ^  ^  '      e^  ]  z  dz  \z  dz)        ^  '      y 

0  0 

worin 


e   ' 

Von  einem  ursprünglichen  endlichen  Erschütterungsgebiete 
geht  also  auch  hier  eine  nach  allen  Seiten  fortschreitende  Welle 
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durch  die  endliche  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  yordereii 
Endes  der  Welle  unterscheidet. 

Wenn  wir  in  der  Formel  (3)  die  Annahme  machen 

(7)  fix)  =  -  /(-  X),        Fix)  =  -  F{-  X), 

80  ergiebt  sich  Mj  =  0  für  a:,  =  0  und  jedes  beliebige  yj.  Die 
Formel  (3)  entspricht  dann,  wenn  /  (x)  und  F(x)  fiir  positive 
W^erthe  beliebig  gegeben  sind,  z.  B.  so,  dass  sie  nur  in  einem 
endlichen  Bereich  voö  Null  verschieden  sind,  einer  Reflexion 
oder  Spiegelung  der  Welle  an  der  Ebene  a;  =  0. 

Bei  der  elektromagnetischen  Lichttbeorie  würden  diese  An- 
nahmen zutreffen,  wenn  in  dem  reflectirenden  Medium  der  Goefli- 
cient  A  einen  sehr  grossen  Werth  hat,  im  Vergleich  zu  dem 
Werthe,  den  er  in  den  angrenzenden  Medien  hat.  Dann  bat 
man  die  elektrischen  Kräfte  in  den  spiegelnden  Medien  wenig- 
stens nahezu  als  verschwindend  anzunehmen.  Dies  trifft  bei  der 
Reflexion  an  Metallflächen  zu. 


§.  124. 
Willkürlicher  Anfangszustand  im  Räume. 

Die  allgemeine  Differentialgleichung  für  die  gedämpfte  Welle 
[§.  121  (1)],  in  der  wir  «  ==  1  setzen: 

lässt  sich  auf  den  speciellen  Fall,  den  wir  im  vorigen  Para- 
graphen behandelt  haben,  zurückführen,  nach  derselben  Methode, 
die  wir  im  §.  120  zur  Integration  der  Differentialgleichung  für 
die  ungedämpfte  Welle  angewandt  haben.  Wir  nehmen  einen 
willkürlichen  Punkt  p  mit  den  Coordinaten  Xj,  t/i,  Zi  an  und 
bezeichnen  mit  r  den  Abstand  dieses  Punktes  von  einem  varia- 
blen Punkte,  ferner  mit  da  das  Oberttächenelement  der  um  p 
beschriebenen  Einheitskugel.    Ist  dann 

(2)  £lir)  =  ^juda,, 

SO  genügt  Sl  der  aus  (1)  abzuleitenden  Gleichung  (§.  120) 

(3)  ^^Tr»=V+2^lT' 
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und  hierzu  kommen  die  Bedingungen  für  den  Anfangszustand: 

für  ^  =  0,    r>0  :  i^  =  ^  \  f  (x,y, z) d (o  =  9  (r), 

=  ^  ^F{x,y,js)dco  =  0(r), 


8jß 

dt 
und  für  r  =  0 

Ä  =  0. 


Demnach  setzen  wir 

(4)  q>(-r)  =  -  q>(rl        0{^r)  =  -  <Z>(r), 

und  können  dann  unmittelbar  die  Formel  §.  123  (3)  anwenden, 
in  der  die  Functionen  (p  und  O/c  an  Stelle  von/  und  F treten. 
Wir  erhalten  mit  Rücksicht  auf  §.  121,  (3),  (5) 

(5)  2Sl  c.^*  =  (p(r  +  et)  -fr  9(r  —  et) 

r-^ct  ri-ct 

r — ci  r — et 

worin  v  die  in  §.  122  (5)  bestimmte  Function  von  J8  ist,  und  z 
die  Bedeutung  §.  123  (2)  hat: 

(6)  z  =  ^  ^cH^  —  (x  —  r)'^. 

Um  den  Werth  von  U  im  Punkte  Xi,  yi,  ;8ri  zu  erhalten,  hat 
man  hieraus  den  Grenzwerth  von  Sl/r  für  r  =  0  zu  bilden, 
für  den  man  unter  Berücksichtigung  von  (4),  (6)  und  §.  123  (4) 
den  Ausdruck  erhält: 

(7)  U=e-^*  [(p'(cO  +  \  0{et)  +  ^^  ^>{et)  + 

^     -  -7^  a;  ^(a;)  da;  4-  Hr     -  T"  ( -  :7-)  x^(x)dx\, 
e^  }  2  dz  ^  ^  '     c^  ]  z  dz  \z  dz)        ^  '      J 


0 
worin 


/3 


z  =^  yJcH'^  —  x^. 
c   ' 

Von  einem  ursprünglichen   endlichen  Erschütterungsgebiete 
geht  also  auch  hier  eine  nach  allen  Seiten  fortschreitende  Welle 
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durch  die  endliche  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  yorderen 
Endes  der  Welle  unterscheidet. 

Wenn  wir  in  der  Formel  (3)  die  Annahme  machen 

(7)  fix)  =  -  /(-  X),        F{x)=-  F{^  X), 

80  ergiebt  sich  Mj  ==  0  für  :r,  =  0  und  jedes  beliebige  y^.  Die 
Formel  (3)  entspricht  dann,  wenn/(a:)  und  F{x)  fiir  positive 
W^erthe  beliebig  gegeben  sind,  z.  B.  so,  dass  sie  nur  in  einem 
endlichen  Bereich  voö  Null  verschieden  sind,  einer  Reflexion 
oder  Spiegelung  der  Welle  an  der  Ebene  a;  =  0. 

Bei  der  elektromagnetischen  Lichttheorie  würden  diese  An- 
nahmen zutreffen,  wenn  in  dem  reflectirenden  Medium  der  Coefli- 
cient  A  einen  sehr  grossen  Werth  hat,  im  Vergleich  zu  dem 
Werthe,  den  er  in  den  angrenzenden  Medien  hat.  Dann  bat 
man  die  elektrischen  Kräfte  in  den  spiegelnden  Medien  wenig- 
stens  nahezu  als  verschwindend  anzunehmen.  Dies  trifft  bei  der 
Reflexion  an  Metallflächen  zu. 


§.  124. 
Willkürlicher  Anfangszustand  im  Räume. 

Die  allgemeine  Differentialgleichung  für  die  gedämpfte  Welle 
[§.  121  (1)],  in  der  wir  «  =  1  setzen: 

lässt  sich '  auf  den  speciellen  Fall ,  den  wir  im  vorigen  Para- 
graphen behandelt  haben,  zurückführen,  nach  derselben  Methode, 
die  wir  im  §.  120  zur  Integration  der  Differentialgleichung  für 
die  ungedämpfte  Welle  angewandt  haben.  Wir  nehmen  einen 
willkürlichen  Punkt  p  mit  den  Coordinaten  Xj,  f/j,  z^^  an  und 
bezeichnen  mit  r  den  Abstand  dieses  Punktes  von  einem  varia- 
blen Punkte,  ferner  mit  do  das  Oberttächenelement  der  um  f 
beschriebenen  Einheitskugel.     Ist  dann 

(2)  £l{r)  =  ^^Uda>, 

SO  genügt  Sl  der  aus  (1)  abzuleitenden  Gleichung  (§.  120) 
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und  hierzu  kommen  die  Bedingungen  für  den  Anfangszustand: 
für  e  =  0,    r  >  0  :  i^  =  ^  J /(^,y,^)dß>  =  9  (r), 


8jß 

dt 
und  für  r  =  0 

Ä  =  0. 


Demnach  setzen  wir 

(4)  q>(-r)  =  -  (pir),        0(-r)  =  -  0(r), 

und  können  dann  unmittelbar  die  Formel  §.  123  (3)  anwenden, 
in  der  die  Functionen  tp  und  O/c  an  Stelle  von/  und  F  treten. 
Wir  erhalten  mit  Rücksicht  auf  §.  121,  (3),  (5) 

(5)  2i^  e/*«  =  (p(r  +  et)  -fr Xr  —  et) 

r  —  et  r — et 

worin  v  die  in  §.  122  (5)  bestimmte  Function  von  z  ist,  und  z 
die  Bedeutung  §.  123  (2)  hat: 

(6)  z  =  ^  }lcH^  —  {x  —  ryK 

Um  den  Werth  von  U  im  Punkte  Xi,  y^,  z^  zu  erhalten,  hat 
man  hieraus  den  Grenzwerth  von  Sllr  für  r  =  0  zu  bilden, 
für  den  man  unter  Berücksichtigung  von  (4),  (6)  und  §.  123  (4) 
den  Ausdruck  erhält: 

(7)  t/  =  c-i^'  [  9) '  (et)  +  ^  *  {et)  +  f^%  (et)  + 

0  0 

worin 

ß 


z  =  ^  }JcH^  —  xK 

c    ' 

Von  einem  ursprünglichen  endlichen  Erschütterungsgebiete 
geht  also  auch  hier  eine  nach  allen  Seiten  fortschreitende  Welle 
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d-  — 

e  dz        2  dv    .  ^ 

dz  z  dz    ^ 

oder 

W  3^  +  75-^-"  =  ^' 

und  dies  ist  die  Differentialgleichung  für  die  Bessersche  Func- 
tion der  Ordnung  0  und  vom  rein  imaginären  Argument  ig 
[Bd.  I,  §.  68  (4),  §.  69  (13)] 

(5)  v  =  Jiig)  =  l-{-'~-]-^,  +  ^^^^,  +  --; 

die,  wie  von  der  Function  v  verlangt  wurde ,  für  xr  =  0  in  den 
Werth  1  übergeht. 


§.  123. 
Gegebener  Anfangszustand  im  unbegrenzten  Mittel. 

Wir  wollen  zunächst  den  Fall  betrachten,  dass  der  Anfangs- 
zustand für  alle  Werthe  von  x  gegeben  sei,  dann  haben  wir  an 
Stelle  der  Curve  c  die  a;-Axe  zu  setzen,  und  es  ist  also 

(1)  «=/(«),       j^j  =  Fix)     rdry  =  0, 

worin  f(x)  und  F(x)  gegebene  Functionen  von  x  sind. 

Die  Abscissen  der  Punkte  a,  ß  in  §.  121  (11)  sind  dann 
Xi  —  yi»  ^1  +  Vi  und  es  ist  in  dem  Integral  dy  =  0  z\x  setzen. 
Es  wird  für  y  =  0 

und  folglich  nach  §.  121  (11) 

»1  +  Vi 

(3)        2  M  (X,  t/O  =  fix,  -  2/0  +  fix,  +  j/0  +  J  "  F(x)  dx 

«i  +  Vi 


+  ^'1fS^(^)^^' 


^1— Vi 

worin 
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U\  1  ^  —  i  4-  -^  -I ?* U 

^^  e  dz        2  "^  22.4    ■"  22.43.6    ' 

für  0  =  0  endlich  bleibt. 

Um  von  der  Bedeutung  dieses  Resultates  eine  Anschauung 
zu  bekommen,  wollen  wir  annehmen,  die  anfängliche  Gleich- 
gewichtsstörung sei  auf  ein  endliches  Gebiet  beschränkt.  Es 
seien  also 

f(x)  =  0,    F(x)  =  0,    wenn  x  <ZK  o^^r  ^  >  ^2, 

worin  hi  und  Äj  die  Abscisscn  gegebener  Punkte  sind.  Wir 
nehmen  nun  einen  bestimmten  positiven  Werth  yi  von  y,  d.  L 
einen  bestimmten  Zeitpunkt.  Dann  zeigt  die  Formel  (3),  dass 
^(^M  tfi)  =  0  ist,  wenn 

(5)  ^1  <  Äi  —  yi  oder  oJi  >  &,  +  Vi- 

Es  pflanzen  sich  also  die  beiden  Enden  der  Welle  mit  con- 
stanter  Geschwindigkeit  c/a  [§.  121  (5)]  nach  vorwärts  und 
nach  rückwärts  fort.  Dies  ist  ebenso  wie  bei  der  Diflferential- 
gleichung  der  schwingenden  Saite  oder  bei  der  ungedämpften 
Welle.  Anders  aber  verhalten  sich  die  zwischenliegenden  Theile 
des  Mediums. 

Nehmen  wir  an ,  es  sei  t/i  bereits  grösser  als  Va  Qh  —  ä^) 
geworden,  und  betrachten  einen  Werth  von  x^^  für  den 

*a  —  yi  <  ^1  <  Ä,  +  yi, 

also  Xi  —  Vi  <  hl  und  r^i  -f-  yj  >  Äj,    so  sind  f(x^  —  y^)  und 
f(Xi  +  yO  gleich  Null  und  es  ergiebt  sich  aus  (3) 

(6)  2u,  =  j  vF{x)dx  +  2/1  J  ~  ||/W^^- 

Es  tritt  also  hier  zwischen  den  beiden  Enden  der  Welle 
nicht  wie  bei  der  schwingenden  Saite  eine  Region  der  Ruhe  ein, 
sondern  u  behält  auch  zwischen  beiden  Enden  einen  mit  der 
Zeit  veränderlichen  Werth. 

Es  haben  also  die  beiden  fortschreitenden  Wellen  kein  hin- 
teres Ende,  sondern  in  den  von  ihnen  überschrittenen  Gebieten 
stellt  sich  erst  nach  unendlich  langer  Zeit  der  Gleichgewichts- 
zustand wieder  her.  Hierin  unterscheidet  sich  also  das  Problem 
der  gedämpften  Welle  wesentlich  von  dem  der  ungedämpften, 
und  nähert  sich  dem  der  Wärraeleitung,  von  dem  es  sich  wieder 
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durch  die  endliche  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  vorderen 
Endes  der  Welle  unterscheidet. 

Wenn  wir  in  der  Formel  (3)  die  Annahme  machen 

(7)  /(«)  =  -  /(-  X),        F{x)  =  -  F{-  X), 

80  ergiebt  sich  Wj  =  0  für  a;,  =  0  und  jedes  beliebige  i/i*  Die 
Formel  (3)  entspricht  dann,  wenn/(a:)  und  F{x)  für  positive 
W^erthe  beliebig  gegeben  sind,  z.  B.  so,  dass  sie  nur  in  einem 
endlichen  Bereich  von  Null  verschieden  sind,  einer  Reflexion 
oder  Spiegelung  der  Welle  an  der  Ebene  a;  =  0. 

Bei  der  elektromagnetischen  Lichttheorie  würden  diese  An- 
nahmen zutreffen,  wenn  in  dem  reflectirenden  Medium  der  CoeCti- 
cient  X  einen  sehr  grossen  Werth  hat,  im  Vergleich  zu  dem 
Werthe,  den  er  in  den  angrenzenden  Medien  hat.  Dann  hat 
man  die  elektrischen  Kräfte  in  den  spiegelnden  Medien  wenig- 
stens nahezu  als  verschwindend  anzunehmen.  Dies  trifft  bei  der 
Reflexion  an  Metallflächen  zu. 


§.  124. 
Willkürlicher  Anfangszustand  im  Räume. 

Die  allgemeine  Differentialgleichung  für  die  gedämpfte  Welle 
[§.  121  (1)],  in  der  wir  «  =  1  setzen: 

lässt  sich  auf  den  speciellen  Fall,  den  wir  im  vorigen  Para- 
graphen behandelt  haben,  zurückführen,  nach  derselben  Methode, 
die  wir  im  §.  120  zur  Integration  der  Differentialgleichung  für 
die  ungedämpfte  Welle  angewandt  haben.  Wir  nehmen  einen 
willkürlichen  Punkt  p  mit  den  Coordinaten  arj,  t/j,  Zi  an  und 
bezeichnen  mit  r  den  Abstand  dieses  Punktes  von  einem  varia- 
blen Punkte,  ferner  mit  da?  das  Oberflächenelement  der  um  p 
beschriebenen  Einheitskugel.    Ist  dann 

(2)  Sl(r)  =  ^^  U  dü>, 

SO  genügt  Sl  der  aus  (1)  abzuleitenden  Gleichung  (§.  120) 
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und  hierzu  kommen  die  Bedingungen  für  den  Anfangszustand: 

für  t  =  0,    r>0  :  Sl  =  ^  \f(x,y,z)d(o  =  9  (r), 


dt 
und  für  r  =  0 

Ä  =  0. 


Demnach  setzen  wir 

(4)  q>(-r)  =  -  9 (r),        a>(-r)  =  -  0(r), 

und  können  dann  unmittelbar  die  Formel  §.123  (3)  anwenden, 
in  der  die  Functionen  9  und  0/c  an  Stelle  von  /  und  J*' treten. 
Wir  erhalten  mit  Rücksicht  auf  §.  121,  (3),  (5) 

(5)  2Ä  e.^*  =  9(r  +  et)  -|r  (p(r  —  et) 

r  +  ct  r-^-ct 

r  —  et  r — et 

worin  v  die  in  §.  122  (5)  bestimmte  Function  von  z  ist,  und  z 
die  Bedeutung  §.  123  (2)  hat: 

(6)  z  =  ^  ycn^  —  (x  —  ry^. 

c 

Um  den  Werth  von  U  im  Punkte  Xi,  yi,  Zi  zu  erhalten,  hat 
man  hieraus  den  GrenzAverth  von  Sl/r  für  r  =  0  zu  bilden, 
für  den  man  unter  Berücksichtigung  von  (4),  (6)  und  §.  123  (4) 
den  Ausdruck  erhält: 

(7)  U  =  e-:^t  [9.' (cO  +  i  1>(ct)  +  §79 (CO  + 

0  0 

worin 

ß 

c 


=  tl  ^cH^  —  x^. 


Von   einem  ursprünglichen   endlichen  Erschütterungsgebiete 
geht  also  auch  hier  eine  nach  allen  Seiten  fortschreitende  Welle 
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tricum  liegt  Die  Axe  dieses  Cy linders  ist  die  a;-Axe.  Es  hat 
dann  A  einen  constanten  positiven  Werth,  so  lange  r  <  iJ  ist, 
und  es  ist  A  =  0  für  r  >  B, 

Wir  fuhren  eine  sich  unmittelbar  bietende  particulare  Lö- 
sung an,  indem  wir  Ex^  Er^  M  von  x  und  von  t  unabhängig  an- 
nehnien.  Dann  sind  die  Gleichungen  (3),  (4)  und  die  zweite 
Gleichung  (2)  (§.  126)  befriedigt,  wenn  wir 

(1)  Ex  =  const        Er  =  0 
setzen,  und  die  erste  Gleichung  (2)  ergiebt: 

^       —  2nXExr  ^  ^ 

M= ,        r<iB.^ 

(2)  ' 

CT 

wonach  M  an  der  Oberfläche  des  Cy  linders  stetig  bleibt. 

Es  entspricht  diese  Lösung  einer  stationären  elek- 
trischen Strömung  in  einem  unbegrenzten,  gerade  ausgespannten 
Draht. 

Die  Annahme  (1)  entspricht  der  Voraussetzung,  dass  Er  bei 
dem  Uebergang  aus  dem  Draht  ins  Dielektricum  stetig  sei;  Er  ist 
aber  unstetig,  wenn  eine  elektrische  Flächenbelegung  auf  der 
Drahtoberfläche  angenommen  wird.  Dann  würde  man  Er  ausser- 
halb des  Dielektricums  nicht  =  0,  sondern  =  const/r  an- 
zunehmen haben,  wobei  sich  die  Constante  aus  der  Flächen- 
dichtigkeit der  Elektricität  bestimmt. 

Nach  Bd.  I,  §.  151  ist  A  E^  die  Dichte  des  Leitungs- 
stromes, und 

(3)  i  =  [kE^dq  =  27ck  [rE^dr 

0 

die  Intensität  oder  Stromstärke  des  Leitungsstromes. 
Bezeichnen  wir  mit  w  den  Leitungswiderstand  der  Längen- 
einheit, mit  q  den  Querschnitt  des  Drahtes,  so  ist  [Bd.  I,  §.  165  (8)] 

R 

(5)  wj  =  -  1  Exdq  =  -j^  1  rExdr 
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und  in  (1)  ist  also  die  Gonstante  bestimmt  durch 
(6)  ix  =  w  j. 

Die  Formeln  (3)  und  (5)  gelten  aber  auch  in  dem  Falle,  wo 
Ex  und  mithin  auch  j  nicht  constant  ist,  und  dienen  dann  als 
Definition  von  ^'.  Durch  j  wird  aber  nach  Bd.  I,  §.  151  haupt- 
sächlich die  durch  den  elektrischen  Strom  übertragene  Energie 
gemessen,  die  als  Joule 'sehe  Wärme  oder  in  anderer  Form  auf- 
tritt und  Verwendung  findet;  wj^  ist  die  in  der  Längeneinheit  des 
Drahtes  entwickelte  Joule'sche  Wärme  (falls  von  dem  Energie- 
verlust der  quer  verlaufenden  Ströme  abgesehen  wird)  und  es 
kommt  daher  vor  allem  auf  die  Kenntniss  von  j  an.  Nach  der 
Definition  (5)  ist  j  eine  Function  von  nur  zwei  Variablen  t  und 
X.  In  aller  Strenge  lässt  sich  aber  die  Bestimmung  von  j  nicht 
trennen  von  der  Bestimmung  der  Kraftcomponenten  für  das 
ganze  Feld,  die  von  drei  Variablen  ^,  x  und  r  abhängen.  An- 
genähert ist  dies  aber  unter  gewissen  Voraussetzungen  möglich, 
wie  wir  jetzt  zeigen  wollen. 


§.  128. 
Selbstinduction. 

Wir  multipliciren  die  Gleichung  (6),  §.  126  mit  rdr  und 
integriren  von  0  bis  R.  Dadurch  erhalten  wir,  mit  Rücksicht 
auf  §.  127  (3): 

m        r^n(^3L\      _i_    ^'   a^j  _  iis  d^j  dj 

^^  \  dr  )r=B  "^  2^T  dx'^  ~  2nk  dt''  "^  ^  öV 

und  unsere  Annahme  besteht  nun  darin,  dass  wir  in  dieser  Glei- 
chung das  erste  Glied 

vernachlässigen  dürfen.    Dann  ergiebt  sich  für  j  die  Gleichung 

also  dieselbe  Gleichung,  mit  deren  Integration  wir  uns  in  §.  121 
beschäftigt  haben,  und  für  die  wir  bereits  dort  den  Namen  der 
Telegraphengleichung   gebraucht    haben.     Sie  enthält  nur  noch 
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die  eine  unbekannte  Function  j  und  die  beiden  unabhängigen 
Variablen  x^  t^). 

Wir  wollen  versuchen,  uns  eine  Vorstellung  davon  zu  bilden, 
inwiefern  wir  berechtigt  sind,  das  Glied  (2)  in  der  Gleichung  (1) 

^)  Nach  der  vor -Maxwell' sehen  Theorie  der  elektrischen  Ströme 
erhält  man  diese  Gleichung  auf  folgendem  Wege  (Heaviside,  On  the 
extra  current.    Electrical  Papers  Vol.  I,  p.  93): 

Es  sei  Q  die  Elektricitätsmenge ,  die  vom  Anfangspunkt  der  Zeit  bis 
zur  Zeit  t  durch  einen  Querschnitt  des  Drahtes  mit  der  Abscisse  x  ge- 
flossen ist.  Dann  ist  'dQ/bt  die  auf  die  Zeiteinheit  bezogene,  in  dem 
Zeitelement  dt  durch  diesen  Querschnitt  geflossene  Elektrioitatsmenge, 
d.  h.  nach  der  älteren  Theorie,  die  Intensität  j  des  im  Drahte  flieasenden 
Stromes.    Also  ist 

Wenn  nun  C  die  auf  die  Längeneinheit  bezogene  Capacität  des 
Drahtes  ist,  so  ist  Cdx  die  Elektrioitatsmenge,  die  erforderlich  ist,  um  in 
dem  Element  dx  das  Potential  v  um  die  Einheit  zu  erhöhen.   Es  ist  hiemach 

'  ^X  ^  ^X  ^t 

Die  in  dem  Element  dx  thätige  elektromotorische  Kraft,  entspringt 
zum  Theil  aus  der  Spannuogsdifferenz,  die  dazu  den  Beitrag  (~()r/dj;)dx 
giebt  und  der  elektromotorischen  Kraft  der  Selbstinduction  — $(^ij/^)dxt 
wenn  s  der  auf  die  Längeneinheit  bezogene  Selbstinductions-Coeffi- 
cient  ist;  und  wenn  w,  wie  oben,  der  Widerstand  der  Längeneinheit  des 
Drahtes  ist,  so  ergiebt  sich  nach  dem  Ohm' sehen  Gesetz: 

Eliminirt  man  v  aus  a)  und  b),  so  folgt: 

'  ^x^  ö^*   '         de 

Diese  Gleichung  stimmt  mit  der  Gleichung  (3)  überein,  wenn  wir 
setzen : 

d)  /US  =z  c^CSf        ^n/uX  =z  c*  Cw. 

Hierbei  ist  c  die  Lichtgeschwindigkeit;  C\  Sy  w  sind  die  Capacität, 
der  Selbstinductionscoefficient,  Widerstand  der  Längeneinheit. 

Hier  ist  X  in  elektrostatischem  Maass  ausgedrückt.  In  den  Producteo 
Cs,  Cw  ist  die  Maasseinheit  gleichgültig.  Wenn  man  aber  X  in  elektro- 
magnetischem Maasse  ausdrückt,  so  wird  einfacher: 

e)  4n  ju  X  =  Cw. 

Der  bedenklichste  Punkt  in  dieser  Theorie  ist  der,  dass  das  Potential 
r  nicht  allein  von  der  in  dx  enthaltenen  Elektrioitatsmenge,  sondern  von 
der  ganzen  elektrischen  Vertheilung  abhängt,  und  dass  also  auch  die  Caps- 
cität  nicht  coDstant,  sondern  von  dieser  Vertheilung  abhängig  ist 
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wegzulassen.  Es  genügt  dazu  nicht,  dass  dieses  Glied  an  sich 
klein  sei,  sondern  es  muss  klein  sein  im  Vergleich  zu  einem 
Werth,  den  wenigstens  eines  der  anderen  Glieder  der  Gleichung 
(l)  annehmen  kann,  wenn  die  Gleichung  (3)  nach  der  Vernach- 
lässigung kleiner  Glieder  noch  irgend  einen  Inhalt  haben  soll. 
Bei  den  nicht-magnetischen  Metallen  können  wir  dabei  ft  nahezu 
gleich  1  annehmen.  Wir  denken  uns  jetzt  den  Radius  des 
Drahtes  sehr  klein,  jedoch  so,  dass  die  Stromintensität  j  und 
der  Widerstand  w  endliche  Werthe  behalten.  Es  müssen  dann 
die  Schwankungen  von  Ex  innerhalb  eines  Querschnittes  hin 
länglich  klein  sein,  wenn  die  Vernachlässigung  von  (2)  ge- 
stattet sein  soll.  Um  dies  etwas  genauer  auszudrücken,  bezeichnen 
wir  mit  (dj/df)  einen  mittleren  Werth  des  Differentialquotienten 
dj/di  in  dem  Bereich  der  Variablen  a;,  t^  in  dem  die  Differential- 
gleichung (1)  angewandt  werden  soll,  dann  ist  die  Gleichung  (3) 
zulässig,  wenn  der  Quotient 


c^r 


dEx 


(i)  '^ 


m 

für  r  =  R  eine  gegen  1  zu  vernachlässigende  Zahl  ist 
Hierin  können  wir  nun  nach  §.  127  (6) 


/dj\  _  i  (dEx\ 

\dt)  ~  w\dt  ) 


setzen,  worin  XdEx/dt)  einen  mittleren  Werth  von  dEx/dt  im 
Bereich  der  Variablen  x,  t  und  r  <C  B  bedeutet     Wenn  wir 

(5)  10^  z=  c^w 

setzen,  so  ist  w^  der  Widerstand  der  Längeneinheit  des  Drahtes, 
in  elektromagnetischem  Maasse  ausgedrückt,  und  die  Zahl, 
die  klein  sein  muss,  ist  also: 

dEx 


(6) 


^n.r  ^^ 


i. 


Nehmen  wir  beispielsweise  an,  es  sei  Ex  in  Bezug  auf  t 
und  r  periodisch  mit  den  Perioden  T  und  L  (ohne  damit  sagen 
zu  wollen,  dass  diese  Annahme  mit  der  Differentialgleichung  ver- 
träglich sei),  setzen  wir  also 
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-h         j       27tt        2nr 
Ex  =  A  cos  -rfr  cos   -j^- , 

T  L 

worin  Ä  von  r  und  t  unabhängig  ist,  so  ergiebt  sich,  dass 

L 

eine  kleine  Zahl  sein  müsste.  Hierin  in  WmH  der  elektro- 
magnetisch gemessene  Widerstand  eines  Drahtstückes  von  der 
Länge  iJ,  der  durch  eine  Geschwindigkeit  gemessen  wird,  und 
dieser  Widerstand  muss  also  klein  sein  im  Vergleich  zu  L/J, 
was  wir  als  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  angenommenen 
Wellenbewegung  bezeichnen  können. 


§.  129. 

Integration   der  Telegraphengleichung  durch    die 
Methode  der  Particularlösungen. 

Im  §.  121  haben  wir  die  Gleichung  (3)  des  vorigen  Para- 
graphen nach  der  Rie  mann 'sehen  Methode  behandelt  und  unter 
gewissen  Voraussetzungen  über  die  Nebenbedingungen  integrirt 
Es  bietet  aber  die  Behandlung  nach  der  Fourier'schen  Me- 
thode neue  Gesichtspunkte  und  soll  hier  daher  noch  kurz  be- 
sprochen werden.  Wir  suchen  also  zunächst  particulare  Lösungen 
der  Differentialgleichung 

indem  wir  setzen 

(2)  ^•  =  ^e»(«'  +  ^'), 

worin  A^  a,  ß  reelle  oder  imaginäre  Constanten  sind.  Um  diesen 
und  allen  daraus  abgeleiteten  Ausdrücken  eine  physikalische 
Bedeutung  zu  geben,  braucht  man  nur  den  reellen  Theil  bei- 
zubehalten. 

Die  Differentialgleichung  (1)  wird  durch   den  Ausdruck  (2) 
befriedigt,  wenn  die  Constanten  «,  ß  der  Bedingung  genügen: 

(3)  ^aß^  —  ^Tt^kiß  —  ««c«  =  0. 

Wir  wollen  zunächst  a  reell  annehmen.    Dann  ist  die  durch 
(2)   dargestellte    Function   j    in   Bezug  auf  x  periodisch.     Die 
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Periode  2n/u  heisst  die  Wellenlänge;  ß  wird  aus  der  quadra- 
tischen Gleichung  (3)  bestimmt,  aus  der  sich 

ergiebt 

Man  erhält  also  zwei  Werthe  ß^,  ß^  für  ß^  und  die  beiden 
Werthe  ißi^  iß^  sind  entweder  conjugirt  imaginär,  wenn 

(5)  «'>-->.■ 

oder  reell,  wenn 

immer  aber  sind  die  reellen  Theile  von  ißi^  iß^  negativ.  Es 
findet  also  eine  zeitliche  Dämpfung  des  anfangs  vorhan- 
denen periodischen  Zustandes  statt,  im  ersten  Fall,  (5),  unter 
immer  schwächer  werdenden  zeitlichen  Oscillationen ,  im  zweiten 
Falle,  (6),  ohne  Oscillationen. 

Wenn  ein  beliebig  gegebener  Anfangszustand  durch  die 
particulare  Lösung  (2)  dargestellt  werden  soll,  so  können  wir 
u  alle  reellen  Werthe  von  —  oo  bis  -j"  ®  durchlaufen  lassen 
und  dann  den  Fourier'schen  Lehrsatz  anwenden.  Wir  haben 
dann  die  Bedingung  zu  erfüllen,  dass  j  und  dj/dt  für  <  =  0  in 
gegebene  Functionen  von  x  übergehen ,  die  wir  mit  jo  (a;),  ji  (x) 
bezeichnen.  Wir  setzen  nach  (2),  indem  wir  mit  -^.j,  -4,  Func- 
tionen von  a  bezeichnen: 

+  00 

(7)  j  =    [  (A^e*(^i^  +  A^e*^t^)e*^'du, 

OD 

+  OD 

(«)  ^  =  i  j  ißiA.e'fi^'  +  /J,^,eW)c'"  da, 

—  00 

und  wenn  wir  den  Fourier'schen  Lehrsatz  in  der  Form  an- 
wenden (§.  76): 

+  •  +00 

(^>  ^^""^  =  2li  j  '^^  j/(l)e'«<-«>  dl, 

00  00 

80  ergeben  sich  zur  Bestimmung  der  Functionen  Ai^  A^  die  beiden 
Gleichungen: 

21* 
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+  00 


^^+^>  =  ^lM^)e-<'•^ 


dl 


(10) 


—  00 
-t-00 


ßtA,-\-ß,A,  =  -^^  jia)  c--«  dl 


OD 


Die  zweite  Annahme,  die  wir  machen,  wenn  nicht  der  An- 
fangszustand, sondern  eine  bestimmte  Form  der  Abhängigkeit 
von  der  Zeit  gegeben  ist,  besteht  darin,  dass  ß  reell,  also  die 
particulare  Lösung  (2)  in  Bezug  auf  die  Zeit  periodisch  ist.  Die 
Periode  2n/ß  heisst  dann  die  Schwingungsdauer.  Aus  (3)  er- 
giebt  sich 

(11)  c«  =  Vft«/33  —  Ait^kiß. 

Es  ist  also  a  weder  reell  noch  rein  imaginär  (ausser  für 
ß  =  0).  Wählen  wir  das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  in  (11) 
so,  dass  der  reelle  Theil  von  ia  negativ  wird,  so  verschwindet 
der  Ausdruck  (2)  für  j  für  unendlich  grosse  positive  x  und  wird 
unendlich  für  unendlich  grosse  negative  x. 

Zur  Erhaltung  dieses  Zustandes  ist  eine  fortwährende  Zufuhr 
von  Energie,  eine  Erregung  nothwendig,  die  wir  uns  auf  der 
Seite  der  negativen  x  im  Unendlichen  denken,  und  die  wir,  da- 
mit ihr  Einfluss  im  Endlichen  noch  merklich  sei,  unendlich 
gross  annehmen  müssen. 

Einen  allgemeinen,  dieser  Vorstellung  entsprechenden  Aus- 
druck erhalten  wir,  wenn  wir  A  als  eine  willkürliche  Function 
von  ß  annehmen,  und  das  Integral  bilden 

+  00 

(12)  j  =  f  ^e»(«^  +  ^*)d/3, 


00 


und  nun  kann  man  die  Function  A  etwa  so  bestimmen,  dass  ; 
für  a:  =  0  eine  gegebene  Function  von  t  wird. 


§.  130. 
Bestimmung  des  elektromagnetischen  Feldes. 

Ist  j  durch  Integration  der  Gleichung  (3),  §.  128  als  Func- 
tion von  X  und  t  bekannt,  so  bleibt  noch  übrig,  den  Zustand  des 
ganzen   elektromagnetischen   Feldes  zu   ermitteln.     Dazu  genügt 
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die  Kenntniss  der  magnetischen  Kraft  Jtf,  die  als  Function  von 
r.  X  und  t  zu  bestimmen  ist.    Setzen  wir  zur  Abkürzung 

(1)  rM=P, 

80  ergeben  die  Gleichungen  §.  126  (2),  (5): 

und  für  den  Raum  des  Dielektricums,  wo  A  =r  0,  c  =  ft  =  1  ist: 

,-.  ,/    c    1  ^P    .    8»P\        8«P 

(3)  ''H'äFr  ^  +  ä^)  =  ^- 

Die  Gleichung  (2)  wollen  wir  zwischen  den  Grenzen  0  und 
R  integriren  und  erhalten,  da  M  und  um  so  mehr  P  für  r  =  0 
▼erschwindet,  wenn  wir  mit  Pq  den  Werth  von  P  für  r  =  iJ 
bezeichnen,  mit  Rücksicht  auf  §.  127  (3) 

worin  sich  e  und  A  auf  den  Draht  beziehen.  Denken  wir  uns  j 
als  Function  von  x  und  t  bekannt,  so  ist  die  Gleichung  (4)  eine 
Grenzbedingung,  die  sich  auf  r  -=  R  bezieht.  Wenn  wir  aber 
R  als  unendlich  klein  annehmen,  so  können  wir  unter  Po  auch 
den  Werth  von  P  für  r  =  0  verstehen,  und  wir  werden,  wenn 
wir  die  Gleichung  (3)  mit  dieser  Grenzbedingung  integriren,  eine 
Lösung  erhalten,  die  für  Werthe  von  r,  die  im  Vergleich  zu  R 
gross  sind,  eine  brauchbare  Annäherung  giebt. 

Ausserdem  wollen  wir  noch  die  Bedingung  hinzu- 
nehmen, die  wir  im  Falle  des  stationären  Zustandes 
bewährt  gefunden  haben,  dass  P  für  r  =  oo  nicht  un- 
endlich werden  soll. 

Um  die  Differentialgleichung  (3)  zu  integriren,  suchen  wir 
particulare  Integrale.     Wir  setzen 

(5)  P  =  e»(««+i^og, 

worin  «,  ß  Constanten  sind,  und  Q  eine  Function  von  r  allein 
sein  soll.     Dadurch  ergiebt  sich,  wenn 

(6)  y2  =  «2  -  P- 
gesetzt  wird,  für  Q  die  Differentialgleichung 

(7)  r  ;p  -  -^  —  y2  g  =  0. 
^  dr  r    dr        '    ^ 
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Wenn  wir  hierin 

setzen,  so  erhalten  wir  durch  Integration  nach  r,  wobei  die 
additive  Constante  Null  gesetzt  werden  kann,  für  ^  die  Diffe- 
rentialgleichung : 

oder 

d^m        \  dW 

Dies  ist  aber  die  BesseTsche  Differentialgleichung  mit  den 
beiden  particularen  Integralen  J{iyr),  K{iyr),  und  nach  Bd.  I, 
§.  73  (5),  (6)  hat  diese  Gleichung  also  auch  ein  particulares 
Integral  der  Form:  

(11)  ^f=e-yr'^^^S{2yr). 

Ein  zweites  particulares  Integral  erhält  man  daraus,  wenn 
man  y  in  —  y  verwandelt.  Da  aber  W  für  ein  unendlich  grosses 
r  nicht  unendlich  werden  darf,  so  können  wir,  so  lange  wenig- 
stens y  nicht  rein  imaginär  ist,  nur  das  eine  dieser  beiden 
Integrale  beibehalten,  nämlich  das,  in  dem  y  einen  positiven 
reellen  Theil  hat.  Dann  verschwindet  W  für  ein  unendliches  r. 
Denn  S{si)  hat  für  ein  unendliches  -er,  wie  im  §.  75  des  ersten 
Bandes  nachgewiesen  ist,  einen  endlichen  Werth. 

Im  Bd.  I,  §.  74  haben  wir  die  Entwickelung  gefunden 

und  hieraus  ergiebt  sich  durch  Differentiation: 


(12)  -'i^e    «  |/j  S{z)  = 


d^   -4- 
de 


und  wenn  man  hierin  e  ^=  2yr  setzt,  so  erhält  man  einen  Aus- 
druck, der  in  (5)  für  Q  gesetzt  werden  kann.  Der  Werth  von 
Q  wird  also  =  1   für  xr  =  0.     Diese    Function    Q  kann   dann 
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noch  mit  einem  Factor  multiplicirt  werden,  der  eine  willkürliche 
Function  von  a,  ß  ist 

Nehmen  wir  als  einfachstes  Beispiel  für  j  einen  der  Aus- 
drücke aus  §.  129: 

(13)  j  =  J[g»(««+.''o 

mit  der  Bedingung: 

14)  iiaß^  —  4tnnkiß  —  «2^»  =  q^ 

so  ergiebt  sich  aus  (4) 

(15)  cPo  =  -  2^  (^1  +  1^)  6^(-+.^o, 

und  folglich,  wenn  Q(z)  die  durch  (12)  definirte  Bedeutung  hat: 

(16)  cP  =  -2a(i-\-  ^^  g.(«x  +  ßo  Q^yr), 

worin  yä  =r  «a  —  /J«  zu  setzen  und  y  mit  positivem  reellem  Theil 
zu  nehmen  ist.  A  kann  dann  auch  eine  complexe  Constante 
sein,  und  um  einen  Ausdruck  mit  realer  Bedeutung  zu  erhalten,  hat 
man  für  P  den  reellen  Theil  des  Ausdruckes  (16)  zu  nehmen. 
Diese  Ausdrücke  kann  man  dann  wie  im  §.  129  summiren,  und 
kann  so  z.  B.  einen  willkürlich  gegebenen  Anfangszustand  im 
Drahte  berücksichtigen.  Soll  auch  noch  ein  gegebener  Anfangs- 
zustand im  Felde  befriedigt  werden,  so  muss  man  eine  Lösung 
der  Gleichung  (3)  hinzufügen,  die  für  r  =  0  verschwindet  und 
gegebenen  Anfangswerthen  von  M  und  dM/dt  entspricht.  Man 
setzt,  um  die  Methode  von  §.  120  anwenden  zu  können,  im 
§.  126  (7) 

r 

P  =  irüdr, 

0 

oder,  was  dasselbe  ist 

jr_drM 

rdr  ' 

und  hat  dann  auch  gegebene  Anfangswerthe  von  ü  und  dU/dt. 
Diese  Lösung  lässt  sich  auch  durch  BesseTsche  Functionen 
mit  reellem  Argument  darstellen. 

Wollen  wir  die  elektrische  Componente  Ex  an  irgend  einer 
Stelle  des  Feldes  bestimmen,  so  führt  dazu  die  erste  Gleichung 
(2),  §.  126,  die  hier  so  lautet: 


(17) 


c  crM       dEx 


r     ör  dt 
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Setzen  wir  hierin  nach  (5) 

(18)  rM=  P  =  e»>'+.^0(2, 
so  folgt  durch  Integration  in  Bezug  auf  t : 

(19)  E,  =  --4-^  e.(«x+^«), 
^     ^  tßr  dr 

und  nach  (7)  und  (8)  ist 

dO 


fi 


dr 
also  erhalten  mr 

(20)  E^  =  —  %  e»(«x  +  /*o  W. 

Diese  Kraft  ist  es,  die  in  einem  etwa  an  der  Stelle  x^  r  an- 
gebrachten, zu  dem  ersten  parallelen  Draht  eine  inducirende 
Wirkung  hat,  und  die  Formel  (11)  zeigt,  nach  welchem  Gesetz 
diese  Induction  mit  wachsender  Entfernung  r  der  beiden  Drähte 
abnimmt. 

$i.  131. 

Nachweis  der  Uebereinstimmung  der  beiden   Lösungen 

der  Telegraphengleichung. 

Die  Lösung  der  Telegraphengleichung  bei  gegebenem  Anfangs- 
zustand,  die  wir  im  §.  129  (7),  (10)  gefunden  haben,  hat  eine  ganz 
andere  Form,  wie  die  durch  die  Riemann'sche  Methode  (§.  123) 
erhaltene,  obwohl  die  Grenzbedingungen  ganz  dieselben  sind. 
Es  ist  nun  von  Interesse,  diese  beiden  Resultate  mit  einander 
zu  vergleichen  und  auf  einander  zurückzuführen. 

Zu  diesem  Zweck  stellen  wir  zunächst  die  beiden  Formen 
zusammen.  Es  handelt  sich,  wenn  wir  die  geeigneten  Variablen 
einführen,  um  die  Integration  der  Differentialgleichung: 

unter  der  Bedingung,  dass 

(2)  füry  =  0:    «=/(«),        ^  =  F(x) 

sei,  wo  f{x)  und  F{x)  gegebene  Functionen  von  x  sind. 

Der  Lösung,  die  wir  im  §.  123  (3)  erhalten  haben,  geben  wir 
die  folgende  Form,  indem  wir  x^,  y^  durch  a?,  y  und  die 
Integrationsvariable  x  durch  |  ersetzen: 
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(3)  2«=/(x-y)+/(a;  +  y) 

x+y  x+y 

x—y  «— y 

worin 


(4)  Z  =  yy2_(^_|yi, 

(5)  V  =  J{iz)    (Bessel'sche  Function), 
und  hierfür  können  wir  auch  setzen 

x+y  x+y 

(6)  2u  --=  ^vF(g)di  +  ^  1  ''f^^^^^- 

x—y  X— y 

Die  Gleichung  §.  129  (1)  geht  aber  in  (1)  über,  wenn  wir 

c  =  1,    ft  =  1,     6  =  1,     2;rA=l,    j  =  er-*u 

setzen  und  dann  y  für  t  schreiben.    Die  Gleichung  §.   129   (3) 
wird  jetzt 

|32  _  2t/J  —  «2  =  0 

und  ergiebt  

iß  =  —  l±  i^a^  —  h 

Hiernach  erhalten  wir  aus  §.  129  (7),  wenn  ¥dr 

Ä  =  A,-{-A,,    B  =  i{A,  —  A,) 
setzen: 

+  00 

(7)  u=  \[A  cosyya2_  i   4.  Bsiny^a^-^  l]c««*da, 

und  für  die  Functionen  A,  B  von  a  erhält  man  aus  §.  129  (10) 
oder  aus  dem  Fourier' sehen  Lehrsatz  (§.  76): 

+  00 

(8) 


A^  2 


— 00 

+  C0 


■^  OD 


also: 

(9)  2w   = 

4-00+00  p 

/(l)  cosyVa«  — 1  +  -7==^  sinyVa«— 1 

ya^ — 1 


+  00  +00 


—  00     —  00 
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Dies  können  wir  endlich  auch  so  darstellen: 

/,^N  n  1  fT     f  r>.-F(|)8inwVa2— 1    ,„,,    t, 

^     ^  »J        J  V«*  — 1 


—  so  — 00 

-|-  00  +00 


'    n  dy  ]        J  Va^—  1 


—  00  00 


Zum  Nachweis  der  Uebereinstimmung  von  (6)  und  (10)  ge- 
nügt es  also,  wenn  für  eine  willkürliche  Function  /(|)  die 
Richtigkeit  der  Relation 

+  00         +00  ^  «+y 

(11)    ij  d«jrf|/(|) '-^^0^-  «*«<'-«>  =  {«'/(Ddl 

—  00       —  00  '  x  —  y 

bewiesen  werden  kann,  in  der  v  durch  (4)  und  (5)  bestimmt  ist. 
Der  Beweis  dieser  Formel  lässt  sich    mit  Hülfe   eines  be- 
stimmten   Integrals    aus    der   Theorie  der  Bessel'schen   Func- 
tionen führen. 

Wir  haben  nach  Bd.  I,  §.  68  (6): 
(12)  J{x)  =  ^  [  e*'«>-«  du 


—  7t 


und  daraus,  wenn  r,  <p  gegebene  Grössen  sind: 

7t 

(13)  J(r  sin  9  sin  d)  g»>co»9coi^  sin  a-  dd  = 

0 

7t     +7t 

L<r(oosyco«*+ «in^sin^coBCU)    gin '9'  d '9'  d  CD. 

27C  }    J 

0      —7t 

Wir  wollen  nun  9,  «d*  als  Seiten,  cd  als  den  von  ihnen 
eingeschlossenen  Winkel  in  einem  sphärischen  Dreieck  (abc) 
(Fig.  48)  betrachten,  so  dass,  wenn  0  die  dem  Winkel  o  gegen- 
überliegende Seite  bedeutet, 

(14)  COS0  =  coscp  cos '9'  -f-  sing?  sin '9'  cos© 

ist,  während  sin ^  d '9' dco  =  do  ein  Flächenelement  bei  c  auf 
der  Einheitskugel  ist.     Demnach  ergiebt  das  Integral  (13) 
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[  J{r  sin  9  sin-^)  e^root^cot;^  sin-^  d-fr  =  —  [  e^^"^^  do, 

0 

worin  die  Integration  nach  do  über  die  ganze  Kugelfläche  aus- 
zudehnen ist. 

Nehmen  wir  aber  den  Punkt  b  als  Pol,  so  können  wir  dafür 
setzen,  wenn  Sl  den  der  Seite  %^  gegenüberliegenden  Winkel  be- 
deutet: 

TT    +  « 

(15)  j^_  f  f  e<rco.»8in8d8dß  =  ?^^^-=^^^, 

und  wir  haben  also,  wenn  wir 

r  cos  9  =  w,    r  sin  9  =  n,     cos  d^  =  k 

setzen,  nach  (13)  die  Integralformel: 

+1 


(16)  f  J(«Vl^^)e'-.^d;i  =  L«i°V»»*+«' 


— 1 


'm^-\-n^ 


Diese  Formel  ist  zunächst  für  reelle  m,  n  bewiesen;  da  aber 
auf  beiden  Seiten  durchaus  eindeutige,  endliche  und  stetige 
Functionen,  auch  für  complexe  m,  n  stehen,  so  muss  diese 
Gleichung  eine  Identität  sein,  und  wir  können  darin  also  auch 
m,  n  irgend¥ae   complex   annehmen.     Setzen  Yig,  48. 

wir  also  m  =  —  «y,  n  =  iy^  und  dann  noch  ^^^^  » 

A  für  j^A,  so  folgt: 

siny^a'^  —  1  


(17) 


y««  —  1 

1  [  J(iyp^^)e-*«^dA. 


Dies  wenden  wir  an  zur  Umformung  des  Ausdruckes 
(18)  U=l-  fda  |7|  /  (S)  '^^^^^^  e*'^'-K 


00         00 


Wenn  wir  darin  die  Integrationsfolge  vertauschen,  und  für 
den  sinus  den  Ausdruck  aus  (17)  einsetzen,  so  folgt: 
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+  00  +00       +y 

(19)  U=:^  [/(|)d|  fd«  jdA  J(i^f^^)e*'a'-^-^\ 

OD  CD         —y 

und  nach  dem  Fourier' sehen  Lehrsatz  [§.  129  (9)]  ist: 

+  eo        +y 

(20)  ^  f  da  idl  J  (i  Vy*  -  A»)  e*«[(«-5)-Al 

—  00       — y 

=  J[ih'  —  {^-^f\    wenn  (x-^y  <  y\ 
=  0  wenn  (x  —  ^)*  >  y*. 

Demnach  folgt  aus  (19): 

z  +  y 

(21)  tr  =  j/(|)  ./  [.•  Vy»  -  (x  -  I)»]  d I, 
wodurch  die  Formel  (11)  bewiesen  ist. 


Siebenzehnter  Abschnitt. 

Reflexion  elektrischer  Sohwingungen. 


§.  132. 

Reflexion  ebener  elektromagnetischer  Wellen. 

Die  elektromagnetischen  Grundgleichungen  haben  sich  am 
besten  bewährt  bei  der  Anwendung  auf  die  Theorie  der  Versuche, 
die  Hertz  über  die  Fortpflanzung  elektrischer  Wellen  angestellt 
und  durch  die  er  alle  wesentlichen  Eigenschaften  der  Licht- 
erscheinungen auch  an  elektrischen  Wellen  nachgewiesen  hat. 
Um  einen  Ausgangspunkt  für  die  Theorie  dieser  Erscheinungen 
zu  gewinnen,  betrachten  wir  zunächst  einen  ganz  einfachen  Fall. 

In  einem  unbegrenzten  Felde  sei  ein  elektromagnetischer  Zu- 
stand, der  nur  von  einer  räumlichen  Coordinate  x  und  von  der 
Zeit  t  abhängt  Von  den  sechs  Componenten  der  elektrischen 
und  magnetischen  Kraft  seien 

Ex  "=■  0,        Ey  =  -E,        Eg  =  0, 
Mx  =  0,       My  =  0,        Mn  =  M 

und  £  und  M  seien  Functionen  von  x  und  t 

Die  Maxwell'schen  Gleichungen  [Bd.  I,  §.  152  (4),  (5)] 
reduciren  sich  bei  dieser  Annahme  auf  zwei: 

(1)  ^^  ^"^ 

^  ^  dE  _  dM 

^  dx  ~        ^  dt' 

Wir  nehmen  ferner  an,  dass  ein  von  der  yz-Ehene  begrenzter, 
sonst  aber  unbegrenzter  Leiter  mit  der  Luft  oder  dem  leeren 
Baum  in  Berührung  stehe.    Dann  sind: 
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für  a;  >  0,    «  =  u  =  1,    X  =r  0, 

für  ic  <  0,    fi,  ft,  X,    positive  Constante. 

Bezeichnen  wir  mit  E^  M  die  Werthe  dieser  Functionen  auf 
der  Seite  der  positiven  o;,  also  im  Dielektricum ,  mit  E'^  M'  die- 
selben Functionen  für  negative  x^  also  im  Leiter,  so  erhalten  wir 
noch  als  Grenzbedingung  (Bd.  I,  §.  156,  1): 

(3)  für  rr  =  0    ist      E  =  E\    M=  M'. 

Zur  vollständigen  Bestimmung  von  E  und  M  wäre  noch  die 
Kenntniss  des  Anfangszustandes  erforderlich.  Statt  dessen  suchen 
wir  particulare  Lösungen,  wie  sie  aus  der  Annahme  einfacher 
Sinus-Schwingungen  hervorgehen.    Wir  setzen  also: 

E=  Ue^^\        E'  =  C/'c»«S 

worin  C/,  F,  ü\  F'  Functionen  von  x  allein  sind;  u  ist  eine 
reelle  Constante,  die  mit  der  Schvdngungsdauer  der  OscillatioD, 
jT,  durch  die  Gleichung  zusammenhängt: 

—  ^ 

Die  Ausdrücke  (4)  ergeben  sich  dann  in  imaginärer  Form, 
von  der  im  Endresultat  nur  der  reelle  Theil  beizubehalten  ist 

Zur  Bestimmung  der  Functionen  C,  F,  f7',  F',  die  gleichÜEÜls 
imaginär  sein  können,  erhalten  wir  nun  aus  (1)  die  folgenden  Diffe- 
rentialgleichungen : 

•      TT  ^^ 

(^)  .      ^  äü  '>' 

luV  =  — 


(ias  4-  A7ck)U'  =  —  c 


dx 
dV 


fix  ' 

(6)  a;  <  0 

^  dx 

und  durch  Integration  von  (5)  erhält  man: 

(7)  ^=       a,«V'  +  a.rV-, 

TT  *         I  * 

F=  —  ttjC«      -j-a^c     *    , 
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worin  Ol,  O)  Constanten  sind,  die  gleichfalls  imaginär  sein  können. 
Um  (6)  ZQ  integriren,  haben  wir  zwei  particulare  Integrale: 

(8)  ü'  =  a'e       <'      ,        r'  =  Ve       <^      ,       a?  <  0 

zu  bilden,  und  erhalten  zunächst  durch  Elimination  von  a',  b' 
für  p  -f-  t<5  die  quadratische  Gleichung 

(9)  (Q  +  tö)«  =  »>  (»6  4-  ^)  =  -  <te  +  2t> TX. 

Wenn  X  nicht  verschwindet,  so  ist  der  Ausdruck  auf  der 
rechten  Seite  nicht  negativ  reell,  und  folglich  kann  q  nicht 
gleich  Null  sein.    Wir  setzen  also 

(10)  Q  +  iö  =  V— ft£  +  2iftTA, 

und  behalten  von  den  beiden  Werthen  der  Wurzel  nur  den  einen 
bei,  in  dem  der  reelle  Theil  q  einen  positiven  Werth  hat 
Denn  bei  negativem  q  würden  die  Ausdrücke  (8)  für  ein  un- 
endlich grosses  negatives  x  unendlich  gross  werden,  was  unmöglich 
ist.    Zwischen  a'  und  b'  ergiebt  sich  aus  (6)  noch  die  Beziehung 

(.1)  ».=  _„.<L±i<f, 

und  a!  ist  eine  Constante,  die  ebenfalls  imaginär  sein  kann. 

Um  nun  das  Ergebniss  in  reelle  Form  zu  bringen,  ersetzen  wir 
«1,  O),  a!  durch  üi  +  i6i,  ^2  -\-  ib^^  a'  -j-  ib\  und  verstehen  unter 
öi»ii»««iij»  ö'i  i'  reelle  Constanten.    Dann  ergiebt  sich  aus  (7),  (4): 

£=  (a,  +  ib,)e''^'^^^  +  (a.  +  »63)«'"^'"^^, 
und  wenn  wir  nur  den  reellen  Theil  beibehalten  für  a;  >  0: 

(12)  E  =  a^  cosa  U  H — \  -\-  a^  cosa  it j 


und  ebenso 


—  fcisin«  u  -| — \  —  6t  sin«  it j, 

(13)  M  =  —  UiCosa  U  -| — j  -f-  Ojcosa  \t j 

-f-  bi  sina  U  -| — j  —  b^  sina  \t V 

Diese  Ausdrücke  sind  auch   in  Bezug   auf  x  periodisch, 
und  ihre  Periode  L,  die  die  Wellenlänge  genannt  wird,  hängt 
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mit  der  Schwingungsdauer  T  durch  die  Gleichung  zusammen: 

(14)  L  =  ^^^  =  cT, 

wonach  das  Verhältniss  z¥dschen  der  Wellenlänge  und  Schwingungs- 
dauer (im  leeren  Räume  und  in  der  Luft)  gleich  der  Licht- 
geschwindigkeit ist. 

Setzen  wir  noch,  indem  wir  mit  A^^  A^,  oi^^  (i^  neue  Con- 
stanten bezeichnen: 

a,  =  ^icos«!,        61  =  JLjSinai, 
a^  =  ^3  cos  «2,        02  =  -4-2  sm  «2, 
so  erhalten  ¥dr 

E=       Aco8[^a^<+|)  +  aiJ  +  ^,cos|^a(^<  — |Wa,l, 

M  =  —Ay^  cos  l^a  ^^+  f  j-f  aiJ4-^  cos  |^a^e— ^Wo,!, 

wofür  wir  auch  abgekürzt  setzen: 

J5  =        -4i  cos  01  -|-  -^a  ^ös  ®a» 
Jtf"  =  —  J.1  cos  01  -|-  J.2  cos  02- 

Der  erste  Theil  in  diesen  beiden  Ausdrücken,  der  von  ^i 
abhängt,  bleibt  ungeändert,  wenn  die  Zeit  t  um  ebenso  viel  . 
wächst,  als  xjc  abnimmt,  und  stellt  daher  eine  in  der  Richtung 
der  negativen  :r-Axe  laufende  Welle  dar.  Ebenso  stellt  der  zweite 
eine  in  der  Richtung  der  positiven  z  laufende  Welle  dar.  Be- 
trachten wir  die  Ebene  :r  =  0  als  spiegelnde  Fläche,  so  können 
wir  die  erste  die  einfallende,  die  zweite  die  reflectirte 
Welle  nennen. 

Unter  der  Phase  einer  Welle,  die  durch  einen  einfachen  Cosinus 
dargestellt  ist,  versteht  man  den  Ueberschuss  des  unter  dem 
Cosinus -Zeichen  stehenden  Winkels  über  das  nächst  kleinere 
Vielfache  von  2«.  Es  haben  daher  nach  (16)  die  elektrischen 
und  magnetischen  Wellen  die  gleiche  Phase.  Dagegen  wird 
bei  der  einfallenden  und  der  reflectirten  Welle  im  AUgemeineo 
ein  Phasenunterschied  stattfinden. 

Die  absoluten  Werthe  der  Coefficienten  A^^  A^  heissen  die 
Amplituden  der  beiden  Wellen.  Nach  Bd.  I,  §.  153  ergiebt 
sich  für  die  einfallende  Welle  der  Energiestrom  in  der  Richtung 
der  negativen  rr-Axe  A}go%^®^  und  für  die  reflectirte  Welle  in 
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der  Richtung  der  positiven  a;-Axe  A^cos^S^.  Die  Quadrate  der 
Amplituden  A^^  A^  heissen  die  Intensitäten  der  beiden  Wellen. 
Um  aber  die  Beziehung  zwischen  den  Phasen  und  Amplituden 
der  beiden  Wellen  zu  finden,  müssen  wir  auf  den  Vorgang  im 
Leiter,  also  auf  die  Ausdrücke  E'  und  M'  und  die  Grenz- 
bedingungen (3)  eingeben. 


§.  133. 
Eindringen  der  Welle  in  den  Leiter. 

Für  die  in  den  Leiter  eindringende  Welle,  also  für  a:  <  0, 
erhalten  ¥rir,  wenn  wir  a'  -\-  iV  für  a'  in  (8)  einsetzen,  nach  (4) 
und  (11)  (§.  132): 

,  .  E'  =       (o'  +  ib')e  rc    e"^      '  A 

^    '  ^-^^SJL      ia(t  +  '-^'\       ' 

y^M'  =  —  {a'-\-  ih'){6  —  iQ)e  rc    e    ^      '  \ 
oder  wenn  wir  setzen: 

(2)  a'  +  t6'  =  ^'e<"',        tf  —  »p  =  Äc'> 

und  den  reellen  Theil  beibehalten: 

E'  =  A'e~^  cos  \u{t  +  ^)  +  «'] , 

liM'  =  —  RA'e~^  coslaft  +  ^)  +  «'  +  »"l- 

Es  dringt  also  nur  eine  Welle  in  das  Innere  des  Leiters 
vor,  und  zwar  mit  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

C=         ' 
6 

Die  Schwingungsdauer  ist  dieselbe  wie  im  Dielektricum,  aber 
die  Wellenlänge  ist 

6 

Es  findet  ausserdem  eine  Phasendifferenz  zwischen  der  elektri- 
schen und  magnetischen  Welle  statt,  die  durch  die  Grösse  r  aus- 
gedrückt ist. 

Beide  Componenten  E'  und  M*  haben  den  Factor 

Biemann- Weber,  Partielle  Differontialgleichangen.    II.  22 
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(4)  D  =  e  '^'^    =  6"^^, 

der  um  so  kleiner  wird,  je  grösser  —  x  wird,  der  also  eine 
Dämpfung  der  Welle  beim  Fortschreiten  bedeutet. 

Um  nun  die  Beziehung  zwischen  der  einfallenden,  der 
reflectirten  und  der  eindringenden  Welle  zu  erhalten,  müssen 
wir  auf  die  Grenzbedingungen  §.  132  (3)  zurückgehen. 

Wir  erhalten  für  a;  =  0  aus  (3)  und  §.  132  (16): 

E  =       Äi  cos  (a  ^  4"  «i)  -|-  Ä^  cos  (a  ^  4"  Oj), 
^  M=^  —  -4i  cos  (a  f  -f"  "i)  4"  '^iGOB(at  +  aj); 

E'  =        Ä'  cos  (a  t  +  a'), 
^^^  ftJtf'  =  —  RÄ'cos{ut  +  a'  +  r), 

und  da  für  a:  =  0  und  für  alle  Zeit  E  =  E'^  M  =  M'  sein  soll 
so  folgt: 

Ä'  cos  a'  =  Ai  cos  «1  -|~  ^2  cos  Oj, 
A'  sin  «'  =  Ai  sin  a^  -f  ^2  sin  Og; 

B  A'  cos  (a'  -\-  r)  =z  II  (Ai  cos  «i  —  A^  cos  «a), 
(8) 

RA'  sin  (a'  -|-  0  =  f^ (-'^i  ^^^  ^  —  -^2  sin  Oj). 

Hierin  sind  U,  r,  ft  als  gegebene  Constanten  zu  betrachten, 
die  von  der  Natur  des  Mittels  und  von  der  Schwingungsdauer  des 
einfallenden  Lichtes  abhängen  [S.  132  (10)],  und  man  hat  also 
in  (7)  und  (8)  vier  lineare  Gleichungen,  aus  denen  J.2  cos  Oj. 
A2  sin  ttj,  A'  cos  a',  A^  sin  «'  bestimmt  werden  können,  wenn 
^icosa^,  ^isinai,  d.  h.  Amplitude  und  Phase  der  einfallenden 
Welle  gegeben  sind.  Der  Phasenunterschied  Oj  —  a,  ist  ausser 
von  den  Constanten  des  reflectirenden  Mediums  von  der  Schwin- 
gungsdauer T  abhängig. 

Der  dämpfende  Factor  D  hängt,  wie  man  aus  (4)  sieht,  vom 
Leitvermögen  k  und  von  der  Wellenlänge  L  oder  der  Schwingnngs- 
dauer  T  ab.  Nehmen  wir  das  Product  TA,  was  eine  reine  Zahl 
ist,  im  Vergleich  zu  £ft  als  sehr  gross  an,  so   ergiebt  sich  aus 

§.  132  (10)  (wegen  V  27  =  1  -f  i)  der  genäherte  Werth 

also 

(9)  T  =  i¥- 
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Je  grösser  dieser  Werth  ist,  um  so  weniger  tief  wird  die 
Welle  in  den  Leiter  merklich  eindringen,  und  bei  genügend 
grossem  Werthe  wird  man  das  Eindringen  gänzlich  vernach- 
lässigen können.  Solche  Körper,  bei  denen  dies  gestattet  ist,  bei 
denen  also  von  dem  Eindringen  elektromagnetischer  Wellen  gänz- 
lich abgesehen  werden  kann,  heissen  nach  Hertz  yollkommene 
Leiter  1),  und  die  Metalle  können  erfahrungsmässig  zu  diesen 
gerechnet  werden. 

Ob  aber  ein  Körper  als  vollkommener  Leiter  zu  betrachten 
ist  oder  nicht,  wird  ausser  von  seinem  Leitvermögen  auch  noch 
von  der  Wellenlänge  oder  der  Schwingungsdauer  der  einfallenden 
Welle  abhängen  und  wird  bei  schnelleren  Oscillationen  eher  ge- 
stattet sein  als  bei  langsamen. 

Wenn  man  einen  vollkommenen  Leiter  annehmen  darf,  so 
hat  man  sich  nur  noch  mit  der  einfallenden  und  reflectirten 
Welle  zu  befassen,  und  die  Grenzbedingung  reducirt  sich  einfach 
darauf,  dass  an  der  Grenze  des  Leiters 

E  =  0 
sein  muss. 

Die  erste  Gleichung  (5)  ergiebt  dann  für  diesen  Fall 

.A^  =  """  -^1 )         Wj  ^=  (Xj, 

Die  magnetische  Componente  wird  an  der  Grenze  nicht  gleich 
Null,  und  es  muss,  was  auch  der  Factor  R  in  den  Formeln  (3) 
anzeigt,  noch  ein  gewisses  Eindringen  der  magnetischen  Welle  in 
den  Leiter  angenommen  werden.         , 


')   Bei   den   sohnellBten   von   Hertz   angewandten   Schwingungen    ist 

T  =  22 .  10 ""  ^°  und  für  ein  Metall  von  hohem  Leitvermögen,  etwa  wie  Silber, 
ist  das  hier  im  elektrostatischen  Maasse  zu  messende  X  abgerundet  gleich 

^ .  10^*,  f olgUch  ist 

T  "  le  .  22 

oder  uDgefahr  26 .  10^*.   Für  Lichtschwingungen  von  der  Farbe  der  Natrium- 
liuie  ist 

O 

und  folglich  -^  ungefähr  3 .  10^®. 


22 
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§.  134. 
Kugelförmiger  Leiter. 

Wir  betrachten  nun  die  elektromagnetischen  Wellen,  die  sich 
bilden  können,  wenn  ein  Yollkommener  Leiter,  wie  wir  ihn 
im  vorigen  Paragraphen  definirt  haben,  von  zunächst  noch  be- 
liebiger Gestalt  von  einem  unbegrenzten  Dielektricum  umgeben 
ist  An  der  Grenze  des  Leiters  sind  dann  die  Tangentialcompo- 
nenten  der  elektrischen  Kraft  gleich  Null  anzunehmen,  und  hier- 
durch und  durch  den  Anfangszustand  und  durch  das  Verhalten 
im  Unendlichen  ist  nach  Bd.  I,  §.  156  die  Lösung  des  Problems 
vollständig  bestimmt 

Um  einen  einfachen  Fall  zu  betrachten,  wollen  wir  einen 
kugelförmigen  Leiter  annehmen,  dessen  Radius  wir  mit  a  be- 
zeichnen. Wir  führen  dann  naturgemäss  Polarcoordinaten  r,  -d",  9 
ein,  und  erhalten  die  Gleichungen  aus  §.  125  (2),  (3).    Es  ist  dann 

ds^  =  dr^  +  r^df^^  +  r^sin^-Ö-dy«, 

und  wir  haben  dann  in  den  erwähnten  Gleichungen 

p,    3,    r,        e,    e\    e" 
durch 

r,    -^,9,        1,    r»,    r^sin^d 

zu  ersetzen,  weil  dr,  d^,  dg?  [nach  Bd.  I,  §.  42  (6)]  ein  Rechts- 
system bilden. 

Es  ergiebt  sich  dann  nach  §.  125  (2),  (3)  für  das  Dielektricum 
das  folgende  System  von  DiflFerentialgleicbungen  : 


c  _  /drsm^Mtp        drM^\  

rasin^  \       PF  d(p    )  ~ 


dt 


^  rsin-^  \d(p         ~       dr      ')  ~    dt   ' 

c_  /drM^  _  dMr\  _  dE^ 
r  \    dr  d^  )  ~    dt    ' 

r^sind'  \       dd^  dqT  )  ~  dt    ' 


^  ^  rsind^  \d(p         ~     "er       )  ~         dt 

c_  /drEs^  _  dEr\  _  _  'dMg, 
r  \  dr  d^  )  ~         dt 


§.  134.  Kugelförmiger  Leiter.  341 

Für  die  Oberfläche  der  Kugel,  deren  Radius  wir  mit  a  be- 
zeichneu,  haben  wir  die  Grenzbedingung: 

(3)  E^  =  0,        E^  =  0        für  r  =  a. 

Hierzu  kommen  noch  die  beiden  Gleichungen  (5),  (6),  §.  125: 

w         — dr—  + "  ö¥-   -+^  Tr ""  ' 

^  ^  dr  d^  dtp 

Wenn  man  die  erste  Gleichung  (1)  nach  t  differentiirt  und 
dann  für  dM(p/dt  dM^/dt  die  Werthe  aus  (2)  setzt,  so  ergiebt 
sich  mit  Benutzung   von  (4)  eine  Differentialgleichung   für  Eri 

dEr 


(e,     »■f  =  o. 


räöra     '     r^sin-^ö-^     '    r^sina-^   gy« 
und  aus  (3)  und  (4)  ergiebt  sich  für  Er  die  Grenzbedingung 

(7)  -^^'^  =  0        für  r  =  a. 

Mit  Benutzung  der  Umformung  des  Ausdruckes  ^U  auf 
Polarcoordinaten  [Bd.  I,  §.  42  (11)]  können  wir  die  Gleichung  (6) 
auch  in  der  Form  der  Wellengleichung  darstellen: 

?)^rE 

(8)  ^^^f'=c^J(rEr). 

Es  kommt  ausserdem  noch  eine  Bedingung  im  Unendlichen 
hinzu,  die  von  der  besonderen  Natur  der  Aufgabe  abhängt. 

Um  ein  Beispiel  zu  geben,  wollen  wir  annehmen,  dass  ein  in 
der  Richtung  der  positiven  ;8r-Axe  fortschreitender  ebener  Wellenzug 
auf  die  Kugel  trifft.  Im  Unendlichen  ist  dann  der  Einfluss  der 
Kugel  nicht  mehr  merklich,  und  die  Bewegung  geschieht  so,  als 
wenn  die  Kugel  nicht  vorhanden  wäre.  Wir  wollen  annehmen, 
dass  bei  der  ebenen  Welle  die  elektrische  Kraft  parallel  der 
X'Xxe  sei.  Dann  können  wir,  wenn  wir  mit  C  die  Amplitude  be- 
zeichnen, nach  §.  132  den  elektrischen  Vector  so  darstellen: 

(9)  '  E:,  =  Ce**(««-'), 

worin  k  eine  Constante  ist,  die  bei  einer  rein  periodischen  Be- 
wegung reell  ist,  bei  einer  gedämpften  Bewegung  einen  negativen 


ä 
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imaginären  Bestandtheil  hat.    Wäre   die  Kugel  also  nicht  Yor- 
handen,  so  wäre 

Er  =  Ejf  cos  (r,  x)  =  Ex  sin  d  cos  y, 

wenn  wir  das  Azimuth  (p  von  der  a^^er-Ebene  aus  rechnen. 

Wir  erhalten  also  für  unendlich  grosse  Werthe  von  r  die 
Bedingung 
(10)  Er  =  Cc**<««^''«»^>sina'cos9. 

Wir  wollen  diese  Bedingung  etwas  allgemeiner  fassen  und 
annehmen,  es  sei  O  irgend  eine  gegebene  Function,  die  im  ganzen 
Felde  der  Bedingung 

(11)  1^  =  «'^* 

genügt,  der  sich  die  Function  rEr  im  Unendlichen  asymptotisch 
anschliesst    Setzen  wir  dann 

(12)  rEr  —  0  =  W, 

so  hat  W  nach  (8)  und  (11)  den  Bedingungen  zu  genügen: 

(13)  \^  =  c*^W, 

im  ganzen  Felde  ausserhalb  der  Kugel, 

(14)  TF  =  0    im  Unendlichen, 

(15)  ^^  +  ^  =  0    für  r  =  a  [nach  (7)]. 

Hierdurch  sind  die  Bedingungen  für  die  Componente  Er 
vollständig  von  den  übrigen  getrennt,  und  man  kann  diese  Compo- 
nente für  sich  bestimmen.  Wenn  aber  diese  BestiYnmung  auch 
gelungen  ist,  so  können  damit  die  übrigen  Gomponenten  doch 
noch  nicht  ohne  neue  Integration  bestimmt  werden.  Man  muss 
etwa  noch  die  Function  Mr  ermitteln,  für  die  man  dieselbe 
Differentialgleichung  erhält  wie  für  -E^,  nämlich: 

(16)  ^f-=c«^(rJlf.), 

und  aus  der  ersten  Gleichung  (2)  erhält  man  als  Grenzbedingung 
die,  dass  Mr  für  r  =  a  von  der  Zeit  unabhängig  sein  soll. 
Wenn  man  Mr  und  Er  als  bekannt  ansieht,  so  erhalt  man 
aus  (2)  und  (4)  Differentialgleichungen  für  Etp  und  E^,  in  denen 
nach  der  Variablen  r  nicht  mehr  differentiirt  ist. 
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Wir  wollen  im  Folgenden  noch  Einiges  über  die  Integration 
der  Differentialgleichung  (16)  ausführen,  unter  der  Voraussetzung, 
dass  Mr  an  der  Oberfläche  der  Kugel  gleich  Null  oder  gleich 
einer  gegebenen  Function  vom  Ort  und  von  der  Zeit  sein 
soll.  Aehnliche  Betrachtungen  lassen  sich  über  Er  machen,  nur 
dass  da  nach  (7)  nicht  die  Function  Er  selbst,  sondern  dr^Er/dr 
an  der  Oberfläche  gegeben  ist. 


§.  135. 
Particulare  Integrale. 

Die  Differentialgleichung  §.  134  (16)  nimmt,  wenn  rM  =  ü 
gesetzt  wird,  auf  Polarcoordinaten  bezogen,  die  Gestalt  an: 

du 


r^sind        aa*         '    r«sin>a"  d<p^ 

und  es  ist  leicht,  particulare  Integrale  von  ihr  zu  finden.  Wir 
setzen 

(2)  ü=ei^*RZn 

und  verstehen  unter  h  eine  Constante,  die  reell  oder  complex 
sein  kann,  unter  Zn  eine  allgemeine  Kugelfunction  n*«'- Ordnung, 
d.  h.  eine  Lösung  der  Differentialgleichung: 


^sin-ö" 


oZn 


(3)       -^ c.öA'^-  +  -Ad  ?^^  +  w (n  +  l)Zn  =  0. 

Soll  dann  Zn  auf  der  ganzen  Kugelfläche  endlich  und  stetig 
sein,  so  muss,  wie  im  §.  116  des  ersten  Bandes  gezeigt  ist,  n  eine 
ganze  Zahl  sein,  die  wir  ^  0  annehmen  können.  Die  Function 
Zn  enthält  [Bd.  I,  §.  115  (12)]  2n-|-l  unbestimmte  constante 
Coefficienten,  die  hier  auch  complex  angenommen  werden  können. 

Von  jB  nehmen  wir  an,  dass  es  eine  Function  von  r  allein 
sei,  und  erhalten  daraus  nach  (1)  die  Differentialgleichung  für  JR: 

Auf  diese  Differentialgleichung  sind  wir  bereits  bei  der 
Theorie   der  Wärmeleitung  in  der  Kugel  gekommen   und  haben 
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imaginären  BeBtandtheU  h-'  ^5  f8),  §.  Ö6  (5)|: 

banden,  ao  wäre 

Er'  -irr'"'      ^(^  +  V) 

.    ^       ^  .      .■    y  7T(n  — v)/7(>)- 

wenn  wir  das  A  ^ 

Wir  erhal'  -^   2ikry-^        11  {yi  4-  v) 

Bedingung  '■  \ '('"      c    )  il  (n  —  v)  11  {v) 

(10)  ^ 

^    "^  Wiiieare  Combination  A^B^  -^  ^s^s  dieser 

^^  ../.v/'^  jr^tfüDgen  gesetzt  werden,  worin  A^  und  -4,  auch 

annehme  ...'^^^^/A^^^  „nd  man  erbält  so  aus  (2)  einen  complexen 

Felde-        ^•^^fi^''^,m  im  Endresultat   nur  der   reelle  Tbeil  bei- 

V  §.  136. 

Anfangszustand. 


ifeii0  ^  *^  d®^  Kugeloberfläche,  also  für  r  =  a  verschwinden 
^  kann  man    das   Verhältniss  der   Constanten  Ä^.  A^  in 
^"g  ^  A2II2  so   bestimmen ,  dass   K  für  r  =  a   verschwindet 
setze  etwa: 


5öi/ 


^^^  iB  =  M^)^(r)  -  R,(a)Ik(r), 

go  dass  jB  reell  wird.    Dann  ergiebt  sich  aus  (2),  §.  13ö: 

(2)  U=e<^*B{Xn^iYn\ 

wenn  Z«  =  X«  +  i  Yn  gesetzt  ist  und  X«,  Y«  reelle  Kugelfunc- 
tionen  bedeuten.    In  reeller  Form  ergiebt  sich 

(3)  U  =  R{Xn  cos  kt  —  Yn  sin  k  i). 

Für  k  ergiebt  sich  hier  nun  keine  weitere  Bedingung,  und  wir 
können  dem  k  alle  reellen  positiven  Werthe  beilegen.  Die  Coii- 
stanten  der  Kugelfunctionen  X„,  Yn  können  willkürliche  Func- 
tionen von  k  sein,  und  man  kann  eine  Summe  solcher  Ausdrücke 
U  nehmen.     Es  ergiebt  sicli  dann: 

00 

(4)  ^=S   \  i<{XnC0skt-\-Yn9mkt)dk, 

und  es  müssten  also ,  wenn  U  =  /'.  c  Ul dt  =  F  für  f  =  0  ??• 
gebene  Ortsfunctionen  sind,  diese  willkürlichen  Functionen  so 
bestimmt  werden,  dass 
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RXndk, 

n  =  0 


00 


^   I  BY^Jcdk 

n=zO 


Wenn  man  die  Functionen  /,  F  für  ein  unbestimmtes  r 
nach  Kugelfunctionen  entwickelt,  so  erhält  man  aus  (5)  die  Auf- 
gabe, eine  gegebene  Function  ^(r)  von  r  durch  Bestimmung 
der  Function  ^(A;)  durch  ein  Integral  der  Form 

00 

(6)  ^(r)  =  {R(p(k)dk 

0 

darzustellen.  Eine  solche  Darstellung  wäre  analog  dem  Fourier'- 
schen  Lehrsatze. 

Anders  verhält  sich  die  Sache,  wenn  wir  eine  von  zwei  con- 
centrischen  Kugelflächen  begrenzte  Schale  betrachten,  und  an- 
nehmen, dass  an  beiden  Kugelflächen  U=  0  sein  soll.  Dann 
ei^ebt  sich,  wenn  a  und  b  die  beiden  Kugelradien  sind,  aus  (1) 
die  Gleichung 

(7)  R,  (a)  R,  (b)  -  R,  (a)  R,  (b)  =  0, 

was  eine  transcendente  Gleichung  für  h  ist,  von  der  sich  nach- 
weisen lässt,  dass  sie  nur  reelle  Wurzeln  hat.  Während  also  im 
vorigen  Falle  alle  Werthe  von  h  vorkamen,  bleiben  hier  nur  ge- 
wisse discrete  Werthe,  die  den  Eigenschwingungen  der 
Kugelschale  entsprechen.  Es  ergiebt  sich  dann  anstatt  der 
Gleichung  (4): 


00 


(8)  ^  =  2l  2^Ii{XnCoskt  4-  FnSinÄO, 

worin  sich  die  Summation  in  Bezug  auf  k  auf  alle  Wurzeln  der 
transcendenten  Gleichung  (7)  bezieht,  und  die  Bestimmung  der 
CoefQcienten  aus  dem  Anfangszustande  fordert  dann  die  Dar- 
stellung einer  gegebenen  Function  t^(r)  durch  eine  Reihe  von 
der  Form: 

(9)  if(r)  =  ^A,Ri,, 

k 

worin  die  Ak  Constanten  sind,  wenn  mit  JB^  die  Function  R  für 
ein  bestimmtes  k  bezeichnet  wird. 
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dort  dafür  die  Integrale  gefunden  [§.  55  (8),  §.  56  (5)]: 


«,  =  e-v2(-a^) 


._o    >  .  77  (^  -  V) /7  (r)  ' 

(5) 


B^  =  e 


*ir  ^  ^  ^    2ikr\-*-^       77(n  +  v) 
'   ,=,   .  .  "77(n-vj77(v) 


2  (+  ^)- 


Für  JR  kann  eine  lineare  Combination  AiRi  -\-  Ä^Rj  dieser 
beiden  particularen  Lösungen  gesetzt  werden,  worin  A^  und  A^  auch 
complex  sein  können,  und  man  erhält  so  aus  (2)  einen  complexen 
Ausdruck,  von  dem  im  Endresultat  nur  der  reelle  Theil  bei- 
zubehalten ist. 

§.  136. 
Anfangszustand. 

Wenn  ü  an  der  Kugeloberfläche,  also  für  r=a  verschwinden 
soll,  so  kann  man  das  Verhältniss  der  Gonstanten  A^^  A%  in 
A  -Bi  +  -^2  -Rj  80  bestimmen ,  dass  ü  für  r  =  a  verschwindet 
Man  setze  etwa: 

(1)  iE  =  M(^)^(r)  -  B^(a)R^(r), 

so  dass  B  reell  wird.     Dann  ergiebt  sich  aus  (2),  §.  135: 

(2)  U=e<^*B{Xni-iYn\ 

wenn  Zn  =  Xn  -\-  i  Yn  gesetzt  ist  und  Xn,  Yn  reelle  Kugelfnnc- 
tionen  bedeuten.    In  reeller  Form  ergiebt  sich 

(3)  ü=  B{XnC06kt—  Ynsinhi), 

Für  Ä  ergiebt  sich  hier  nun  keine  weitere  Bedingung,  und  wir 
können  dem  h  alle  reellen  positiven  Werthe  beilegen.  Die  Con- 
stanten der  Kugelfunctionen  X«,  Yn  können  willkürliche  Func- 
tionen von  h  sein,  und  man  kann  eine  Summe  solcher  Ausdrücke 
U  nehmen.     Es  ergiebt  sich  dann: 


(4) 


^=S       B{XnCOskt-^Yn^inkt)dk, 

n  =  0  X 


und  es  müssten  also ,  wenn  U  =  f,  cU/dt  =  F  für  i  =  0  ge- 
gebene Ortsfunctionen  sind,  diese  willkürlichen  Functionen  so 
bestimmt  werden,  dass 
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RXndk, 

n  =  0  •' 

RY.hdk. 


=  2 


11  =  0  jj 


Wenn  man  die  Functionen  /,  F  für  ein  unbestimmtes  r 
nach  Kugelfunctionen  entwickelt,  so  erhält  man  aus  (5)  die  Auf- 
gabe, eine  gegebene  Function  ^(r)  von  r  durch  Bestimmung 
der  Function  q>{k)  durch  ein  Integral  der  Form 

(6)  if(r)  =  {R(p(k)dk 

0 

darzustellen.  Eine  solche  Darstellung  wäre  analog  dem  Fourier'- 
schen  Lehrsatze. 

Anders  verhält  sich  die  Sache,  wenn  wir  eine  von  zwei  con- 
centrischen  Kugelflächen  begrenzte  Schale  betrachten,  und  an- 
nehmen, dass  an  beiden  Kugelflächen  U=0  sein  soll.  Dann 
ergiebt  sich,  wenn  a  und  b  die  beiden  Kugelradien  sind,  aus  (1) 
die  Gleichung 

(7)  R,  (a)  R,  (b)  —  R,  (a)  R^  (b)  =  0, 

was  eine  transcendente  Gleichung  für  Je  ist,  von  der  sich  nach- 
weisen lässt,  dass  sie  nur  reelle  Wurzeln  hat.  Während  also  im 
vorigen  Falle  alle  Werthe  von  h  vorkamen,  bleiben  hier  nur  ge- 
wisse discrete  Werthe,  die  den  Eigenschwingungen  der 
Kugelschale  entsprechen.  Es  ergiebt  sich  dann  anstatt  der 
Gleichung  (4): 


00 


(8)  ^^  =  2l  2^Ri^nCoskt  +  Ynsinkt), 

n  —  O      k 

worin  sich  die  Summation  in  Bezug  auf  k  auf  alle  Wurzeln  der 
transcendenten  Gleichung  (7)  bezieht,  und  die  Bestimmung  der 
Coefficienten  aus  dem  Anfangszustande  fordert  dann  die  Dar- 
stellung einer  gegebenen  Function  t^(r)  durch  eine  Reihe  von 
der  Form: 

(9)  i^{r)  =  ^A,R^, 

k 

worin  die  Ajc  Constanten  sind,  wenn  mit  JB^  die  Function  R  für 
ein  bestimmtes  k  bezeichnet  wird. 
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Setzen  wir  aber  in  der  DiflFerentialgleichung  §.  135  (4)  für 
k  zwei  verschiedene  Werthe  Äi,  Äg,  so  ergiebt  sich: 

d^rRu,  _  /n(n+l)  _kj\ 

~  dr*     ~\       r»  cy        *'' 

d^rß^  _  /n(n+l)        fc»\ 

und  wenn  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  r  Bk^,  die  zweite 
mit  rBin  multiplicirt  und  subtrahirt,  so  folgt: 

und  folglich  durch  Integration  zwischen  den  Grenzen  a  und  b^ 
wenn  &/^  und  h^  von  einander  verschieden  sind,  da  i2k^,  i2^  an 
beiden  Grenzen  verschwinden: 

(10)  f2^»,JB^r«dr  =  0, 

a 

und  hierdurch  lassen  sich  in  der  Entwickelung  (9)  die  Goefii- 
cienten  Äu  nach  der  Fourie raschen  Methode  bestimmen.  Hier- 
aus würde  sich  wohl  auch  durch  den  Grenzübergang  zu  6  =  ao 
die  Integraldarstellung  (6)  ableiten  lassen. 


§.  137. 
Periodische  Lösungen. 

Wenn  die  Function  ü  an  der  Kugeloberfläche  gleich  einer  ge- 
gebenen Function  O  der  Zeit  sein  soll,  so  ist  dadurch  die  Function 
nicht  völlig  bestimmt,  sondern  man  kann  eine  beliebige  Lösung  hin- 
zufügen, die  an  der  Oberfläche  verschwindet,  wie  wir  sie  im  vorigen 
Paragraphen  betrachtet  haben,  d.  h.  man  kann  noch  einen  be- 
liebigen Anfangszustand  hinzufügen.  Andererseits  kann  man, 
wenn  irgend  eine  particulare  Lösung  ü  gefunden  ist,  die  an  der 
Oberfläche  in  O  übergeht,  daraus  jede  andere  Lösung  herleiten, 
indem  man  einen  geeigneten  Anfangszustand  annimmt 

Wir  wollen  hier  die  particulare  Lösung  §.  135  (2): 

(1)  U=e^^*RZn 

betrachten,  worin  wir  unter  k  eine  irgend  wie  gegebene  Con- 
stante  verstehen.  Ist  k  reell,  so  ist  durch  (1)  ein  in  Bezug  auf 
die  Zeit  periodischer  Zustand,  eine  Wellenbewegung,  dargestellt 
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Um  die  Bedeutung  dieses  Ausdruckes  etwas  näher  zu  dis- 
cutiren,  setzen  wir,  um  in  den  Functionen  §.  135  (5)  das  Reelle 
▼om  Imaginären  zu  trennen: 

also 

8y  =  Scoskg,        S,  =  Ssinfcp 
und  erhalten 

(»)         «■ '  - '«''t^'\ 

und  hierin  sind  S  und  g  reelle  Functionen  von  r.  Die 
Function 

s  =  V  Si»  +  s^ 

▼erschwindet  mit  unendlich   wachsendem  r.    Die   Reihe    8i   be- 
ginnt mit  der  ( —  !)*•*',  Sj  mit  der  ( —  2)*^  Potenz  von  r;  also 
veirschwindet  8^/  S^  =  tangÄ^  für  ein  unendlich  wachsendes  r, 
und  folglich  nähert  sich  g  der  Grenze  Null. 
Ebenso  setzen  wir 

worin  P  und  0  reelle  Functionen  auf  der  Einheitskugel  sind,  die 
überall  endliche  Werthe  haben,  und  die  noch  4n  -f-  2  willkür- 
liche reelle  Constanten  enthalten.  Einen  willkürlichen  complexen 
constanten  Factor  des  ganzen  Ausdruckes  brauchen  wir  dann 
nicht  mehr  zu  berücksichtigen. 

Wir  erhalten  demnach  aus  (1),  (3)  und  (4)  die  beiden  parti- 
cularen  Lösungen: 

oder  in  reeller  Form: 

ü,  =  —  PScosk(t  +  -  —  p  +  ©y 


ü. 


=       PScoskft  _  I  4-  9  +  ©y 


von  denen  die  erste  eine  aus  dem  Unendlichen  mit  der  Ge- 
schwindigkeit c  hereinlaufende,  die  zweite  eine  mit  derselben 
Geschwindigkeit  ins  Unendliche  hinauslaufende  Welle   darstellt. 
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§.  138. 
Zusammenziehung    der    Maxwell'schen   Gleichungen. 

Die  Integration,  die  wir  im  §.  135  durchgeführt  haben, 
lieferte  uns  zunächst  nur  die  eine  Gomponente  Er  oder  Mr^  und 
es  ist  darum  ein  Verfahren  wünschenswerth,  das  uns  die  sämmt- 
lichen  Gomponenten  mit  einem  Schlage  liefert,  oder  wenigstens 
particulare  Werthe,  aus  denen  man  durch  willkürliche  Constanten 
die  allgemeinen  Ausdrücke  zusammensetzen  kann,  mit  denen 
man  noch  gegebenen  Grenz-  und  Anfangsbedingungen  genügen 
kann. 

Für  den  Fall  der  Polarcoordinaten  ist  diese  Aufgabe  da- 
durch complicirt,  dass  die  in  den  einzelnen  Gomponenten  auf- 
tretenden Kugelfunctionen  nicht  [dieselben  Gonstanten  enthalten. 
Trotzdem  lässt  sich  auf  dem  folgenden  Wege  eine  allgemeine 
Lösung  finden. 

Für  die  Schwingungen  im  Dielektricum  (ft  =  e  =  1,  A  =  0) 
haben  wir  die  beiden  Maxwell'schen  Vectorgleichungen  (§.  119, 

I,  II): 

c  cur!  Vit  =      -;r-r- , 

(1)  ^^ 

c  curl  6  = ^y , 

und  diese  beiden  Gleichungen  lassen  sich  zu  einer  vereinigen, 
•wenn  wir  die  erste  mit  i  multipliciren  und  zur  zweiten 
addiren : 

(2)  [c  curl  (g  -^m)  =  i  ^ü+i^). 

Eine  ähnliche  Reduction  lässt  sich  aber  mit  geringen  Modi- 
ficationen  auch  anwenden,  wenn  Leiter  im  Felde  sind,  voraus- 
gesetzt, dass  £,  u,  X  Constanten  sind,  die  übrigens  in  verschiedenen 
Theilen  des  Feldes  verschiedene  Werthe  haben  können.  Es 
gelten  dann  die  allgemeinen  Gleichungen: 

ccurl  m  =  s  ||-f  4;rA6, 

(3)  ^^ 

c  curl  (S  =  —  ^     —  . 

0  V 
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Wir  machen,  um  particulare  Integrale  zu  ermitteln,  zunächst, 
ähnlich  wie  im  §.  135,  die  Annahme: 

(4)  6=:e»k«gi,        9n  =  c»**SKi, 

worin  S^,  ÜJl^  Vectoren  bedeuten,  die  von  t  unabhängig  sind.  Ist 
k  reell,  so  stellen  die  Ausdrücke  (4)  einen  zeitlich  periodischen 
Vorgang  dar.  Hat  k  einen  positiv  imaginären  Bestandtheil,  so 
findet  eine  zeitliche  Dämpfung  statt. 

Für  @i  und  9Ri  erhalten  wir  aus  (3)  die  Gleichungen: 

c  curl  TOi  =  {Btk  +  4;rA)gi 
c  curl  &i  =  —  ^ifc9Jli 

und  wenn  man  die  erste  von  diesen  Gleichungen  mit  einem  un- 
bestimmten Constanten  Coefficienten  o  multiplicirt  und  beide 
addirt: 

(5)  c  curl  (6i  +  öTOi)  =  (sik  +  ^7ck)0Q^  —  ^ikm^. 
Wir  bestimmen  nun  6  so,  dass 

—  ^ik  =  (sik  -[-  43rA)<J2 
wird,  also 

und  setzen  noch 


(7)  ch  =  (eik  -f  4:r  A)<J  =  y— ^tfc(£iÄ;-f-43rA), 

(8)  6i  +  <J5Jli=?L 

Dann  ergiebt  sich  aus  (5)  für  den  Vector  91  die  Gleichung: 

(9)  curl  %  =  h% 

aus  der  nun  die  Componenten  von  %  zu  bestimmen  sind.  Der 
Factor  <J,  der  für  den  besonderen  Fall  A  =  0,  f4  =  £  =  l  in 
±i  übergeht,  ist  durch  (6)  wegen  des  doppelten  Vorzeichens  der 
Wurzel  auf  zwei  Arten  bestimmt.  Entsprechend  ergeben  sich 
aus  (7)  zwei  Werthe  von  cä,  die  für  den  eben  erwähnten 
speciellen  Fall  in  ip  fc  übergehen.  Demnach  sind,  wenn  91  für 
beide  Zeichen  von  ö  bestimmt  ist,  aus  (8)  ßj  und  SJli  zu  be- 
rechnen. 

Man  erhält  natürlich  91  und  folglich  ßj,  TOi  in  complexer 
Form ,  und  kann  in  den  Endformeln  (4)  noch  i  in  —  i  ver- 
wandeln. 
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§.  139. 
Der  Vector  91  in  rechtwinkligen  und  in  Polarcoordinaten. 

Die  Vectorgleichung  (9)  §.  138  liefert  in  rechtwinkligen  Co- 
ordinaten  die  drei  Gleichungen  für  die  Componenten  ^,  A^^  Ägi 


dAg  dAy 

~d~y  87 

dAg  dAg 

de  Tx 


(1)  -^  -^'  =  A^, 


dAy  8^x_r. 

— — ^—     —  nji.g, 

dx  dy 

Versteht  man  unter  a,  6,  c^  ot^  ß,  y  Gonstanten,  und  setzt 

Aa:  =  ae*<«*  +  /*y+>"^ 

(2)  Ay  =  6e<(«*  +  .'*v  +  y), 

Ag  =  ce»<«*  +  /*v +  >'*>, 
so  ergiebt  sich  aus  (1) 

by  —  cß  =  »Äa, 

(3)  ca  —  ay  =  ihb^ 

aß  —  ba  =  ihc. 

Die  Elimination  von  a^  b^  c  aus  diesen  Gleichungen   ergiebt 

(4)  Äa  =  a2  -4-  /38  +  y«, 

und  dann   sind  aus  (3)  die  Verhältnisse  a  :  b  :  c  zn  bestimmen. 
Führen  wir  aber  in  (9)  §.  138  Polarcoordinaten  r,  d,  q>  ein, 
so  ergeben   sich,   wie  in  §.  134  aus   Bd.  I,   §.  90  (5)   die  Glei- 
chungen: 

_  1 /drsind^Atp  __  drA^\  _  ,. 

r^sina-  V        d^  dtp  J  —  ^^'-' 

(5)  — .    ^  (  ^— V —  -  )  =  hA^, 

^  ^  rsmd"  \d(p  dr        ) 

1  (dfA^  dAr\  _,     . 

7      VYr     ~^d¥)  -Ä^ 

Diese  Gleichungen  vereinfachen  wir  weiter,  indem  wir 

Ar  =  Bre^'^f, 

(6)  A»  =  Bi.e''^^, 

A^  =  B^e^'^'P 
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setzen,  worin  die  Br,  S&,  Btp  von  q>  unabhängig  sein  sollen. 
Unter  m  wollen  wir  eine  ganze  Zahl  verstehen,  damit  der  Vector 
9  in  Bezug  auf  (p  periodisch  mit  der  Periode  2n  werde.  Ist 
m  von  Null  verschieden,  so  bekommen  wir  aus  (6)  je  zwei 
Lösungen,  die  zwei  gleichen  und  entgegengesetzten 
Werthen  von  m  entsprechen. 

Nach  dieser  Annahme  ergeben  sich  aus  (5)  für  die  B  die 
folgenden  Gleichungen : 

(8)  er  sin  Ö^  =  _  Ar  sin  »B»-^  imBr, 

^  dr 

fQ^  drB»       dBr ,     p 

Hieraus  leitet  man  zuerst  durch  Elimination  von  JS^,  JS^ 
eine  partielle  Differentialgleichung  für  Br  ab.  Wir  erhalten 
zunächst,  wenn  wir  die  Gleichung  (7)  nach  r,  die  Gleichung  (8) 
nach  d  differentiiren  und  dann  subtrahiren,  mit  Benutzung  der 
Gleichung  (9): 

(10)  ^^°^-är      ^"^ — d^ =  —  tmrB^ 

Eliminirt  man  ferner  B^^  aus  den  Gleichungen  (7)  und  (8), 
indem  man  die  erste  mit  ä,  die  zweite  mit  im /sind'  multiplicirt, 
und  dann  beide  addirt,  so  folgt 

/,ix        ,  9rsin'^-B«,    ,  drB^         •    <v  A «  •  ^^  \  x» 

Endlich  eliminirt  man  noch  B^  aus  (9)  und  (10).  Dazu 
multiplicirt  man  (9)  mit  sin-ö*  und  differentiirt  nach  -ö*;  die  Glei- 
chung (10)  differentiirt  man  nach  r  und  subtrahirt  dann  die  erste 
von  der  zweiten;  so  folgt: 

.    f.  dBr 
^12)   sind-^^  +  -     -^-^—  =  -h—^^-tm-^. 

und  wenn  man  hierin  (11)  benutzt,  so  folgt 
und  dies  ist  die  gesuchte  Gleichung  für  Br. 
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§.  140. 
Particulare  Integrale  für  Br- 

Wir  haben  jetzt  zunächst  particulare  Integrale  der  Diffe- 
rentialgleichung (13)  §.  139  zu  suchen.    Dazu  setzen  wir 

(1)  rBr=B® 

und  nehmen  an,  dass  B  nur  von  r,  @  nur  von  ^  abhängig  sei. 
Substituiren  wir  dies,  so  ergiebt  sich  nach  Division  mit  B  0: 

^^  ^Bdr^'^  ~        sin-9^0d-^  "^sina-9^' 

und  da  hierin  die  linke  Seite  nicht  von  ^,  die  rechte  nicht  von  r 
abhängt,  so  folgt,  dass  beide  Seiten  einer  Gonstanten,  die  wir 
mit  n(n  -\-  1)  bezeichnen,  gleich  sein  müssen.  Wir  erhalten  so 
die  beiden  Differentialgleichungen: 

^  '  sm-^d-^      T    1^    V      7      7       sin^dj  ' 

w       ^+[»'-"-^^]'«  =«■ 

Die  erste  dieser  Gleichungen  fährt  auf  die  Kugelfunctionen, 
und  aus  den  Sätzen  von  Bd.  I,  §.  116  folgt,  dass,  wenn  es  sich 
um  Functionen  handelt,  die  für  alle  Werthe  von  d,  9  endlich 
und  stetig  sind,  n  eine  ganze  Zahl  sein  muss,  die  ^  m  ist 
Zu  diesem  Ergebnisse  gelangen  wir  auch  auf  folgendem  Wege: 

Setzen  wir  x  =  cos-^,  so  wird  die  Gleichung  (3) 

(5)(l-a;«)'^'^®-2a;(l-a;*)^  +  K«+l)(l-x«)-m»]ö=0, 

und  hieraus  ergiebt  sich,  dass  0  eine  P-Function  ist  mit  den 
singulären  Punkten  x  •=  -\-  \^  a?  =  —  l,a;=  00.  Wenn  man 
die  Anfänge  der  Entwickelungen  nach  Potenzen  von  1  —  a:,  1  -(-  a?, 
Xjx  sucht,  so  ergiebt  sich  (§.  16) 

1,  00,  -1 


(6)  0  =  B 


j      m  m 

2'        ■"'''  2   X 

V-2'      "^^  ^'    ~2     I 


§.  140. 


Particulare  Integrale  für  Br 
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Es  ist  aber  1  —  x  =  2  sin^  -,  und  daher  können  wir  nach 


§.  17,  (2),  (3)  dafür  auch  setzen: 


(7) 


0=  P 


/     m 

I      2'        -**' 


m 


sin2  ^  I . 
m  ,  m  -6 

\""2'      ^+**'     ~2" 


Um  die  Schwierigkeit  zu  vermeiden,  dass  die  Differenz  eines 
Exponenteupaares  eine  ganze  Zahl  sei,  wj 


der  Diiferentiaigieiv.iA..^o 

die  Allgemeinheit  nicht  weiter,  wenn  wir  anntsuuiv.^,  . 

eine  negative  ganze  Zahl,  also  n  eine  ganze  Zahl  und 
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§.  140. 
Particulare  Integrale  für  Br- 

Wir  haben  jetzt  zunächst  particulare  Integrale    der   Diffe- 
rentialgleichung (13)  §.  139  zu  suchen.    Dazu  setzen  wir 

(1)  rBr=R& 

und  nehmen  an,  dass  B  nur  von  r,  &  nur  von  d'  abhängig  sei. 

Substituiren  wir  dies,  so  ergiebt  sich  nach  Division  mit  RS: 

und  da  hierin  die  linke  Seite  nicht  von  -O*,  die  rechte  nicht  von  r 
abhängt,  so  folgt,  dass  beide  Seiten  einer  Constanten,  die  wir 
mit  n(n  -\-  l)  bezeichnen,  gleich  sein  müssen.  Wir  erhalten  so 
die  beiden  Differentialgleichungen: 

d@ 


dsiu'O' 


(4)  ^  +  [»._«J!L±i)],ji    =0. 

Die  erste  dieser  Gleichungen  fuhrt  auf  die  Kugelfunctionen, 
und  aus  den  Sätzen  von  Bd.  I,  §.  116  folgt,  dass,  wenn  es  sich 
um  Functionen  handelt,  die  für  alle  Werthe  von  d'^  qp  endlich 
und  stetig  sind,  n  eine  ganze  Zahl  sein  muss,  die  ^  m  ist 
Zu  diesem  Ergebnisse  gelangen  wir  auch   auf  folgendem  Wege: 

Setzen  wir  x  =  cos-O*,  so  wird  die  Gleichung  (3) 

(5)  (l-x^f  ^'J -2x(l-x^) g  +  [«(»+ 1) (1  -X») - m«]  ö =0, 

und  hieraus  ergiebt  sich,  dass  0  eine  P-Function  ist  mit  den 
singulären  Punkten  a;  =  -|-l,  x  =  —  l,a;=  oo.  Wenn  man 
die  Anfänge  der  Entwickelungen  nach  Potenzen  von  1  — x,  1  -f-x, 
l/x  sucht,  so  ergiebt  sich  (§.  16) 

1,  00, 


(6)  0  =  P 


r     -""' 


\—  o  '       ^  -^  1^     — 
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Es  ist  aber  1  —  x  =  2  sin«  — ,  und  daher  können  wir  nach 
§.  17,  (2),  (3)  dafür  auch  setzen: 


(7)  0  =  P 


2'  *•'  2     .      » 

\--2'      ^  +  "'     ~"2  / 


Um  die  Schwierigkeit  zu  vermeiden,  dass  die  DiflFerenz  eines 
Exponentenpaares  eine  ganze  Zahl  sei,  wollen  wir  m  und  n  zu- 
nächst noch  unbestimmt  lassen.  Dann  hat  die  P- Function  (7) 
nur  einen  Zweig,  der  für  -O*  =  0  endlich  und  stetig  bleibt,  und 
für  diesen  erhält  man  nach  der  ersten  Formel  §.  20  (1)  den 
Ausdruck  durch  eine  hypergeometrische  Reihe 


(8)       e  =  (^tg  ij  j 

p^_„,  „-f  1, 

oder  wenn  wir 

sin*  ^       e 

setzen : 

m  m 

(9)  0  =  ^"ä"  (1  _  ^)~  2"  F(— n,  n  +  1,  w  +  1,  a), 

und  diese  Function  wird  dann  auch  in  dem  zunächst  aus- 
geschlossenen Fall,  wenn  m  oder  n  oder  beide  ganze  Zahlen 
sind,  der  Differentialgleichung  (3)  genügen.  Ist  m  positiv  oder 
Null,  .so  ist  der  Ausdruck  (9)  für  js  =  0  endlich,  während  das 
andere  particulare  Integral  bei  jer  =  0  nicht  endlich  ist  Wir 
nehmen  also  jetzt  wieder  m  als  ganze  Zahl,  ^  0,  an.  Nun  muss 
aber  0  auch  lür  -ö*  =  jr,  also  für  z  =  1  endlich  bleiben.  Es  ist 
aber  nach   dem  Gauss^schen  Satze  (am  Schluss  von  §.  13) 

/i/^\     TP/  II  I    1    IN  n(m)  n(m  —  1) 

(10)  F(—  w,  w  +  1,  m  4-  1,  1)  =  Tf7    -r-\n) r;i 

^    ^        ^  '  ^        n(m  -f-  n)n(m  —  n  —  1) 

und  dies  ist  endlich  und  von  Null  verschieden,  und  folglich  &  für 
z  =  l  unendlich,  ausser  wenn  m  -\-  n  oder  m  —  n  —  1  eine 
negative  ganze  Zahl  ist  (§.  12).  Es  muss  also  einer  dieser  beiden 
Fälle  eintreten,  und  da  die  Vertauschung  von  n  mit  — w  —  1  in 
der  Differentialgleichung  (3)  nichts  ändert,  so  beschränken  wir 
die  Allgemeinheit  nicht  weiter,  wenn  wir  annehmen,  dass  m  —  n —  1 
eine  negative  ganze  Zahl,  also  n  eine  ganze  Zahl  und 
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(11)  n^m 

sein  soll. 

Dass  @  für  z  =  1  in  der  That  endlich  bleibt,  ersieht  man 
aus  der  anderen  Darstellung  (§.  7,  I,  3.): 

m  m 

(12)  ®  =  e'^  {l  —  zY  F{m  —  w,  m  -f  n  +  1,  m  +  1,  ^r), 

in  der  die  1^'- Function  eine  ganze  rationale  Function  von  z  und 
folglich  für  j0r  =  1  endlich  ist. 

üiese  Functionen  0  sind  dieselben,  die  wir  schon  in  Bd.  I, 
§.  115  betrachtet  haben,  und  man  erhält,  wenn  Pw(ä*)  die  ein- 
fache Kugelfunctiou  n*"  Ordnung  bedeutet: 

(13)  ®  =  (sin*)«*"^(^). 

Nachdem  0  bestimmt  ist,  ergiebt  sich  ü  aus  der  Di£ferential- 
gleichung  (4).  Diese  Gleichung  haben  wir  schon  im  §.  135 
integrirt  und  haben  dort  die  beiden  Integrale  gefunden: 

(14)  -R  =  ß±»'--y  (q:2iÄr)-^-i  -Hv--"t^^  m 
^     '  ^^^^  ^  Tlin  —  v)  UivV 

und  die  Bestimmung  von  Brj  die  wir  hier  durchgeführt  haben, 
ist  überhaupt  nicht  wesentlich  verschieden  von  der  Bestimmung 
von  Er  oder  Mr  nach  §.  13'4,  135.  Die  Zerlegung  der  Kugel- 
function  Zn  in  ihre  Bestandtheile  e*"»y0  ist  aber  nothwendig  für 
die  Bestimmung  der  anderen  Componenten. 

§.  141. 
Bestimmung  von  jB^  und  B^. 

Aus  dem  gefundenen  Ausdruck  für  Br  lassen  sich  in  völlig 
eindeutiger  Weise,  ohne  neue  Integration,  die  zugehörigen 
Ausdrücke  von  B^^  B^^  bestimmen,  die  den  drei  Gleichungen 
§.  139  (7),  (8),  (9J  genügen  müssen.     Diese  Gleichungen  sind 

(1)  ~'  ä^ —    =  '*^   smd'Br  +  imrB», 

(2)  »-r  A  ^_,,B,  +  ^B,. 

(3)  %^'  =  *.K,  +  ^^' . 

Hierin  setzen  wir  nach  §.  140  (1) 

(4)  rBr  =  RS 
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und  denken  uns  für  0,  JR  je  ein  Integral  der  Differential- 
gleichungen §.  140  (3),  (4)  gesetzt. 

Wenn  wir  die  Gleichung  (3)  mit  ±  *  multipliciren  und  zu 
(2)  addiren,  so  erhalten  wir,  wenn  zur  Abkürzung 

gesetzt  wird: 

ar    '        '       ysm-d-   '^       ao-y 

Wenn  Sl^,  Sl^  bekannt  sind,  so  sind  aus  (5)  auch  sofort  B^ 
Bit  bestimmt,  nämlich 

(7)  2rBf  =  ^1  +  Äa,    2irB<^  =  Sl^  —  Ä^, 

und  wenn  die  beiden  Gleichungen  (6)  befriedigt  sind,  so  sind 
auch  (2),  (3)  befriedigt,  und  umgekehrt.  Um  diese  Gleichungen 
zu  befriedigen,  setzen  wir 

(8)  i^,  =  iJi  01,        i^2  =  jR,  02 

und  nehmen  an,  dass  R^,  R^  Functionen  von  r  allein,  ©j,  9^ 
Functionen  von  d'  allein  seien.  Wenn  man  dies  und  den  Aus- 
druck (4)  für  Br  in  (6)  substituirt,  so  folgt: 

dR^        ..-o\        iR  fm®     ,    d@\ 


(9) 


oder: 


(10) 


^  \  dr  J         r    VsmO"    '    d^J 

^\dr    ^  V         r    xsinO"        d^r 


fdR, 


iR  V  dr      "  '''^7  "~  01  \8in^  "^  d^J' 
r    /dli^     I    1.  •  7?  \  _    ^   f^^        ^®\ 


Da  in  den  beiden  Gleichungen  die  linken  Seiten  nicht  von 
d',  die  rechten  nicht  von  r  abhängen,  so  müssen  beide  Seiten 
Constanten  gleich  sein,  und  wir  beschränken  die  Allgemeinheit 
nicht,  wenn  wir  diese  Constante  =  1  annehmen,  weil  die  Aus- 
drücke (8)  ungeändert  bleiben,  wenn  TJj,  0^,  ü,,  ©j  durch  aR^ 

23* 
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a"*^®!,  ftiJ«,  &""*02  ersetzt  werden,  worin  a,  b  willkürliche  Con- 
stanten sind.  Hiernach  erhält  man  aus  (10)  die  folgenden  Glei- 
chungen : 

'  ■"  sin«'"  "*"  d»' 


(11) 


(12) 


_  _»^    _  ^ 
dR,        ,  .  _         iR 

ar     '  r 


@i  und  &2  sind  ^30  durch  (11)  unmittelbar  gegeben,  und 
man  könnte  Jßi,  R^  durch  Integration  von  (12)  bestimmen.  Da- 
bei würden  aber  noch  unbestimmte  Constanten  eingeführt,  die 
nachträglich  noch  bestimmt  werden  müssten.  Es  ist  darum  von 
Wichtigkeit,  dass  sich  auch  i2x,  72,  ohne  Integration  ableiten 
lassen,  und  zwar  haben  wir  hierzu  die  Gleichung  (I),  die  ja 
auch  noch  befriedigt  werden  muss.  Diese  Gleichung  giebt,  wenn 
wir  für  rjB^,  rB^,  rBr  die  Ausdrücke  (4),  (7),  (8)  einfuhren: 

=  2Ar  sinO^ÖÜ. 
Aus  (11)  aber  ergiebt  sich 

j  •    Q.  ia  a  sm  -ö"  T^ 

— x<i ^^i  =        — :7^ 'S.  ®i 

ad"  äd'  sin-ö" 

d0 


a-o"         '  a-o"  '    sin-ö" 


und    daher    mit    Benutzung    der     Differentialgleichung     für    S 
[§.  140  (3)1 

^-ft-     ^  "~  ^''^*  ^^  —  n(n-f-l)  sin-d-ö, 

woraus  sich  nach  (13)  ergiebt: 

(14)  n(n  +  1)  (i?,  —  2f,)  =  —  2Ärü. 
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Subtrahirt  man  die  beiden  Gleichungen  (12).  so  folgt: 

-'^-^-^---^  =  hüR,  +  R,) 
und  folglich  mit  Benutzung  von  (14) 
(15)  „(n+l)(//,  +  fi,)  =  2i^ 

und  aus  (14)  und  (15) 

«(«  +  1)Ä,=       hrR-\-i^, 

und  hierdurch  sind  also  Ri  und  222  durch  R  ausgedrückt  in  einer 
ganz  ähnlichen  Form,  wie  @i  und  0,  durch  S  [nach  (11)]. 

Wenn  man  diese  Ausdrücke  für  i?i,  R^  in  (12)  substituirt, 
so  ergiebt  sich  aus  beiden  die  Differentialgleichung  §.  140  (4), 
die  durch  R  erfüllt  ist,  und  es  sind  also  durch  (11)  und  (16) 
alle  Bedingungen  wirklich  befriedigt. 

Hierdurch  ist  ein  System  der  Particularlösungen  gefunden, 
in  denen  die  sechs  Componenten  der  elektrischen  und  der 
magnetischen  Kraft  vollständig  bis  auf  einen  unbestimmten 
(auch  complexen),  gemeinschaftlichen,  constanten  Coefficienten 
dargestellt  sind.  Es  ist  dabei  nicht  ausgeschlossen,  dass  die  Leit- 
fähigkeit und  die  Constanten  £,  ft  in  verschiedenen  concen- 
trischen  Kugelschalen  verschiedene  constante  Werthe  haben. 
Es  enthalten  die  Ausdrücke  noch  die  willkürliche  Constante  k 
(von  der  h  abhängt)  und  die  vrillkürlichen  ganzen  Zahlen  m,  n. 
Indem  man  diesen  willkürlichen  Elementen  unendlich  viele  ver- 
schiedene Werthe  beilegt  und  die  Summen  bildet,  erhält  man 
die  Möglichkeit,  den  Grenzbedingungen  zu  genügen,  wie  sie  die 
grosse  Mannigfaltigkeit  der  hierher  gehörigen  elektromagnetischen 
oder  optischen  Probleme  bieten. 


FÜNFTES   BUCH. 


HYDRODYNAMIK. 
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Allgemeine  Orundsätze. 


§.  142. 

Hydrostatik. 

Wir  haben  in  §.  59  f.  allgemeine  Gesetze  kennen  gelernt, 
die  für  die  Druckkräfte  in  einer  deformirbaren  Substanz  gültig 
sind.  Wir  wenden  diese  Gesetze  auf  den  Fall  einer  Flüssigkeit 
an,  worunter  wir  sowohl  ein  Gas  als  eine  tropfbare  Flüssigkeit 
verstehen. 

Für  eine  Flüssigkeit  besteht  über  den  inneren  Druck  das 
folgende  Gesetz,  das  unter  dem  Namen  des  Gesetzes  des  isor 
tropen  Druckes  bekannt  ist. 

I.  Der  Druck  77^,  der  an  einer  Stelle  der  Flüssigkeit 
gegen  ein  Flächenelement  mit  der  Normalen  v 
wirkt,  steht  senkrecht  auf  der  Fläche  und  ist 
von  der  Richtung  von  v  unabhängig. 

So  lange  wir  nur  den  Ruhezustand  einer  im  Gleichgewicht 
befindlichen  flüssigen  Masse  betrachten,  gilt  dies  Gesetz  auch 
noch,  wenn  Reibung  und  Zähigkeit  berücksichtigt  werden.  Anders 
ist  es  aber  bei  bewegten  Massen,  wo  durch  diese  beiden  Ein- 
flüsse bei  der  Bewegung  selbst  noch  besondere  Kräfte  geweckt 
werden.  Können  wir  auch  im  Falle  der  Bewegung  von  diesen 
beiden  Einflüssen  absehen,  so  nennen  wir  die  Flüssigkeit  eine 
vollkommene  oder  auch  ideale  Flüssigkeit. 

Grenzen  wir  im  Inneren  der  Flüssigkeit  ein  Volumen  t'  ab, 
80  wirkt  erfahrungsgemäss  der  Druck  gegen  die  Oberfläche   von 
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r'  in  der  Richtung  der  inneren  Normale;  wenigstens  wollen 
wir  ihn  positiv  rechnen,  wenn  er  in  dieser  Richtung  wirkt.  Be- 
zeichnen wir  ihn  also  mit  p,  so  haben  wir,  um  die  Formeln  des 
§.  60  anzuwenden,  Ily  =z  —  p  zu  setzen. 

Eine  Folge  der  Annahme  I.  ist  die,  dass  auch  der  äussere 
Druck  P  senkrecht  gegen  die  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit 
wirkt.  Ist  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  nicht  überall  frei, 
sondern  ganz  oder  zum  Theil  durch  feste  Wände  begrenzt,  so 
ist  an  diesen  festen  Wänden  der  Druck  nicht  mehr  als  gegeben, 
sondern  als  durch  die  Bedingungen  der  Aufgabe  bestimmt  an- 
zusehen. Der  Druck  p  an  irgend  einer  Stelle  im  Inneren  ist 
nach  I.  ein  Scalar,  also  eine  Function  der  Coordinaten  x,  y,  j? 
der  Stelle. 

Um  die  Gleichgewichtsbedingungen  aufzustellen,  haben  wir 
in  den  Gleichungen  (10),  (11),  §.  60 

Xy  =  0,   X,  =  0,    Y,  =  0,   r,  =  0,  Zx  =  0,  Zy  =  0 

zu  setzen,  und  erhalten,  wenn  X,  Y,  Z  die  Componenten  der 
äusseren  Kraft  sind: 

und  für  die  freie  Oberfläche 

(2)  p  =  P. 

Die  Dichtigkeit  q  betrachten  wir  bei  den  tropfbaren  Flüssig- 
keiten als  eine  Constante  und  nennen  diese  daher  auch  in  com - 
pressible  Flüssigkeiten.  Diese  Annahme  stimmt  zwar  nicht 
in  aller  Strenge,  wohl  aber  mit  grosser  Annäherung  mit  der 
Wirklichkeit  überein. 

Bei  den  Gasen  ist  q  eine  Function  des  Druckes  p  (oder 
auch  p  eine  Function  von  q).  Die  Natur  dieser  Function  muss 
durch  physikalische  Thatsachen  gegeben  sein,  und  kann  natür- 
lich nicht  aus  den  allgemeinen  mechanischen  Differentialgleichungen 
geschlossen  werden. 

Es  ist  aber,  wie  bekannt,  die  Dichtigkeit  eines  Gases  ausser 
von  dem  Druck  auch  noch  von  der  Temperatur  abhingig, 
und  die  Temperatur  ist  abhängig  von  der  Aufnahme  oder  Ab- 
gabe von  Wärme.  Bei  einer  vollständigen,  strengen  und  all- 
gemeinen Behandlung  des  Problems  müssten  wir  also  gleichzeitig 
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mit  den  hydrodynamischen  Gleichungen  auch  noch  die  Gleichungen 
der  Wärmeleitung  und  Strahlung  berücksichtigen;  aber  in  dieser 
Allgemeinheit  ist  uns  das  Problem  so  gut  wie  unzugänglich. 
Wir  beschränken  uns  daher  auf  die  Betrachtung  zweier  extremer 
Fälle. 

Für  die  Abhängigkeit  zwischen  Druck,  Dichtigkeit  und  Tem- 
peratur gilt  bei  vollkommenen  Gasen  das  Boyle-Gay-Lussac'- 
sche  Gesetz: 

(3)  pr  =  BT, 

worin  p  der  Druck,  v  das  Volumen  der  Masseneinheit,  also 
t;  =  1/p,  T  die  sogenannte  absolute  Temperatur,  also  die  Tem- 
peratur in  Centesimalgraden,  von  —  273o  an  gerechnet,  bedeutet. 
22  ist  eine  Constante. 

Nehmen  wir  T  als  Zahl  an,  so  sind  die  Dimensionen  der 
hierin  vorkommenden  Grössen 

[p]  =  [ml-^  t-^],     V  =  [m-i  ?»],      Q  =  [w?-8],      R  =  [IH'^]. 

Es  ist  also  R  das  Quadrat  einer  Geschwindigkeit  und  im 
Gr.-Cent.-Sec.-System  ist  für  WasserstoflF 

R  =  41,3 .  10«  0- 

Für  andere  Gase  hat  R  nach  dem  Gesetze  von  Avogadro 
denselben  Werth,  wenn  unter  v  nicht  das  Volumen  der  Massen - 
einheit  verstanden  wird,  sondern  ein  Volumen,  das  die  gleiche 
Anzahl  Molecüle  enthält,  wie  ein  Gramm  Wasserstoff. 

Wenn  man  die  Temperatur  als  constant  betrachten  kann, 
80  sind  also  Druck  und  Dichtigkeit  mit  einander  proportional 

(4)  P  =  Q  const. 

und  es  ist  die  eine  von  beiden  Grössen  aus  den  mechanischen 
Gleichungen  zu  bestimmen.  Dies  können  wir  aber  nur  im  Falle 
des  Gleichgewichtes  annehmen,  wenn  keine  Verdichtungen  und 
Verdünnungen  vorkommen,  oder  wenn  die  durch  die  Volumen- 
änderungen erzeugten  Temperaturverschiedenheiten  sich  so  schnell 
durch  Leitung  ausgleichen,  dass  wir  die  Temperatur  als  constant 
betrachten  dürfen. 

Bei  Bewegungen  vpn  der  Art  der  Schallschwingungen  in  der 
Luft  kommt  aber  wahrscheinlich   die   entgegengesetzte  Annahme 


*)  Da  der  Wasserstoff  das  Mo lecular (gewicht  2  hat,  so  wäre,  wenn  man 
unter  v  das  Volumen  einer  Grammmolekel  (2  Gramm)  versteht,  M  gleich 
dem  Doppelten  dieser  Zahl  (=  82,6  .  10")  zu  setzen  (Planck,  Thermodynamik). 
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der  Wirklichkeit  noch  näher,  dass  nämlich  der  Vorgang  adia- 
batisch sei,  d.  h.,  dass  der  Wärmeaustausch  zwischen  den 
Gastheilen  ganz  zu  vernachlässigen  sei. 

Unter  dieser  Voraussetzung  ergiebt  sich  die  Abhängigkeit 
zwischen  Druck  und  Dichtigkeit  durch  folgende  Betrachtung. 

Es  bedeute 

c  die  specifische  Wärme  des  Gases   bei   constantem 
Druck, 

(/  die  specifische  W^ärme  des  Gases  bei  constantem 
Volumen, 
d.  h.  es  sei  c  die  Wärmemenge,  die  der  Masseneinheit  des  Gases 
zugeführt  werden  muss,  um  die  Temperatur  um  einen  Grad  zu 
erhöhen,  wenn  es  sich  dabei  unter  einem  constanten  Druck  aus- 
dehnen kann,  und  &  die  Wärmemenge,  die  denselben  Erfolg  hat, 
wenn  das  Volumen  constant  gehalten  wird. 

Wenn  sich  also  gleichzeitig  p  um  dp^  v  um  dv,  T  um  dT 
ändern,  so  ist  nach  (3) 

(5)  .    ^4-^  =  1^:. 

^^  p  ^   V  T 

Ist  also  dp  =  0^  so  ergiebt  sich  die  Temperaturerhöhung, 
die  eintritt,  wenn  sich  das  Gas  bei  constantem  Druck  um  dv 
ausdehnt,  gleich  Tdv/Vy  und  cTdv/v  ist  die  dazu  erforder- 
liche Wärmemenge;  ebenso  ist  Tdp/p  die  Temperaturerhöhung 
und  &  Tdp/p  die  dazu  erforderliche  Wärmemenge,  wenn  der 
Druck  bei  constantem  Volumen  um  dp  wächst.  Demnach  ist 
die  gesammte,  der  Temperaturerhöhung  d  T entsprechende  W^ärme- 

menge 

,^,  cTdv    ,    c'Tdp 

(6)  --+      ^,    -, 

und    wenn    also  kein    Wärmeaustausch   stattfindet,   so  ist  diese 
Grösse  =  0.    Daraus  folgt 

cdlogv  -\-  (fdlogp  =  0 
oder  wenn  wir 

c'  -  '' 
setzen  : 

\ogp  =  —  k\ogv  -f-  coiist. 

oder  also,  wenn  wir  i;  =  l;^  setzen: 

(7)  p  =  Q^  const. 


§.  143.  Hydrostatische  Probleme.  365 

NsiCh  den  Beobachtungen  sind  die  beiden  specifischen  Wärmen 
von  Druck  und  Temperatur  unabhängig,  und  es  ist  daher  k  eine 
Constante. 

Die  Formel  (7)  gilt  aber,  wie  gesagt,  nur  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  kein  Wärmeaustausch  stattfindet,  ist  also  für  den 
Gleichgewichtszustand  nicht  anwendbar.  Für  diesen  Fall  ist  q 
als  Function  von  p  nach  dem  Boyle-Gay-Lussac'schen  Ge- 
setz erst  dann  bestimmt,  wenn  die  Temperatur  als  Function 
des  Ortes  bekannt  ist. 

Die  Annahme,  dass  p  mit  einer  Potenz  von  q  proportional 
sei,  hat  Poisson  zuerst  gemacht.  Die  theoretische  Begründung 
aus  der  mechanischen  Wärmetheorie  ist  von  Riemann.  Wir 
wollen  in  der  Folge  die  Formel  (7)  der  Kürze  wegen  als  das 
Poisson'sche  Gesetz  bezeichnen i). 


§.  143. 
Hydrostatische  Probleme. 

Die  Aufgabe  der  Hydrostatik  besteht  nun  darin,  aus  den 
Grundgleichungen  (1),  (2),  §.  142,  die  Gestalt  der  Oberfläche  und 


0  Für  k  berechnet  Riemann  (Ueber  die  Fortpflanzung  ebener  Luft- 
wellen von  endlicher  Schwingungsweite,  Werke  S.  156)  aus  Beobachtungen 
von  Regnault  und  Joule  den  Werth  k  =  1,4101.  Neuere  Beobachtungen 
von  Mason  ergeben  für  atmosphärische  Luft,  Sauerstofff  Wasserstofif,  Stick- 
stoff und  wahrscheinlich  für  alle  zweiatomigen  Gase  den  Werth  k  ■=  1,405. 
Für  einatomige  Gase,  z.  B.  für  Quecksilberdampf,  ist  A;  grösser  {k  =  1,666}. 
Wenn  die  Temperatur  constant  bleibt,  während  p  und  v  um  dp  und  dv 
wachsen,  so  ergiebt  sich  aus  (3) 

a)    pdv  -\-  vdp  z=  0. 

Die  gegen  den  Druck  geleistete  äussere  Arbeit  ist  hierbei  gleich 

b)    pdv  =  —  vdp. 

Die  aufgenommene  Wärmemenge  ist  nach  (6) 

c)     T{c  —  &)  d  log  V. 

Nach  der  Annahme  von  Mayer  und  Clausius,  die  durch  die  Ver- 
suche von  Joule  bestätigt  ist,  nimmt  aber  ein  bei  constanter  Temperatur 
sich  ausdehnendes  Gas  nur  so  viel  Wärme  auf,  als  zur  Erzeugung  der 
äusseren  Arbeit  erforderlich  ist,  und  daraus  ergiebt  sich,  wenn  wir  Wärme- 
mengen nach  mechanischem  Maass  l(als  Arbeitsgrössen)  messen,  durch  Gleich- 
setzen von  b)  und  c)  mit  Benutzung  von  (3) 

c  —  (^  =  li. 
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die  Vertheilung  des  Druckes  im  luneren  abzuleiten«  pies  ist 
leicht,  wenn  die  äusseren  Kräi'te  X,  Y^  Z  als  Functionen  des 
Ortes  von  vornherein  gegeben  sind,  dagegen  fehlt  jeder  all- 
gemeine Ansatz  in  den  Fällen,  wo  diese  Kräfte  von  der  noch 
unbekannten  Oberflächengestalt  abhängen.  Es  bleibt  dann  kaum 
ein  anderer  Weg  übrig,  als  eine  hypothetische  Annahme  über 
die  Gestalt  zu  machen,  die  noch  einige  verfügbare  Parameter 
enthält,  und  diese  Parameter  dann,  wenn  die  Annahme  eine  zu- 
lässige war,  nachträglich  zu  bestimmen. 

Die  Grundgleichungen  §.  142  (1)  zeigen  zunächst,  dass  ein 
Gleichgewicht  der  Flüssigkeit  nur  dann  möglich  ist,  wenn  der 
Ausdruck 

(1)  Q(Xdx  +  Tdy  +  Zdz)  =  äp 

ein  vollständiges  Differential  ist,  und  wenn  also  q  constant  oder 
eine  Function  von  p  ist,  so  mus.s  auch 

(2)  Xdx  +  Ydy  +  Zdjs  =  dV 

ein  vollständiges  Differential  sein. 

Ist  die  Function  V  bekannt,  so  ergiebt  sich  bei  constan- 
tem  Q 

(3)  p  =^  Q  V  -\-  const. 

und  die  Constante  wird  bestimmt,  wenn  der  Druck  an  einer 
Stelle,  etwa  einem  Oberflächenpunkte,  bekannt  ist.  Die  Glei- 
chung*der  Oberfläche  wird  dann  p=  P,  also 

(4)  P=  qV+  const. 

Der  einfachste  Fall  ist  der,  dass  der  Oberflächendruck  P 
constant  ist  (z.  B.  gleich  dem  Atmosphärendruck  oder,  im 
leeren  Räume,  P  =  0).  Dann  ist  an  der  freien  Oberfläche  auch 
V  constant. 

Das  interessanteste  und  wichtigste  Beispiel  ist  das  einer 
rotirenden  Flüssigkeitsraasse,  deren  Theile  einander  nach  dem 
Newton'schen  Gravitationsgesetz  anziehen.  Streng  ge- 
nommen handelt  es  sicli  hier  zwar  um  ein  dynamisches  und  kein 
statisches  Problem.  Wenn  wir  aber  die  Annahme  machen,  dass 
die  flüssige  Masse  ohne  Verschiebung  ihrer  Theile  gegen  ein- 
ander, also  wie  ein  starrer  Körper,  mit  unveränderlicher  Winkel- 
geschwindigkeit rotirt,  so  köiuien  wir  den  Zustand  auf  ein  mit- 
rotirendes  Coordinatensystem  beziehen,  müssen  dann  aber  die 
Centritugalkraft  als  äussere  Kraft  einführen. 
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Wenn  ein  Punkt  m  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  cd  eine 
Kreisbahn  mit  dem  Radius  r  beschreibt,  so  wird  er  in  dem 
Zeitelement  dt  um  die  Strecke  ^rm^dt^  von  der  geradlinigen 
Bahn  nach  dem  Kreismittelpunkte  hin  abgelenkt.  Es  ist  also  ^rco^dt 
die  mittlere  Geschwindigkeit,  mit  der  er  diese  Strecke  durch- 
läuft; die  Anfangsgeschwindigkeit  ist  Null  und  die  End- 
geschwindigkeit also  rcD^dt;  folglich  ist  rca^  die  Beschleunigung 
in  der  Richtung  des  Radius. 

Die  Masseneinheit  in  dem  Punkte  m  wird  daher  gegen  das 
Hinderniss,  das  sie  in  jedem  Augenblick  in  die  Kreisbahn  zwingt, 
eine  Kraft  von  der  Grösse  reo»  in  der  Richtung  des  wachsenden 
r  ausüben.  Ist  die  Rotationsaxe  die  z-kxe^  also  die  Bewegung 
der  xy 'Ebene  parallel  und  r^  =  x^  -\-  y^^  so  sind  die  Com- 
ponenten  dieser  Centrifugalkraft 

ÖZ 

worin 

(G)  Fl  =  Ir^ca^  ^  li^^  +  V^)^^- 

Dazu  kommen  noch  die  Componenten  Xg,  Yj,  Z^  der  An- 
ziehung der  gesammten  Flüssigkeit  auf  den  Punkt  mit  den 
Coordinaten  a;,  y^  z.  Diese  können  wir  erst  berechnen,  wenn 
die  Gestalt  der  Oberfläche,  die  wir  suchen,  bekannt  ist.  Wenn 
wir  aber  annehmen,  die  Oberfläche  habe  die  Gestalt  eines 
Ellipsoids  mit  den  noch  unbekannten  Halbaxen  a,  6,  c,  und  die 
Axen  ar,  y^  z  fallen  mit  den  Hauptaxen  zusammen,  so  können  wir 
die  anziehenden  Kräfte  als  Functionen  der  a,  6,  c  darstellen. 

Wir  haben  in  §.  107  des  ersten  Bandes  das  Potential  eines 
Ellipsoids  bestimmt.  Für  unser  jetziges  Problem  kommt  nur  das 
Potential  für  einen  Oberflächenpunkt  in  Betracht,  und  wenn  wir 
mit  /  die  anziehende  Kraft  der  Masseneinheit  auf  die  Massen- 
einheit in  der  Einheit  der  Entfernung  bezeichnen  i)  und 


*)  Ist  g  die  BeschleuniguDg  der  Schwere  an  der  Erdoberfläche,  M  die 
Masse  der  Erde,  I{  der  Erdradius,  so  ist,  wenn  wir  die  Erde  als  -Kugel 
betrachten,  und  von  dem  Eintluss  der  Erdrotation  auf  die  Schwere  absehen, 
/  =  gB*/M.     Die  Dimension  von  f  hi  [f]  =  [P  f-a  m-»]. 


i 
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OB 


(7) 


(8) 


V  —        f  i  /^  x»  y»  2^     \  ds 

'^'  -  ''^^  ]  V  ~  ^^  s  ~  W+  s  ~  c^  +  s)  "ß  ' 

0 

^ = y('+^)('+^)('+*) 


setzen,  so  ist 


^y»       V  8^«        ^  O^a 


Damit  nun  das  Ellipsoid,  unter  Voraussetzung  eines  con- 
stanten  Oberfläcbendruckes,  Gleichgewichtsfigur  sein  kann,  muss 
die  Gleichung 

(10)  Fl  -f  Fj  =  const. 

an  der  Oberfläche  erfüllt  sein,  d.  h.  diese  Gleichung   muss  mit 
der  Gleichung  des  Ellipsoids 

(")  S  +  g  +  c^  =  ' 

übereinstimmen.    Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass   sich  die  Coeffi- 
cienten  von  x^^  y%  z^  in  (10),  nämlich  die  drei  Grössen 

00  _  00 

ds 


(12)      >3-.,/|^-^^,       Ja,a-«,/j 


(6«  +  s)  D' 

0 


-.p/l 


ds 


(c2  -\-  s)  Ü 

0 

zu  einander  verhalten  müssen  wie    „  :  tt;  :  — ,,  und  es  finden  sich 

tt2     A«    c'^ 

also,  wenn  wir  zur  Abkürzung 
(13) 


setzen,  und  einen  Proportionalitätsfactor  h  einführen,  die  drei 
Gleichungen: 
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f 


ds  ,    h 


0 


a^)  f  (P^  = '  + 


6»' 


0 

1 


eis  A 


0 

Ist  r  und  die  Gesammtgrösse  der  rotirenden  Masse,  also 
das  Product  abe  gegeben,  so  enthalten  diese  drei  Gleichungen 
noch  drei  Unbekannte,  aber  in  transcendenter  Form.  Elimi- 
niren  wir  zunächst  A,  so  folgt 

0 

woraus  man  zunächst  schliesst,  dass  (a*  —  c>)  und  (fc^  —  e^) 
positiv  sein  müssen,  dass  aläo  die  Rotationsaxe  die  kleinste 
der  drei  Axen  ist.  Endlich  ergiebt  sich  aus  (15)  durch  Eli- 
mination von  t: 

(16)  0  =  (a2— 6«)  r?^  {{a^  —  c^)  (62-^c»)-c«(c2  +  s)}. 

0 

Diese  Gleichung  wird  befriedigt  durch  die  Annahme 

(17)  a  =  6, 

d.  h.  durch  ein  Rotationsellipsoid.  Machen  wir  diese  Annahme, 
so  ergiebt  eine  der  Gleichungen  (15) 

(a«  —  c^)sds 


- 


(a«-fs)2(c24-s) 


f^i 


oder,  indem  man 


setzt : 
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(18)  ^  -  2  ^' J  (Xnpi^^. ' 

1 

oder,  indem  man  dieses  Integral  ausrechnet: 

O  Q        I         1  2 

(19)  r  =  —  ^  H ^^ —  arc  tang  A, 

worin   der  Bogen   arc  tang  k  zwischen  0  und  -^  zu  nehmen  ist. 

Die  Grösse  k  kann  jeden  Werth  von  0  bis  qo  haben,  und  zu 
jedem  dieser  Werthe  ergiebtsich  aus  (19)  ein  Werth  von  r,  also  eine 
bestimmte  Rotationsgeschwindigkeit  Es.  kann  also  jädes  ab- 
geplattete Rotationsellipsoid  Gleichgewichtsfigur  sein,  und 
zwar  für  eine  bestimmte  Rotationsgeschwindigkeit. 

Lassen  wir  in  (19)  [oder  einfacher  noch  in  (18)]  A  positive 
Werthe  durchlaufen,  so  bleibt  t  positiv  und  verschwindet  für 
k  =  0  und  A  =  00 .  Es  erhält  also  t  für  irgend  einen  Werth 
k  =  ko  einen  Maximalwerth  t^ ,  den  man  durch  Näherungs- 
rechnung finden  kann.    Man  erhält  genähert: 

(20)  k^  =  2,5293,    to  =  0,2246. 

Nehmen  vnr  also  die  Rotationsgeschwindigkeit  und  damit 
nach  (13)  auch  r  als  gegeben  an,  so  erhält  man  zwei,  ein  oder 
kein  Rotationsellipsoid  als  mögliche  Gleichgewichtsfigur,  je  nach- 
dem T  kleiner,  gleich  oder  grösser  als  r^  ist. 

Man  kann  aber  die  Gleichung  (16)  auch  dadurch  befriedigen, 
dass  man 

00 

(21)  j  ^  [(«'  -  c»)  (l>'  -  c*)  -  c»  (c«  4-  s)]  =  0 

,0  . 

■    * 

setzt.  Hält  man  hierin  b  und  c  fest ,  und  nimmt  6  >  c  an ,  so 
liat  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  für  ein  unendlich  grosses 
a  einen  positiven,  für  a  =  c  einen  negativen  Werth,  und  geht 
also,  wenn  a  von  c  bis  unendlich  geht,  einmal  durch  Null.  Es 
giebt  also  unendlich  viele  dreiaxige  Ellipsoide,  die  Gleichgewichts- 
figuren sein  können,  und  es  können  dabei  die  beiden  Axen  b 
und  c  beliebig  gewählt  werden.  Ein  solches  dreiaxiges  EUipsoid 
geht  nur  dann  in  ein  Rotationsellipsoid  über,  wenn  die  beiden 
Axen  6,  c  der  Bedingung  genügen: 
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«  (fe*  —  2b^C^  —  C^s)8ds  _ 

und  diese  Gleichung  hat  für  jedes  c  eine  Wurzel  6,  die  grösser 
als  c  ist.  Ist  &o  die  Wurzel  von  (22),  so  ist,  wenn  6  <[  6o  is^? 
das  aus  (21)  bestimmte  a  >•  &o  und  umgekehrt. 

Soll  zu  einer  gegebenen  Rotationsgeschwindigkeit,  also  zu 
einem  gebenen  r  eine  dreiaxige  Ellipsoidfläche  als  Gleichgewichts* 
figur  bestimmt  werden,  so  hat  man  gleichzeitig  eine  der  Glei- 
chungen (15)  und  die  Gleichung  (21)  zu  untersuchen.  Es  ergeben 
sich  dabei  die  folgenden  Resultate. 

Wenn  t  zwischen  den  Grenzen  0  und  0,18711  liegt,  so  exi- 
stiren  drei  ellipsoidische  Gleichgewichtsfiguren ,  ein  dreiaxiges 
und  zwei  Rotationsellipsoide. 

Ist  t=  0,18711,  so  fallen  das  dreiaxige  und  das  weniger 
abgeplattete  der  beiden  Rotationsellipsoide  in  eines  zusammen. 

Liegt  t  zwischen  den  Grenzen  0,18711  und  0,2246,  so  existiren 
nur  noch  zwei  Rotationsellipsoide  als  Gleichgewichtsfiguren,  die 
bei  der  oberen  Grenze  von  r  in  eines  zusammenfallen. 

Ist  endlich  t  grösser  als  0,2246,  so  existirt  gar  keine  ellip- 
soidische Gleichgewichtsfigur  mehri). 

§.  144. 

Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung. 

Erste  Form. 

Aus  den  Gleichgevrichtsbedingungen  lassen  sich  durch  das 
d'Alembert'sche  Princip  die  Bedingungen  der  Bewegung  her- 
leiten, indem  man  zu  den  thatsächlich  wirkenden,  auf  die  Massen- 


M  C.  0.  Meyer,  „de  aequilibrii  formis  ellipsoidicis",  ereile's  Journal, 
Bd.  24  (1842).  Die  Möglichkeit  eines  dreiaxigen  Ellipsoids  als  Gleich- 
fl^ewichtsfigur  ist  von  Jacobi  entdeckt.  Die  Rechnungen,  die  zu  den  eben 
angegebenen  Resultaten  führen,  sind  mühsam,  aber  ohne  principielle 
Schwierigkeiten.  Methoden  zur  numerischen  Berechnung  der  Axenverhält- 
hältnisse  aus  gegebenem  r  hat  Kostka  gegeben  (Monatsberichte  der  Ber- 
liner Akademie  1870).  Er  findet  für  den  Werth  z  =  0,0022997,  der  den 
Verhältnissen   bei  der  Erde   entspricht,   für  die  beiden  Rotationsellipsoide 


-  =  1,00433467,  -  =  680,4939 

c  c 


24* 
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einheit  bezogenen  äusseren  Kräften  X,  F,  Z  die  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  genommenen  Beschleunigungen  hinzufügt,  also 
nach  der  Annahme  von  d'Alembert  fordert,  dass,  wenn  xf\yf\sf* 
die  Componenten  der  Beschleunigung  sind,  der  bewegte  Zustand 
in  jedem  Augenblick  den  Gleichgewichtsbedingungen  genügen 
soll,  wenn  die  äusseren  Kräfte  X,F,  Z  durch 

ersetzt  werden.  Es  ergeben  sich  also  aus  den  Gleichungen 
§.  142  (1)  die  für  die  Bewegung  gültigen  Gleichungen: 

Hierin  besteht  zwischen  der  Dichtigkeit  p  und  dem  Druck 
l>  eine  Relation,  die  von  der  Natur  der  Aufgabe  abhängt,  wie 
wir  im  §.  142  gesehen  haben. 

Die  Oberflächenbedingung 

(2)  1»  =  P 

bleibt  hier  unveränderlich  bestehen. 

Es  kommt  nun  zunächst  darauf  an,  die  Beschleunigungen 
durch  die  Unbekannten  des  Problems  auszudrücken,  um  Diffe- 
rentialgleichungen bilden  zu  können.  Man  kann  dabei  von  zwei 
verschiedenen  Gesichtspunkten  ausgehen,  und  erhält  dem  ent- 
sprechend die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  in  zwei  ver- 
schiedenen Formen.  Wir  betrachten  zunächst  die  Form  der 
Differentialgleichungen,  die  man  nach  Lagrange  benennt  i). 

Wenn  danach  x,  y,  ^  die  Goordinaten  nicht  eines  be- 
stimmten   Kaumpunktes,    sondern    eines    Massenelementes    der 


und  für  das  dreiaxige  EUlipsoid  (abweichend  von  Meyer) 

-  =  52,4425,      -  =  1,002:^134. 
c  c 

Eingehende  Untersachungen  allgemeinerer  Art  über  Gleichgewichts- 
figaren  rotirender  gravitirender  Flüssigkeiten,  in  denen  besonders  auch  die 
Frage  nach  der  Stabilität  Berücksichtigung  findet,  sind  von  Poincare  an- 
gestellt (Acta  Mathematica,  Bd.  7,  1885). 

^)  Lagrange,  Mecanique  analytique.    Tome  ü,  section  XI,  1815. 
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Flüssigkeit  sind,  so  haben  wir  x,  y,  js  als  Functionen  der  Zeit  zu 
betrachten,  und  es  ist,  wie  in  der  Mechanik  materieller  Punkte 

Da  aber,  wie  wir  annehmen,  die  Flüssigkeit  während  der 
ganzen  Bewegung  einen  Raum  stetig  erfüllt,  so  sind  x,  y,  /s  noch 
P'unctionen  von  drei  anderen  unabhängigen  Variablen  Oy  6,  c, 
durch  deren  Werthe  sich  die  yerschiedenen  Flüssigkeitselemente 
von  einander  unterscheiden.  Am  einfachsten  ist  es,  für  diese 
Variablen  a,  &,  c  die  Werthe  zu  nehmen,  die  die  Goordinaten 
x^  y,  z  in  irgend  einem  Moment,  etwa  für  ^  =  0,  haben  (die 
Anfangswerthe).  Es  können  aber  auch  die  a,  6,  c  irgend 
drei  yon  einander  unabhängige  Functionen  dieser  Anfangs- 
werthe sein. 

Der  Druck  p  geht  bei  dieser  Darstellung  aus  einer  Function 
von  x^  y,  z  in  eine  Function  von  a,  ft,  c  über,  und  wir  haben  also 

(S\  dp  _dp  dx    ,    dp  dy        dp  8^ 

^^  da       dxda"^  dy  da'^  dz  da 

und  zwei  ähnliche  Gleichungen,  und  wir  erhalten  aus  (1): 
r^Wx      d^x\dx       (        ^^y\^y_i_(7     d^z\dz_\dp 

Wenn  eine  Kräftefunction  V  existirt,  wie  wir  jetzt  an- 
nehmen wollen,  so  ist  X  =  8  Vjdx,  Y  =  dV/dy,  Z=  dV/dz^ 
und  folglich 

da  da  da        oa 

Demnach  ergiebt  sich  aus  (4)  und  den  beiden  entsprechenden 
Gleichungen  für  6,  c  das  System: 

cxd^x       dy  d^y    .    dzd^z_dV       l  dp 
cadP^  dadP^  da  dt^  ~  da        q  da 

dxd^x    .    8y  a^y       dzd^z_dV       \  dp 
^^  db  cP  "^  dh  dP    '    dh  dP  ~~  db        g  db 

dx  d^x    .    dy  d^y    .    dzc^z_dV       Idp 
de  dP  '^  dcdP  '^  de  dP  ^  de        q  de' 

Hierzu  kommt  noch  eine  Gleichung,  die  wir  als  die  Glei- 
chung   der   Erhaltung   der  Masse   bezeichnen    können.      Be- 
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zeichnen  wir  mit  dt  ein  Volumenelement  der  Flüssigkeit,  mit  q 
die  zugehörige  Dichtigkeit,  so  ist  das  Integral 


1 


Qdt^ 


wenn  man  es  in  einem  bestimmten  Augenblick  auf  irgend  einen 
Theil  der  bewegten  Masse  bezieht,  mit  der  Zeit  nnveränderlicL 
Drücken  wir  das  Integral  in  den  Variablen  a,  &,  c  aus ,  so  sind 
seine  Grenzen  von  der  Zeit  unabhängig,  und  q  ist  eine  Function 
von  a,  6,  c,  t.    Das  Integral  erhält  dann  die  Form 


i 


Q&  da  db  dc^ 


worin  der  Ausdruck  0  nach  Band  I,  §.   37  (8)  zu  bilden   ist 
Man  hat  nach  der  dortigen  Bezeichnung 


worm 


dy  dy 


dx  dx    . 


.dB  dz 

db  de  '^dbWc^^' 


und  man  kann  daher  nach  einem  bekannten  Determinantensatze 


(6) 


—  da db  de 


dx  dx  dx 

da'  'db'  ac 

dy^  dy^  dy 

da'  db'  de 

dj_  d£  d£ 

da'  db'  de 


setzen.    Die  Bedingung  der  Erhaltung  der  Masse  ergiebt  daher 
(7) 


dt 


oder  durch  Integration ,  wenn  wir  mit  ^o  ®o  die  Werthe  dieser 
Functionen  für  t  =  0  bezeichnen: 

(8)  Q@  =  Qo  ®o. 

In  der  Formel  (6)  wäre,  da  0  nach  seiner  Definition  eine 
wesentlich  positive  Grösse  ist,  das  Vorzeichen  noch  unbestimmt 
Da  aber   nach   (8)  @  immer   dasselbe    Zeichen  hat  wie  Oo«  so 
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können  wir  die  Variablen  a,  6,  c  immer  so  annehmen,  dass  die 
Determinante  positiv  ist,  und  dann  ist  also  das  Vorzeichen  in 
(6)  richtig.     Dies  ist  z.  B.  dann  der  Fall,  wenn  wir  für  a,  6,  c 
die  Anfangswerthe  der  Variablen  a;,  y,  z  wählen. 
Dann  ist  nämlich  für  ^  =  0 

ca—^'    da  '    da~^' 

^^'>  db-^'    db-^'    db-^' 

de  -^'    de  -"'    de        ^' 
und  folglich  ©o  =  1.     Die  Formel  (8)  ergiebt  daher 

(10)  0=^, 

Q 

die   in   dem    Falle    einer    incompressiblen    Flüssigkeit,    bei   der 
Q  =  Qq  ist,  in 

(11)  0=1 

übergeht 

Hierzu  sind  noch  zwei  Bemerkungen  zu  machen: 
Die  Functionen  x,  y,  a  sind  für  ein  bestimmtes  Werthsystem 
a,  6,  c  stetige  Functionen  von  t,  da  ein  Flüssigkeitstheilchen  nicht 
plötzlich  von  einem  Orte  zu  einem  davon  verschiedenen  fort- 
getragen werden  kann.  Es  müssen  aber  auch  für  einen  con- 
stanten  Werth  von  t  die  x^  y,  z  stetige  Functionen  von  a,  6,  c 
sein;  denn  unserer  ganzen  Betrachtung  liegt  die  Voraussetzung 
zu  Grunde,  dass  benachbarte  Flüssigkeitstheile  im  Verlauf  der 
Bewegung  benachbart  bleiben. 

Endlich  müssen  wir  aber  auch  noch  verlangen,  dass  zu  ver- 
schiedenen Werthen  von  a,  6,  c  auch  verschiedene  Werthe  von 
a:,  y,  z  gehören,  d.  h.  dass  a,  6,  c  eindeutige  Functionen  von 
a;,  y,  z  sind.  Wären  sie  nämlich  das  nicht,  so  würden  ver- 
schiedene Flüssigkeitstheile  im  Verlaufe  der  Bewegung  gleich- 
zeitig an  dieselbe  Stelle  kommen.  Sie  müssen  dann  auf  einander 
stossen,  und  es  treten  Unstetigkeiten  ein,  über  die  unsere  Glei- 
chungen keine  Auskunft  mehr  geben.  Hierhin  gehören  solche 
Bewegungen,  die  sich  durch  Spritzen  oder  Branden  zu  erkennen 
geben. 
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Eine  zweite  Bemerkung  bezieht  sich  auf  den  Druck.  Da 
eine  negative  Dichtigkeit  bei  Flüssigkeiten  keinen  Sinn  hat,  so 
kann  bei  Gasen  schon  wegen  des  Zusammenhanges  zwischen 
Druck  und  Dichtigkeit  auch  der  Druck  nicht  negativ  werden. 
Bei  tropfbaren  Flüssigkeiten  würde  ein  negativer  Druck,  der  in 
einem  Raumtheil  herrscht,  als  eine  Zugkraft  gegen  die  Ober- 
fläche wirken.  Nach  der  Vorstellung,  die  wir  von  dem  Wesen 
einer  incompressiblen  Flüssigkeit  haben,  würde  sie  aber  einem 
solchen  Zuge  nicht  widerstehen  können,  sondern  zerreissen 
müssen.  Bei  einer  stetigen  Flüssigkeitsbewegung,  bei  der  der 
Zusammenhang  der  Theile  erhalten  bleibt,  kann  also  der  Druck 
nirgends  negativ  werden. 

In  der  Natur  wird  vielleicht  eine  Flüssigkeit  auch  einer 
Zugkraft  bis  zu  einer  gewissen  Grenze  widerstehen  können. 
Dann  aber  würde  immerhin  bei  einer  stetigen  Bewegung  der 
Druck  nicht  unter  eine  von  der  Natur  der  Flüssigkeit 
abhängige  Grenze  herabsinken  können. 

Was  die  Grenzbedingungen  betrifft,  so  haben  wir  zwischen 
einer  freien  Oberfläche  und  der  Berührungsfläche  der  Flüssigkeit 
mit  einer  festen  Wand  zu  unterscheiden.  An  der  ersten  gilt  die 
Grenzbedingung  (2),  d.  h.  der  Druck  an  einer  solchen  Stelle  ist 
eine  gegebene  constante  Grösse.  Für  die  Berührungsflächen 
zwischen  der  Flüssigkeit  und  der  Wand  nehmen  wir  an,  dass 
ein  an  der  Wand  befindliches  Flüssigkeitstheilchen  während 
der  ganzen  Dauer  einer  den  Differentialgleichungen 
entsprechenden  Bewegung  mit  der  Wand  in  Berührung 
bleibt. 

§.  145. 

Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung. 

Zweite   Form. 

Man  kann  bei  der  Aufstellung  der  Differentialgleichungen 
der  Bewegung  noch  von  einem  anderen  Gesichtspunkte  ausgehen: 
man  kann  nämlich  den  mit  bewegter  Flüssigkeit  erfüllten  Raum 
als  ein  Geschwindigkeitsfeld  auffassen  (Bd.  I,  §.  85),  in  dem 
es  sich  dann  um  die  Bestimmung  der  Geschwindigkeit  als 
Vector  und  des  Druckes  als  Scalar  handelt. 

Gegeben  ist  dabei  in  demselben  Felde  der  Vector  der  äusse- 
ren Kraft. 
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Alle  Grössen  des  Feldes  und  auch  das  Feld  selbst,  d.  h.  seine 
Begrenzung,  können  noch  Functionen  der  Zeit  sein.  Wenn  nun 
Sl  irgend  einen  mit  der  Zeit  veränderlichen  Scalar  des  Feldes, 
also  eine  Function  von  x,  y,  js^  t  bedeutet,  so  wird  ein  bewegtes 
Massentheilchen  m  im  Verlauf  der  Bewegung  zu  immer  anderen 
und  anderen  Werthen  von  Sl  gelangen.  Sind  x^  y,  js  die  Coor- 
dinaten  und  u,  t;,  w  die  Geschwindigkeitscomponenten  von  m  zur 
Zeit  i,  so  sind  nach  Verlauf  des  Zeitelementes  dt  die  Coordinaten 
von  m 

X  -\-  udt^        y  -\-  vdt^        z  -}"  ^dt^ 

und  folglich  hat  der  Werth  von  Ä  für  das  Theilchen  m  in  dem 
Zeitelement  d^  um 

dt 


/d&l    ,        aa    ,        d&l    ,        d&l\ 


zugenommen.    Diese, Grösse  können  wir  als  das  vollständige 
Differential  von  Q,  bezeichnen,  und  wir  setzen  demnach: 

,,,  dsi     aa  ,     aa  ,     aa  ,     aa 

Die  Componenten  der  Beschleunigung  des  Theilchens  er- 
halten wir  hieraus,  wenn  wir  Sl  r=  u^  v^  w  setzen,  also 

//  _du  f, dv  „ dw 

^    -It'       ^    -dt'       ""   -dt' 

Diese  Ausdrücke  haben  wir  in  den  Formeln  §.  144  (1)  ein- 
zusetzen, um  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  zu  er- 
halten : 

,   du    .       du    .        du        V   1  a» 

(2)   -  =  :Li  +  „|J^+,|Ji  +  «,|ü=r_l^, 

^     ^*         ^*    ^       dx  dy    ^       dz  g  oy 

,   dw   ,       dw    ,       dw        ^   1  8» 
öx  oy  CB  Q  oe 

Zur  Bestimmung  der  vier  Functionen  u,  t;,  te;,  p  ist  noch  eine 
Gleichung  nothwendig,  die  wir  leicht  aus  der  allgemeinen  Vector- 
Theorie  ableiten  können.  Bezeichnen  wir  nämlich  mit  91  den 
Geschwindigkeitsvector,  und  grenzen  in  dem  Felde  irgend  ein 
Volumen  r  ab,  so  ist,  wenn  An  die  Normalcomponente  der  Ge- 
schwindigkeit  an  der  Oberfläche  von   r,  ins  Innere  positiv  ge- 


du 
dt 

du 
dt 

dv 
dt 

dv 
dt 

dw 
dt 

— 

dw 
dt 

1 

n 

8( 

1 
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rechnet,  und   do  ein  Element    der  Oberfläche   von  t  bedeutet, 

Q  An  do  die  in  der  Einheit  der  Zeit  einströmende  Flüssigkeits- 

menge.    Ist  nun  q  im  Zeitelement  dt  um  {öQ/dt)dt  gewachsen, 
80  ist  die  Massenzunahme  im  Volumen  t  in  der  Zeiteinheit  gleich 

(öQ/dt)dt   und   es  ist    also   mit   Rücksicht   auf  den  Gauss'- 

schen  Satz 

-^  dt  =  I  QAndo  =  —      div  p  'ö  dt. 

Da  dies  für  jedes  beliebige  Volumen  r  gelten  moss,  so  folgt 
[Bd.  I,  §.  91,  mit  der  Vorzeichenberichtigung  in  Formel  (5)]: 

(3)  ll  +  div  p  ?l  =  0, 

oder  ausführlich  geschrieben 

{A\  dQ    ,dQu    .dgv    .dQW  _ 

oder  endlich  noch 

Im  Falle  einer  incompressiblen  Flüssigkeit  ist  q  constant, 
und  dann  wird  diese  Gleichung  einfach: 

(6)  1^  +  1^  +  |^»=  OJ 

Für  eine  freie  Grenze  ergiebt  sich  noch,  wenn  P  der  gegebene 
äussere  Druck  ist,  die  Bedingung 

(7)  p  =  P. 

Ist  die  Flüssigkeit  mit  festen  Wänden  in  Berührung,  so 
kommt  die  Bedingung  dazu,  dass  die  Flüssigkeitsbewegung  nur 
in  der  Richtung  der  Wand  vor  sich  gehen  kann,  und  dies  giebt 
wenn  die  Wand  in  Ruhe  ist,  und  n  die  Richtung  der  Normale 
bedeutet,  die  Bedingung: 

(8)  '  ^„  =  0, 

und  wenn  die  Wand  selbst  eine  Geschwindigkeit  hat,  deren  Com- 
ponente  in  der  Richtung  n  gleich  N  ist: 

(9)  An  =  N. 
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Wenn  man  aus  diesen  Bedingungen  die  Functionen  u,  t;,  w 
bestimmt  hat,  so  erhält  man  die  Bahn  des  Flüssigkeitstheilchens 
m  durch  Integration  des  Systems  gewöhnlicher  DiflFerential- 
gleichungen : 

und  die  Yollständige  Integration  dieses  Systems  giebt  dann  a:,.y,  z 
als  Functionen  von  t  und  den  Anfangs werthen  a,  6,  c.  Dadurch 
ist  der  Uebergang  yon  den  Differentialgleichungen  der  Hydro- 
dynamik in  der  zweiten  Form  zu  denen  in  der  ersten  Form  ge- 
geben. 

Diese  zweite  Form  der  hydrodynamischen  Differential- 
gleichungen wird  die  Euler'sche  genannt  i).  Sie  ist  in  solchen 
Fällen  mit  Vortheil  anzuwenden,  in  denen  die  Begrenzung  der 
Flüssigkeitsmasse  mit  der  Zeit  unveränderlich  ist,  weil  dann  die 
Variablen  x,  y^  z  einen  unveränderlichen  Bereich  haben.  Ist 
aber  die  äussere  Begrenzung  veränderlich,  so  ist  es  gerathen, 
die  erste  Form  anzuwenden,  weil  dabei  die  unabhängigen 
Variablen   a,  ft,  c  immer  einen   unveränderlichen   Bereich  haben 


§.  146. 

Uebergang  von   der  Euler'schen  zu  der  Lagrange'schen 

Form. 

Nach  Integration  der  Differentialgleichungen  (10)  §.  14Ö  sind 
rr,  t/,  z  als  Functionen  von  ^,  a,  &,  c  bestimmt,  und  man  kann 
von  der  zweiten  Form  wieder  zur  ersten  zurückkehren,  wenn 
man  a,  6,  c  als  unabhängige  Variable  einführt.  Ist  dies  ge- 
schehen, so  ist  die  partielle  Differentiation  nach  ^,  die  im  §.  144 


^)  Euler:  Principes  generaux  du  mouvement  des  fluides  (Hist.  de 
l'Acad.  de  Berlin  1755).  Auch  die  erste,  Dach  Lagrange  benannte  Form 
der  hydrodynamischen  Differentialgleichungen  stammt  ursprünglich  von 
Euler:  De  principiis  motus  fluidorum.  (Novi  comm.  Petropolitanae  1759. 
Cap.  6.  De  motu  fluidorum  ex  statu  initiali  definiendo.)  H.  Uankel 
(Zur  allgemeinen  Theorie  der  Bewegung  der  Flüssigkeiten,  Göttingen 
18'U),  dem  wir  diese  historische  Bemerkung  verdanken,  führt  sie  auf  Rie- 
mann  zurück. 
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mit  dl'dt  bezeichnet  war,  dasselbe,  was  wir  im  yorigen  Paragraphen 
mit  djdt  bezeichnet  haben. 

Um  die  Transformation  yon  den  einen  zu  den  anderen 
Variablen  zu  bewirken,  hat  man  die  bekannten  Formeln  zu 
benutzen : 

da  _'dy^dz^  _djydz_  _   d® 


& 


(1) 


dx       db  de        de  ob        ^dx 

^d-a 

da       de  dx       dz  dx         d& 


dy       dbdc       cc  db  d_y 

da 

d& 


da dx  dy       dx  dy 

Wz  ~  WbTc~  dlid^  "  ^dz 

da 

etc.,  worin,  wie  früher  (§.  144),  0  die  Determinante 

(2)  0=V±|£|||^ 

^^J       da  db  de 

bedeutet 

Hiernach  folgt  aus  (10)  §.  145,  da  die  Differentiationen  nach 

dt  und  8a,  85,  de  mit  einander  vertauschbar  sind: 

du  _   d    dx  _  da  d  dx    .    db  d   8 a;    .    8c  d   dx 
8a:"~8^  dt  ~  dx  dt  da^  dx  dt  db^  dx  dt  8c' 

dv <^    dx da  d   dy        db  d   dy    ,dc    d   d  y 

Wy~¥yJt  ~WyTtda^VyTtdb'^  WyTt  Wc' 

8t(;__8_d^_8ad^8je,8^d_8_^,8^d^^ 
dz~~'dzdt~dzdtda'^dzdtdb'^dzdtdc' 

und  mithin  nach  (1): 

/8u        8j;        8j.\  _  d© 
\dx^  dy  ^  dz)  ~  dt 

Daraus  ergiebt  sich 
,ox  dQ  (du        'dv    .    dw\        1  dgS 

(^^  d7  +  ^  V8^  +  8^  +  87;  =  ©  "dT' 

und  hiernach  geht  die   Gleichung  §.  145  (5)  in  §.  144  (7)  über. 
Die  Gleichungen  §.  145  (2)  ergeben  durch  Multiplication  mit 

d X    du    d 2 

:r~?  -^^  ^r-  wi^d  Addition  unmittelbar  die  erste  der  Gleichungen 

da    da    da  ^ 

§.  144  (5). 
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§.  147. 
Erhaltung  der  Wirbelmomente. 

Wir  wollen  jetzt  den  hydrodynamischen  Gleichungen  noch 
eine  andere  Form  geben,  aus  der  sich  am  einfachsten  gewisse 
allgemeine  Integralgleichungen  ergeben.  Wir  setzen  dabei  vor- 
aus, dass  die  äusseren  Kräfte  eine  Kräftefunction  haben,  und 
gehen  demnach  von  den  Gleichungen  (5)  §.  144  aus,  in  denen 
wir  jetzt  unter  a,  b,  c  die  Anfangswerthe  der  Goordinaten  x^  y,  z 
verstehen.  Wir  bezeichnen  mit  u^  v^  w  die  Geschwindigkeits- 
componenten  eines  Massentheilchens  und  mit  tio,  t;^,  Wq  deren  An- 
fangswerthe, setzen  also  in  der  Bezeichnung  von  §.  144 

dx  dy  de 

Dann  ist 

d^x 


da  öt^  ~  dtV  da)       **  da 


d   (    dx\ 


dt 
2  8a' 


und  Aehnliches    gilt  für  die  anderen  Glieder  der  Gleichungen 
§.144  (5).    Wenn  wir  daher 

t 

(2)  i={  [^- j V  +  K«'  + 1"  +  «»*)]  d* 

0 

setzen,  so  können  wir  die  Gleichungen  §.  144  (5)  in   Beziehung 
auf  ^  integriren,  und  erhalten  mit  Rücksicht  auf  §.144  (9): 

dx    ,       dy    ,       dz  ,  d% 

da  8a'   8a    '''8a 

(3)       ""db^'^db^'^db-'''  '^db' 

dx    .       dy    .       dz  ,  dx,. 

cc    ^       8c  '   de  '  8c  ^ 


*)    H.  Weber,   Ueber   eine    Transformation    der   hydrodynamischen 
Gleichungen:  Crelle's  Journal  Bd.  68  (1868). 
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Multipliciren  wir  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 
da,  db^  de  und  addiren,  so  folgt: 

(4)  udx  -\-  vdy  -{'  wd£!  =  Uoda  -\-  Vodb  -^  Wodc  -}-  d%, 
worin  bei  der  Bildung  der  DifiPerentiale  dx^  dy^  dir,  dx   die  Zeit 
nicht  als  variabel  gilt. 

Nun  nehmen  wir  im  Gebiete  der  Variablen  a,  6,  c  irgend 
einen  Bereich,  in  dem  die  Function  %  endlich,  stetig  und  eindeutig 
ist,  nehmen  in  diesem  Gebiete  eine  geschlossene  Gurve  S^  und 
legen  durch  diese  eine  Fläche  F^^.  Diese  Curve  und  diese 
Fläche  werden  mit  den  Flüssigkeitstheilchen,  die  sie  zur  Zeit 
^  =  0  erfüllen,  mit  der  Zeit  fortfliessen,  und  zur  Zeit  t  eine 
Curve  S  und  eine  Fläche  F  erfüllen,  deren  Punkte  die  Coordi- 
naten  x,  y,  z  haben.  Integriren  wir  die  Gleichung  (4)  auf  der 
rechten  Seite  über  die  Curve  So,  so  müssen  wir  auf  der  linken 

über  S  integrireu,  und  da«  Integral  \d^  verschwindet  wegen  der 

vorausgesetzten  Eindeutigkeit  von  %.  Bezeichnen  wir  aber  mit  d& 
und  dso  entsprechende  Linienelemente  der  Curven  S  und  S^  und 
mit  Ä»  und  Ä%  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  in  der 
Richtung  von  ds  und  von  ds©  (zur  Zeit  t  und  0),  so  ergiebt 
sich  aus  (4): 

(5)  j  ^,  ds  =  [  A%  dso, 

und  wenn  wir  den  Curl  der  Geschwindigkeit  mit  6  und  6^  be- 
zeichnen, nach  dem  Stok es' sehen  Satz  (Bd.  I,  §.  89,  II): 

(6)  jCnd/=  jC2d/o, 

worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  Flächenelemente  df  und  dj^ 
der  Flächen  t  und  Fq  beziehen,  und  n  die  Richtung  der  Nor- 
male an  df  und  d/o  bedeutet. 

Wenn  wir  in  Verallgemeinerung  eines  im   §.  91    des  ersten 
Bandes  eingeführten  Ausdruckes  das  Integral 


M 


=  j  Cndf 


das  Wirbelmoment  der  Fläche  i^  nennen,  so  können  wir  hier- 
nach den  wichtigen  Satz  aussprechen: 

1.  Das  Wirbelmoment  einer  beliebigen,  aus  Flüssig- 
keitstheilchen gebildeten  Fläche  bleibt  im  Ver- 
lauf der  Bewegung  dieser  Fläche  ungeändert 
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Es  ist  aber  dabei  wohl  zu  beachten,  dass  die  Gonstanz  des 
Wirbelmomentes  nicht  am  absoluten  Räume,  sondern  an  der 
bewegten  Masse  haftet. 

Im  §.  91  des  ersten  Bandes  haben  wir  als  Wirbellinien 
solche  Linien  definirt,  die  in  jedem  ihrer  Punkte  die  Richtung 
des  Gurls  haben,  die  also  durch  die  Differentialgleichungen 

(ix  \  dy  :  dz  =z  Cx  '  Cy  :  C, 

bestimmt  sind.  Wenn  also  die  Fläche  Fq  aus  Wirbellinien  ge- 
bildet ist,  so  ist  in  jedem  ihrer  Punkte  Ci  =  0.  Die  Gleichung 
(6)  zeigt  dann,  dass  im  Verlauf  der  Bewegung  auch  Cn  =  0  sein 
muss;  wendet  man  dies  auf  einen  unendlich  schmalen  Streifen 
längs  einer  Wirbellinie  an,  so  folgt: 

2.  Die  Flüssigkeitstheilchen,  die  im  Anfange  auf 
einer  Wirbellinie  liegen,  bleiben  im  Verlauf 
der  Bewegung  auf  einer  Wirbellinie. 

Wir  lassen  jetzt  die  Annahme  wieder  fallen,  dass  F  und  Fq 
aus  Wirbellinien  gebildet  seien,  und  legen  durch  alle  Punkte 
der  Begrenzung  der  Fläche  Fq  die  Wirbellinien.  So  erhalten 
wir  einen  Wirbelcanal  und  jede  Querschnittsfläche  eines 
solchen  Canals  hat  dasselbe  Wirbelmoment,  das  wir  das  Mo- 
ment des  Wirbelcanals  genannt  haben  (Bd.  I,  §.  91).  Wir 
haben  also  aus  1.  und  2.  den  Satz: 

3.  Die  Flüssigkeitsmasse,  die  am  Anfang  einen 
Wirbelcanal  erfüllt,  bildet  auch  im  Verlauf  der 
Bewegung  einen  Wirbelcanal,  dessen  Moment  mit 
der  Zeit  unveränderlich  ist. 

Von  besonderem  Interesse  ist  der  Fall,  dass  der  Curl  der 
Geschwindigkeit  gleich  Null  ist  Wenn  dies  am  Anfang  der  Fall 
ist,  so  bleibt  diese  Eigenschaft  nach  1.  während  der  ganzen 
Dauer  der  Bewegung  erhalten.  Dann  ist  also  die  Deformation, 
die  die  Flüssigkeitsmasse  in  jedem  Zeitelement  erfährt,  rota- 
tionslos oder  wirbelfrei. 

Der  Vector  21  ist  in  diesem  Falle  ein  Potential vector,  d.  h. 
es  giebt  eine  Function  q)  der  Coordinaten  a?,  y,  z  und  der  Zeit, 
so  dass 

d  w  d  w  d  (p 

dx  dy  de 


i 
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ist.  Diese  Function  9  heisst  nach  Helmholtz  das  Ge- 
schwindigkeitspotential ^). 

Im  Allgemeinen  wird  das  Geschwindigkeitspotential  9  noch 
von  der  Zeit  abhängen.  Ist  es  unabhängig  von  der  Zeit,  so  ist 
der  Zustand  stationär. 

Die  Stromlinien  sind  die  orthogonalen  Trajectorien  der 
Flächen    q>  =  const.      Man    erhält  sie   durch   Integration    des 

Systems 

d,        ,  d(p    d(p    dw 

X  :  dy  :  dz  ^=  ^  :  ^  :  ^• 
^  dx     öy      dz 

Im  stationären  Zustande  sind  diese  Stromlinien  mit  der  Zeit 
unveränderlich.  Im  nicht  stationären  Zustande  beziehen  sie  sich 
auf  einen  bestimmten  Augenblick. 


§.  148. 
Wirbelfreie  Bewegung. 

Wenn  wir  die  Existenz  eines  Geschwindigkeitspotentials  fp 
und  zugleich  eines  Eraftepotentials  V  voraussetzen,  und  demnach 

^^  dy~dz'      'dz~dx'      dx~dy' 

^  ^  ex  dy  dz 


setzen,  so  folgt: 


du       du    ,        du    ,       8u    ,        du 
du    ,        du    ,       dv    ,        dw 


Q   dX-dxV  J      9)' 

und  die  Euler'schenDififerentialglcicbungen  §.  145  (2)  zeigen,  dass 


<"       ! 


|  +  K«'  +  f  +  «")-  F+fl£=c 


^)  Helmholtz,   Ueber  Integrale  der  hydrodynamisohen  Gleichongeiit 
welche  den  Wirbelbewegungen  entsprechen  (Crelle's  Journal  Bd.  57), 
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von  x^yy  z  unabhängig,  also  constant  oder  nur  eine  Function 
der  Zeit  ist    Es  ergiebt  sich  also: 

(*^  If  =  ^  -  |y^  - 1-("*  +  ''•  +  «")  +  c- 

oder  nach  (2) 

(^)^=''-If-H(ll)'+ (ff)' +(!!)■]+« 

Hierzu  kommt  noch  die  Differentialgleichung  §.  145  (4): 

(^^  Tt  +  "8^-  +   T^  +  "TT"  -  ^' 

und  (5)  und  (6)  sind  jetzt  die  beiden  allgemeinen  Differential- 
gleichungen für  die  Functionen  9  und  p  (oder  9).  Als  Grenz- 
bedingung ergiebt  sich  für  eine  ruhende  oder  in  gegebener 
Bewegung  begriffene  Wand  aus  §.  145  (9)  die  Gleichung 

wenn  JV  die  Componente  der  gegebenen  Geschwindigkeit  eines 
Wandpunktes  in  der  Richtung  der  Normalen  n  an  diese  Wand 
bedeutet. 

An  einer  freien  Oberfläche  der  Flüssigkeit,  an  der  wir  den 
Druck  constant  annehmen,  müssen  die  beiden  Grenzbedingungen 

dl) 
(8)  p  =  const.,        ^  =  0 

bestehen,  von  denen  die  zweite  sich  auch  so  darstellen  lässt: 

(^\  8|?    .    d(pdp    1    aygp    .    ^y8p^Q 

^^  dt  '^  dx  dx^  cy  öy  '^  dz  dz 

Sie  besagt,  dass  die  Flüssigkeitstheilchen ,  die  an  der  Ober- 
fläche liegen,  auch  im  weiteren  Verlaufe  der  Bewegung  an  der 
Oberfläche  bleiben. 

§.  149. 
Wasserwirbel. 

Wir  wollen  ein  einfaches  Beispiel  für  die  stationäre  Be- 
wegung betrachten.    Wir  nehmen  als  wirkende  Kraft  die  Schwer- 

Riemann-Weber,   Partielle  Differentialgleichungen.    II.  25 


I 
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kraft  an,  die  die  Richtung  der  positiven  z-Axe  haben  mag,  so 
dass  V  =  gz  ist,  wenn  g  die  Beschleunigung  der  Schwere 
bedeutet.  Setzen  wir  die  Dichtigkeit  q  constant,  =?  1,  so  wird 
die  Differentialgleichung  §.  148  (6) 

^9?  =  0, 

oder  wenn  wir  auf  Gylindercoordinaten  r,  0",  ^  transformiren 
[(Bd.  I,  §.  42  (4)]: 

n\  i  _  »_I  _L  -L  ^  ^  ^  _  0 

^  '  r  '  dr     '^  r*  d»»  "'    de*  ' 

und  aus  der  Gleichung  §.  148  (5)  erhalten  vir,  weil  beim 
stationären  Zustand  d (p/ dt  =  0  iet: 

worin  C  eine  Gonstante  ist. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Flüssigkeit  um  die  ^er-Axe  rotire, 
so  dass  jedes  Theilchen  einen  horizontalen  Kreis  mit  constanter 
Geschwindigkeit  durchläuft,  so  muss  (p  eine  Function  von  d 
allein  sein  und  wir  können  setzen: 

(3)  <p  =  fc^, 

worin  k  eine  Gonstante  ist.  Die  Geschwindigkeit,  mit  der  sieb 
ein  Theilchen  im  Kreise  bewegt,  ist  dq)/rdd'  oder  ft/r,  und 
folglich  ist  die  Winkelgeschwindigkeit 

w  -  =  ^> 

und  für  die  Geschwindigkeitscomponenten  u,  t;,  w  erhält  man 

d(p  ky 

.-.  d(p  ,     kx 

(5)  *'  =  8^  =  +  -F 

tv  =  0. 

Es  befindet  sich  also  bei  dieser  Annahme  die  Flüssigkeit 
für  unendlich  grosse  Werthe  von  r  in  Ruhe. 

Die  Gleichung  (1)  ist  durch  diese  Annahme  erfallt,  und  (2) 
giebt 
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(6) 


1  *'    i    ^ 


Die  Gleichung  der  Oberfläche  erhalten  wir  hieraus,  wenn 
wir  p  gleich  einer  Constanten  setzen,  und  wenn  wir  den  Anfangs- 
punkt der  Goordinaten  passend  legen,,  können  wir  also  die  Glei- 
chung der  Oberfläche  in  die  Form  setzen: 

(7) 


z  = 


2gr^ 


Es  ist  eine  Rotationsfläche,  deren  erzeugende  Gurre  von  der 
dritten  Ordnung  ist,  und  die  Linie  ^  =  0  und  r  =  0  zu  Asymp- 
toten hat. 

Die  Gestalt  der  Oberfläche  ist  also  trichterförmig  und  geht 
an  der  jer-Axe  in  unendliche  Tiefe.  Dies  erklärt  sich  daraus, 
dass  die  Winkelgeschwindigkeit  nach  (4)  in  der  Axe  selbst  un- 
endlich gross  wird. 

Man  kann  auch  eine  Bewegung  angeben,  bei  der  die  Ge- 
schwindigkeit in  der  Axe  nicht  unendlich  wird.  Man  muss  aber 
dann  in  einem  Theil  der  Flüssigkeitsmasse  auf  ein  Gesch¥dndig- 
keitspotential  verzichten. 

Wenn  nämlich  Oo  und  C  Constanten  bedeuten,  so  genügt  die 
Annahme 

u  =  —  CDo  J/i        V  =  (OqX^        u;  =r  0, 

l>  =  ^^  +  yr2+C, 

den  Diflerentialgleichungen  §.  145  (2),  (6).    Die  Flüssigkeit  dreht 
sich  dann  mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  wie  ein  starrer 

Fig.  49. 


Körper,  und  die  Flächen  p  =  const.,  also  auch  die  freie  Ober- 
fläche, sind  Rotationsparaboloide ,  die  ihre  Höhlung  nach  oben 
kehren. 

25* 
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Man  kann  diese  beiden  Bewegungen  in  folgender  Weise  mit 
einander  combiniren  (Fig.  49  a.  v.  S.):  Man  nehme  eine  beliebige 
constante  Länge  c  an,  und  setze 

M  =  —  ojo  y,        t;  =  GJo  a^,        ti;  =  0 
f8)  ©2  für  r  <;  c 

(9)  j,  fürr>c 

und  damit  die  Geschwindigkeiten  stetige  Functionen  des  Ortes 
seien,  muss  man 

(10)  «.  =  I 

setzen.  Wenn  wir  C^  gleich  dem  gegebenen  Druck  an  der  Ober- 
fläche setzen,  so  wird  die  Gleichung  der  Oberfläche 

^^^^  '  =  ^y7^'        fürr>c 

und  die  Oberfläche  hat  die  Ebene  ^er  =  0  zur  Asymptotenebene. 
Für  r  <  c  wird  die  Gleichung  der  Oberfläche  nach  (8)  und  (10) 

^'  +  ^«*"  +  Ci  -  ^2  =  0, 

und  diese  schliesst  sich  bei  r  =  c  stetig  an  die  Oberfläche  (11) 
an,  wenn 

C,—  C,  =  - 
gesetzt  wird.    Dann  wird  für  r  <  c  die  Gleichung  der  Oberfläche 

und  dann  haben  beide  Oberflächen  für  r  =  c  auch  dieselbe 
Tangentialebene.  Auch  der  Druck  p  erhält  für  r  =  c  nach  (9) 
und  (10)  denselben  Werth 

i>  =  ^^  —  2^7  +  ^2. 

Für  r  >>  c  ist  diese  Bewegung  wirbelfrei.  Es  existirt  ein, 
allerdings  mehrwerthiges,  Geschwindigkeitspotential  tp=^h^.    Für 
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r  <;  c  existirt  aber  kein  Geschwindigkeitspotential.  Im  Inneren 
dieses  •  Gylinders  findet  eine  wirbelnde  Bewegung  statt  Die 
Tiefe  des  Trichters  ist  hier  endlich,  nämlich  [nach  (12)]  gleich 
^'^lgc\  oder  wenn  wir  die  Rotationsgeschwindigkeit  oiq  einführen^ 
gleich  dS  c*lg.  Dieser  theoretisch  mögliche  Fall  dürfte  ein  ziem- 
lich gutes  Bild  von  dem  wahren  Bewegungsvorgange  bei  Wasser- 
wirbeln geben,  wenigstens  so  lange  man  von  dem  Einflüsse  der 
Reibung  absehen  kann^). 


^)  Lamb,  Hydrodynamios.    Cambridge  1895.    S.  29. 


Neunzehnter  Abschnitt. 

Bewegung  eines  stanen  Körpers  in  einer  Flüssigkeit 

Hydrodynamisoher  Theil. 


§.  150. 

Grenzbedingungen  für  die   Bewegung   eines   starren 

Körpers  in  einer  Flüssigkeit. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  dass  sich  ein  starrer  Körper 
von  beliebiger  Gestalt  in  einer  allseitig  unendlich  ausgedehnten 
incompressiblen  Flüssigkeit  bewegt.  Wir  setzen  dabei  voraus, 
dass  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  wirbelfrei  sei,  dass  also  überall 
ein  Geschwindigkeitspotential  (p  existire.  Dies  trifiFt  nach  §.  147 
unter  der  Annahme  von  Potentialkräften  immer  zu,  wenn  es  in 
einem  Augenblick  der  Fall  war,  also  z.  B.,  wenn  die  Bewegung 
von  der  Ruhelage  aus  durch  die  Einwirkung  von  Potentialkräften 
entstanden  ist. 

Endlich  nehmen  wir  noch  an,  dass  die  Flüssigkeit  im  Un- 
endlichen in  Ruhe  sei. 

Nach  §.  148  hat  hier  die  Function  (p  in  dem  ganzen  Räume 
ausserhalb  des  gegebenen  Körpers  die  Bedingung  zu  befriedigen: 

An  der  Oberfläche  des  eingetauchten  Körpers  besteht  dann 
noch  weiter  die  Bedingung 

(^)  '^n  =  ^- 

wenn  n  die   Richtung  der  Normalen  an  einer  Stelle   der  Ober- 
fläche —  wir  wollen  annehmen,  in  der  Richtung  vom  Körper  in 
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die  Flüssigkeit  hinein  positir  gerechnet  —  bedeutet,  und  N  die 
als  gegeben  zu  betrachtende  Componente  der  Geschwindigkeit  der 
Oberfläche  nach  der  Richtung  n. 

Soll  im  Unendlichen  Ruhe  sein,  so  muss  der  Gradient  von  tp 
im  Unendlichen  gleich  Null,  (p  selbst  also  constant  sein.  Wir 
wollen  annehmen,  dass  die  Abnahme  der  Geschwindigkeit  so 
stark  sei,  dass  das  über  eine  allseitig  ins  Unendliche  hinaus- 
rückende Oberfläche  Sl  genommene  Integral 


<')  1  II 


dSl 


und  zugleich  jeder  beliebige  Theil  dieses  Integrals  verschwin- 
dend klein  werde,  mit  anderen  Worten,  dass  die  Gesammt- 
menge  der  in  der  Zeiteinheit  durch  irgend  ein  im  Unendlichen 
gelegenes  Flächenstück  hindurchtretenden  Flüssigkeit  unendlich 
klein  sei. 

Nimmt  man  für  Sl  eine  Kugel  mit  dem  veränderlichen 
Radius  jß,  so  erhält  diese  Forderung  auch  den  Ausdruck: 

(4)  Lim  ija  1^  =  0. 

Wegen  der  Differentialgleichung  ^  q)  =  0  können  wir  tp  als 
Newton'sches  Potential  von  Massen  ansehen,  die  im  Inneren 
oder  auf  der  Oberfläche  des  eingetauchten  Körpers  gelagert  sind. 
Die  Bedingung  (4)  besagt  dann,  dass  die  Gesammtheit  der 
Massen,  die  dieses  Potential  erzeugen,  gleich  Null  sein  muss,  und 
man  kann  ihr  also  auch  die  Form  geben: 

(5)  Lim  ü  9  =  0. 

Weitere  Bedingungen  sind  dann  nicht  zu  berücksichtigen, 
wenn  wir  keine  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit  annehmen. 

Dieselben  Gleichungen  gelten  auch  für  den  Fall,  dass 
mehrere  starre  oder  in  ihrer  Gestalt  in  gegebener  Weise  ver- 
änderliche Körper  in  die  Flüssigkeit  eintauchen.  Wir  beschränken 
uns  aber  auf  den  Fall  eines  einzigen  starren  Körpers,  und  drücken 
zunächst  die  Bedingungen  (2)  durch  die  gegebene  Bewegung  des 
Körpers  aus. 

Wir  sehen  fürs  erste  von  dem  zeitlichen  Verlaufe  ab,  be- 
trachten also  den  Zustand  in  einem  bestimmten  Augen- 
blick; mit  anderen  Worten,  wir  betrachten  die  Zeit  t  als  einen 
Parameter,  nach  dem  nicht  differentiirt  wird. 
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Wir  nehmen  ein  Coordinatensystem  x^  y,  jer,  dessen  Anfangs- 
punkt in  dem  bewegten  Körper  liegen  mag  und  nehmen  den 
Bewegungszustand  des  Körpers  dadurch  als  gegeben  an,  dass  die 
Geschwindigkeitscomponenten 

u,    r,    W 

des  Anfangspunktes  nach  den  Richtungen  der  Axen  x^  y^  z  und 
die  Componenten  der  Rotationsgeschwindigkeiten 

■P,    «,   R 

in  Bezug  auf  dieselben  Axen  gegeben  seien. 

Wenn  nun  x^  y,  z  die  Goordinaten  irgend  eines  Punktes  n 
des  Körpers  bedeuten,  so  können  wir  die  Geschwindigkeits- 
componenten u,  t;,  xo  dieses  Punktes  nach  Bd.  I,  §.  82  bestimmen. 
Es  ist  nämlich  in  den  dortigen  Formeln  (2),  die  sich  auf  die 
relative  Verschiebimg  des  Punktes  n  gegen  den  üoordinaten- 
anfangspunkt  beziehen: 

7!  —  x  =  {u  —  TJ)di,  y'  —  y  =  (v—V)dt,  (z'  —  z)  =  {w  —  W)dt, 
p     =    Pdt  q     =    Qdt  r      =       Rdt, 

zu  setzen,  und  so  ergiebt  sich: 

u=  U—Ry-\-Qz, 

(6)  V  =  V—  Pz  ^  Ex, 

w  =  W—  Qx-\-  Py. 

Hierin  sind  C/,  F,  TF,  P,  Q^  R  (für  einen  gegebenen  Augen- 
blick) als  gegebene  Constanten  zu  betrachten. 

Wenden  wir  die  Formeln  (6)  auf  einen  Punkt  der  Oberfläche 
an,  so  ergiebt  sich  für  die  Normalcomponente  der  Geschwindig- 
keit: 

N  =  tiCos(na;)  -f-  t;cos(ny)  -|-  u;cos(n£r), 
also: 

(7)  N  =  Ucos{nx)  -f-  Vcos{ny)  +  Wcos(nz) 

-(-  P\yco9(nz)  —  ^cos(ny)]  -\-  Q[zcos{nx)  —  a?cos(n/)] 
-|-  B  [x  cos  (ny)  —  ycos(na;)]. 

Wir  bemerken  noch  die  Formel: 

(8)  {Ndo  =  0, 
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wenn  do  ein  Element  der  Körperoberääche  bedeutet  und  das 
Integral  über  die  ganze  Oberüäche  des  Körpers  ausgedehnt 
wird.  Man  kann  diese  Formel  leicht  analytisch  (aus  dem 
Satze  von  Gauss)  ableiten.  Sie  ergiebt  sich  aber  auch  aus 
der  Bedeutung  des  Integrals.  Denn  das  Integral  (8)  giebt,  mit 
dem  Zeitelement  dt  multiplicirt,  das  durch  die  Bewegung  des 
Körpers  in  der  Zeit  dt  neu  bedeckte  Volumen,  vermindert  um 
das  freigewordene  Volumen;  und  da  das  Gesammtvolumen  des 
Körpers  ungeändert  geblieben  ist,  so  muss  die  Summe  gleich 
Null  sein. 

Die  Gleichung  (8)  ist  eine  nothwendige  Voraussetzung 
dafür,  dass  die  Gleichung  (1)  unter  den  Bedingungen  (2),  (3) 
eine  Lösung  hat  [Bd.  I,  §.  96  (1)J. 

Aendert  der  Körper  bei  seiner  Bewegung  das  Volumen,  so 
ist  die  Bedingung  (8)  nicht  mehr  befriedigt.  Dann  ist  aber  auch 
die  Bedingung  (3)  nicht  mehr  erfüllbar,  weil  dann  durch  jede 
den  Körper  umschliessende  Fläche  ein  der  Volumänderung  des 
Körpers  gleiches  Flüssigkeitsvolumen  aus-  oder  eintreten  muss. 


§.  151. 
Eindeutigkeit  der  Lösung. 

Um  die  Frage  zu  beantworten,  in  wie  weit  durch  die  Be- 
dingungen des  vorigen  Paragraplien  das  Geschwindigkeitspotential 
(p  bestimmt  ist,  verfahren  wir  ähnlich  wie  bei  dem  nahe  ver- 
wandten Problem  der  stationären  elektrischen  Ströme  im  §.  163 
des  ersten  Bandes.  Wir  bilden  einen  Ausdruck  für  die  kinetische 
Energie  der  Flüssigkeit,  der  uns  auch  später  noch  nützlich  sein 
wird,  und  der  nur  dann  verschwinden  kann,  wenn  die  Flüssig- 
keit überall  in  Ruhe  ist. 

Es  ist  nämlich  identisch: 


=  —  div  (p  grad  (p  —  (f^  (p^ 


und  da  -^9  ^=  0  ist,  nach  dem  Gauss'schen  Satze,  wenn  die 
Normale  n  aus  dem  Körper  in  die  Flüssigkeit  hinein  positiv  ge- 
rechnet wird: 
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« iiCäiy+Cäf)'+a>'=-i^if-- 

und  darin  ist,  wenn  t  das  ganze  unendliche  Feld  ausserhalb  des 
Körpers  bedeutet,  wegen  der  Bedingung  §.  150  (3)  das  Integral 
in  Bezug  auf  do  nur  über  die  Oberfläche  des  Körpers  auszu- 
dehnen. 

Nehmen   wir    der    Einfachheit   halber   die    Dichtigkeit    der 
Flüssigkeit  gleich  1  an,  so  ist 

die  kinetische  Energie  der  in  dem  Volumenelement  d  t  enU 
haltenen  Masse,  und  wenn  wir  daher  mit  Ti  die  lebendige  Krait 
der  gesammten  Flüssigkeitsmasse  bezeichnen,  so  ist  nach  (1)  und 
nach  §.  150  (2) 


(2)  2Ti  =  -j(3P 


Ndo, 


Hieraus  folgt,  dass,  wenn  ^=0  ist,  auch  Ti  =  0,  also 
(p  =  const  sein  muss  und  dass  folglich  die  Geschwindigkeit 
überall  gleich  Null  ist.  Es  kann  also  auch  für  ein  und  dasselbe 
N  nicht  zwei  verschiedene  Geschwindigkeitszustände  geben.  Denn 
sind  (p  und  (p'  zwei  zu  demselben  N  gehörige  Functionen  g),  so 
gehört  ihre  Diflferenz  q)  —  (p'  zm  N  =  0  und  diese  Differenz  ist 
also  eine  Constante. 

Vorausgesetzt  ist  hierbei  aber,  dass  nicht  nur  die  Ge- 
schwindigkeit, also  der  Gradient  von  g?,  sondern  auch  die  Func- 
tion q)  selbst  stetig  sei.  Die  Stetigkeit  von  (p  folgt  aber  nur 
dann  aus  der  Stetigkeit  des  Geschwindigkeitsvectors,  wenn  das 
Feld  r  einfach  zusammenhängend  ist,  und  es  gilt  also  der  Satz: 

Dass  in  einem  einfach  zusammenhängenden 
Felde,  dessen  Wände  in  Ruhe  sind,  eine  in- 
compressible  Flüssigkeit,  die  im  Unendlichen 
in  Ruhe  ist,  keine  wirbelfreie  stetige  Bewegung 
haben  kann. 

Dieser  Satz  gilt  nicht  mehr  für  mehrfach  zusammenhängende 
Felder,  in  denen  mehrwerthige  Geschwindigkeitspotentiale  existiren 
können. 
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§.  152. 
Mehrfach  zusammenhängende  Felder. 

Ist  der  mit  Flüssigkeit  erfüllte  Raum  mehrfach  zusammen- 
hängend, so  können  wir  gewisse  berandete  Flächen  annehmen, 
an  denen  das  Potential  eine  über  die  ganze  Fläche  con- 
stante  sprungweise  Werthänderung  erleidet  (Bd.  I,  §.  93).  Die 
Randlinien  dieser  Querschnittsflächen  liegen  auf  den  be- 
grenzenden Wänden.  Der  Einfachheit  halber  nehmen  wir  nur  eine 
solche  Fläche  6  an,  deren  Randcurve  mit  X  bezeichnet  sei.  Man 
denke  etwa  an  einen  in  der  sonst  unbegrenzten  Flüssigkeit  ein- 
getauchten Ring,  und  eine  durch  den  inneren  Aequatorialkreis 
dieses  Ringes  begrenzte  Fläche. 

Wir  haben  in  §§.  99,  100  des  ersten  Bandes  Potentiale  von 
Doppelschichten  betrachtet,  die  solche  Unstetigkeiten  aufweisen. 

Ist  r  die  Entfernung  eines  veränderlichen  Punktes  q  mit  den 
Coordinaten  x,  y^  g  von  dem  Element  d6  der  Fläche  ö,  also 
wenn  mit  a^  b,  c  die  Coordinaten  von  d6  bezeichnet  werden: 

(1)  r  =  ^{x^af-^{y-by  +  {z-c)\ 

und  wird,  wenn  v  die  Normale  an  d<5  in  einer  beliebig  ge- 
wählten, aber  dann  festgehaltenen  Richtung  positiv  gerechnet, 
bedeutet: 


TT-    dö 

ov 


(2)  *  =  -/ 

gesetzt,  so  ist  an  der  Fläche  ö 

(3)  0+  -  0-  =  1       [Bd.  I,  §.  99  (7)]. 

Ausserdem  ist  im  ganzen  Räume  ^0  =  0. 

Die  Function  O  hat  eine  einfache  Bedeutung:  Wir  be- 
trachten den  ganzen  unendlichen  Raum,  in  dem  die  Fläche  ö 
mit  der  Randlinie  A  als  Schnitt  betrachtet  werden  soll,  über 
den  der  Punkt  q  in  seiner  Bewegung  nicht  hinausgehen  darf. 
Nehmen  wir  die  Richtung  von  r  positiv  von  dem  Element  dö 
nach  dem  Punkte  q  hin,  so  ist,  da,  wenn  der  Winkel  (r,  v)  spitz 
ist,  dr  bei  positivem  dv  negativ  ist  (Fig.  50  a.  f.  S.): 


und  folglich 


-—  =  —  cos(r,  v) 
dv  ^      ^ 
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gl 
r  j  cos  (r,  v)dö 

Wir  nennen  den  Kegelraum,  der  durcli  die  von  q  aus  nach 
den  Punkten  einer  Fläche  ö  gezogenen  Strahlen  erzeugt  wird, 


Fig.  50. 


(4) 


den  Sehkegel  dieser  Fläche  ö  (für  den 
Punkt  9),  und  das  Flächenstück ,  das 
dieser  Kegel  aus  einer  um  q  beschrie- 
benen Kugelfläche  ausschneidet,  ge- 
messen durch  die  ganze  Kugel- 
fläche als  Einheit,  die  schein- 
bare Grösse  der  Fläche  <J,  von  dem 
Punkte  q  aus  gesehen.    Dann  ist 


— ^  '  4—    =  d(o 


die  scheinbare  Grösse  des  Flächenelementes  d6^  wenn  der  Punkt 
q  auf  der  Seite  der   positiven  Normale   liegt;   im   entgegen- 
gesetzten Falle  ist  —  do  die  scheinbare  Grösse. 
Es  ist  daher 


(5) 


O  =^  \dcD 


die  scheinbare  Grösse  der  Fläche  ö,  wenn  wir  annehmen, 
dass  keine  Tangentialebene  an  irgend  einem  Punkte  der  Fläche 
6  durch  den  Punkt  q  gehe,  oder  mit  anderen  Worten,  wenn  sich 
die  positive  Normalenrichtung  v  an  der  ganzen  Fläche  6  so  fest- 
setzen lässt,  dass  der  Punkt  q  überall  auf  der  Seite  der 
positiven  v  liegt  Um  der  Function  O  auch  in  anderen  Fällen 
dieselbe  Bedeutung  zu  geben,  zerlegen  wir  die  Fläche  <J  in  Theile, 
deren  jeder  für  sich  die  hier  gemachte  Annahme  erfüllt  (Wenn 
wir  annehmen,  dass  die  Tangentialebene  ihre  Richtung  überall 
stetig  ändert,  werden  diese  Theile  von  einander  geschieden  durch 
solche  Curven,  längs  deren  die  Tangentialebenen  an  6  durch  den 
Punkt  q  gehen.)  Wir  nehmen  dann  in  der  ganzen  Fläche  6 
eine  sich  stetig  ändernde  positive  Normalrichtung  an,  und  setzen 
die  scheinbare  Grösse  der  ganzen  Fläche  aus  den  scheinbaren 
Grössen  ihrer  Theile  zusammen,  wobei  dann  immer  daran  fest- 
gehalten wird,  dass  ein  solcher  Theil  positiv  oder  negativ  zu 
rechnen  ist,  je  nachdem  q  auf  der  Seite  der  positiven  oder  der 
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Seite  der  negativen  v  gelegen  ist^).    Dann  können  wir  allgemein 
sagen: 

Die  Function  <D  ist  die  scheinbare  Grösse  der 
Fläche  ö.  Diese  Bedeutung  der  Function  O  veranschaulicht 
sehr  deutlich  die  Relation  (3).  Denn  ziehen  wir  von  einem 
Punkte  der  Fläche  ö  die  Strahlen  nach  der  Grenze  k,  so  erhalten 
wir  auf  der  Kugelfläche  eine  geschlossene  Linie,  von  der  wir 
annehmen  wollen,  dass  sie  sich  nirgends  selbst  durchschneidet. 
Die  scheinbare  Grösse  von  ö  ist  der  eine  oder  der  andere 
der  beiden  Theile,  in  die  die  Kugelfläche  von  dieser  Linie  zerlegt 
wird,  je  nachdem  wir  das  Centrum  auf  der  positiven  oder  der 
negativen  Seite  von  ö  nehmen.  Beide  ergänzen  sich  also  zu  1, 
und  wir  haben  also  mit  Rücksicht  auf  die  Vorzeichenbestimmung 
die  Relation  (3). 

Aendert  man  die  Fläche  <5,  ohne  ihre  Begrenzung  k  zu 
ändern,  so  bleibt  die  Function  <D  ungeändert,  so  lange  die 
Aenderung  von  ö  nicht  so  weit  getrieben  wird,  dass  der  Punkt  q 
auf  ihre  andere  Seite  tritt. 

Nehmen  wir  z.  B.  ö  als  die  Fläche  eines  Kreises  und  also  k 
als  Kreisperipherie  an,  so  wird  die  Function  O  als  Flächeninhalt 
einer  sphärischen  Ellipse  dargestellt,  und  die  Aufgabe  führt 
auf  ein  elliptisches  Integral,  dessen  Modul  von  der  Lage  des 
Punktes  q  abhängt.  Die  Aequipotentialflächen  0  =  const.  gehen 
alle  durch  den  Kreis  L  Die  Kreisfläche  selbst  und  der  Theil 
der  Ebene  ausserhalb  k  gehören  selbst  zu  diesen  Flächen,  es 
entsprechen  ihnen  aber  zwei  um  V2  verschiedene  Werthe  von 
0.  Die  Schaar  der  Flächen  O  =  const.  hat  einige  Aehnlichkeit 
mit  einem  Kugelbüschel,  dessen  Schnittlinie  die  Curve  k  ist. 

Die  orthogonalen  Trajectorien  dieser  Flächenschaar  sind  die 
Stromlinien.  Sie  verlaufen  in  den  Meridianlinien  und  liegen  auf 
ringförmigen  Rotationsflächen,  in  deren  Inneren  die 
Linie  k  verläuft.  Denkt  man  sich  einen  solchen  Ring  als  feste 
Wand,  so  erhält  man  eine  mögliche  wirbelfreie  Bewegung  in 
einem  zweifach  zusammenhängenden  Felde.  Der  Querschnitt  eines 
solchen  Ringes  ist  aber  kein  genauer  Kreis. 

In  der  Linie  k  selbst  werden  die  Ableitungen  von  <D,  also 
die  Geschwindigkeiten,  unendlich  gross,  und  darum  ist  eine  solche 


*)  Diese  Bestimmung  würde  bei   den    sogenannten  Flächen   mit  nur 
einer  Seite  versagen.    Solche  Fälle  schliessen  wir  hier  aus. 
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Fliissigkeitsbewegung  ohne  eine  feste  Wand,  die  die  Linie  l 
umschliesst,  physisch  nicht  möglicli. 

Ist  nun  irgend  ein  ringförmiger  Körper  K  in  die  Flüssigkeit 
eingetaucht,  so  ist  die  Bewegung  der  Flüssigkeit,  in  dem  zweifach 
zusammenhängenden  Felde,  auch  bei  Voraussetzung  wirbelfreier 
Bewegung  nicht  mehr  durch  die  Bewegung  des  Körpers  allein 
bestimmt;  es  kann  für  das  Geschwindigkeitspotential  9)  noch  eine 
sprungweise  Aenderung  ^  an  der  Sperrfläche  0  vorgeschrieben  sein: 
(6)  9+  —  9-  =  A. 

Wenn  dann  ausserdem  noch 

^  ^  on 

an  der  Oberfläche  von  K  gegeben  ist,  so  ist  dadurch  die  Function 
(p  eindeutig  bestimmt,  was  man  wie  in  §.  151  beweist.  Um  die 
Aufgabe  auf  eine  einfachere  zurückzufuhren,  setze  man 

(8)  <3P  =  ^a>  +  *, 

und  erhält  für  die  Function  i>  die  Differentialgleichung 

(9)  ^tl)  =  0. 

Nach  (6)  und  (3)  muss  aber  1^  an  der  Fläche  ö  stetig  sein,  und 
aus  (7)  ergiebt  sich 

(10)  ^J}L  =  n-a'^. 

^    ^  dn  dn 

Die  Aufgabe    ist    also   auf  die   Auffindung 
eines  stetigen  Potentials  zurückgeführt,  dessen 
nach    der   Normale    genommene    Ableitung    an 
der  Oberfläche  gegeben  ist. 
Es  ist  hier  noch  zu  bemerken,  dass  die   Function   0  zwar 
von  der  Gestalt  der  Fläche  <J,  nicht  aber  von  der  der  Curve  X 
unabhängig  ist,  während  doch  im  Endresultat,  nämlich  in  der 
Function  9,  auch  der  Einfluss  der  Curve  k  weggefallen  ist,  wenn 
diese    Curve    so    gezogen    wird,    dass    sie    ganz   im    Körper   K 
oder  an  dessen  Oberfläche  verläuft,  und  zugleich  nicht  die  ganze 
Begrenzung   eines  im  Inneren   des  Körpers  gelegenen  Flächen- 
stückes ist. 

§.  153. 
Einwerthige  Geschwindigkeitspotentiale. 

Wir  berücksichtigen  jetzt  nur  noch  den  Fall  der  einwerthigen 
Geschwindigkeitspotentiale,  und  nehmen  einen  in  die  Flüssigkeit 
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eingetauchten  starren  Körper  an,  der  in  irgend  einer  Bewegung 
begriffen  ist.  Die  Aufgabe  gestattet  dann  eine  weitere  Verein- 
fachung. Hier  hat  nämlich  nach  §.  150  (7)  die  Nonnalcompo- 
nente  N  den  Ausdruck: 

(1)  N  =  Ucos{nx)  -f-  V  cos  {ny)  -f-  Wcos(ne) 

+  P[ifcos{nz)  —  zcos{nyy\  -f-  Q[ecoB(nx)  —  xcos(n/8)] 

-4-  E[x  cos  (ny)  —  y  cos  (na;)], 

und  wir  setzen  demnach 

(2)  9  =  ücf,  +  Fy,  +  Wq>,  +  F(p,  +  Qq>,  +  B^pe 

und  nehmen  an,  dass  die  Functionen  qp^,  (p2  ...  (p^  einzeln  der 
Differentialgleichung 

^9fc  =  0,        Ä;  =  1,  2,  3,  4,  5,  6 

und  der  Bedingung  im  Unendlichen  [§.  150  (5)J  genügen.  Aus 
(1)  ergeben  sich  aber  die  Grenzbedingungen: 

^  =  cos(nx),         g^  =  j/cos(n  z)  —  zcos{ny), 

(3)  — ^  =  cos  (w  y),         -^  =  z  cos  (nx)  —  x  cos  (n  z), 

-~-^  =  cos  {n  z),         -^-    =  X  cos  (w  y)  — >  y  cos  (w  x), 

und  wenn  die  Functionen  q)jc  diesen  Bedingungen  gemäss  be- 
stimmt sind,  so  genügt  (p  allen  Bedingungen,  die  an  diese  Function« 
gestellt  sind. 

Die  Functionen  (pu  sind  specielle  Fälle  der  allgemeinen 
Function  (p.  Die  Functionen  y^  enthalten  aber  nichts  mehr,  was 
von  dem  besonderen  Bewegungszustande  des  Körpers,  d.  h.  von 
U,  F,  TF,  P,  Q,  R  abhängt. 

Sie  sind  durch  die  geometrische  Natur  der 
Begrenzung  des  Körpers  allein  vollständig  be- 
stimmt. 
Es  lässt  sich  auch  leicht  die  Abhängigkeit  dieser  Functionen 
von  der  Lage  des  Coordinatensystems  näher  angeben.     Führen 
wir  nämlich  an  Stelle  des  Coordinatensystems  x,  y,  z  ein  anderes 
gleichfalls  rechtwinkeliges  x*,  y\  z*  ein,  indem  wir 

x'  =  a  -\-  a^x  -\-  a^y  -\-  a^z^ 

(4)  y'  —  h  -¥  h^x  -\-  \y  -\'  hj^z, 

z'  —  c  -\-  c^x  -\-  c^y  -\-  c^z 
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setzen,  worin  die  Coefficienten  Ui^  a^  ...  c^  den  bekannten  Rela- 
tionen für  die  rechtwinkelige  Coordinatentransformation  genügen, 
und  a,  6,  c  die  Coordinaten  des  alten  Anfangspunktes  im  neuen 
System  bedeuten,  so  ergiebt  sich,  wenn  die  auf  das  neue  System 
bezogenen  Functionen  (pje  mit  tp'jc  bezeichnet  werden: 

— ?-i  =  co8(n,  x')  =  ai  cos  (nie)  +  aacos(ny)  -|-  asC08(n^), 
0  w 

und  mit  Benutzung  der  bekannten  Formeln  ai  =  ftaC,  —  b^c^  etc.: 
--?-^  =  j/'cos(w/)  —  z' cos  {ny*) 

=  bcos(nz')  —  ccos(ny')  -|-  ai[ycos(njs)  —  e cos {ny)] 
-\-  a2[ßcos(nx)  —  xxios(njs)]  -|-  ai[xcos(ny)  —  ycos(nx)] 

und  entsprechend  die  übrigen  Formeln.  Diesen  Bedingungen 
aber  genügen  folgende  Functionen: 

<p[  =  ai  9i  +  aa  9,  -f  03  ^3, 

(5)  q>2  =  61  9i  -f  6a  92  +  *8  93i 

<]P8  =  Ci  9i  +  Ca  92  +  ^8  9»; 

9*    =    *  98   —   C  9a   +  «1  94  4-  «J  95   +  Ö3  96' 

(6)  9;  =  c  9i  —  aqpi  +  *i  94  +  *«  9:.  +  ^s  96i 

96  =  a  92  —  6  9i  +  ^  94  +  Ca  9?5  +  ^  96- 

Wenn  die  drei  Functionen  91,  9^2«  93  bestimmt  sind,  so  ist 
damit  zugleich  noch  ein  anderes  Bewegungsproblem  gelöst.  Es 
ist  nämlich,  wenn  wir  x^  j/,  z  als  Functionen  von  n  betrachten: 

cos(na;)  =  — ,    cos(ny)  =  ^,      cos(n^)  =  — , 

und  es  ist  also,  wenn  a,  /3,  y  Constanten  sind,  und  wenn  wir 

(7)  (p  =  a{x  —  9O  +  ß(y  —  92)  +  y(^  —  9s) 

setzen,  überall  in  der  Flüssigkeit  ^9  =  0,  an  der  Oberfläche 
des  Körpers  d(p/dn  =  0,  im  Unendlichen  ist  aber  die  Ge- 
schwindigkeit nicht  mehr  Null,  sondern  ihre  Componenten  haben 
die  Constanten  Werthe  a,  /!J,  y»  Es  ist  also  damit  das  Problem 
gelöst,  die  Bewegung  des  Wassers  zu  bestimmen,  wenn  ein  starrer 
Körper  in  einen  unendlichen  Strom  getaucht  und  festgehalten 
wird.  Dies  Problem  ist  mathematisch  mit  dem  elektrischen 
Problem  identisch,  dass  ein  nichtleitender  Körper  in  einem  con- 
stanten  elektrischen  Stronifelde  liegt  (Bd.  I,  §.  183). 
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§.  154. 
Kugel  in  der  Flüssigkeit. 

Die  Bestimmung  der  Functionen  9^  lässt  sich  in  einigen 
Fällen  durchfuhren.  Wir  nehmen  zunächst  den  festen  Körper 
als  Kugel  an^). 

Bezeichnen  wir  mit  r  den  Abstand  eines  variablen  Punktes 
q  mit  den  Coordinaten  x,  y,  z  vom  Kugelmittelpunkt,  so  dass 

r«  =  x»  +  y>  +  z* 

ist,  so  fällt  die  Richtung  von  n  mit   der  Richtung   von  r  zu- 
sammen, und  es  ist 

C08(na:)=-,    cos(nj/)  = -,    cos(njBr)  =  -- 

Es  ist  also 

y  cos  {ne)  —  z  cos  (n  y)  =  0, 

und  daraus  folgt,  nach  §.  153  (3),  dass  94,  und  ebenso  9s,  q>^ 
Gonstanten  sind^  die  gleich  Null  gesetzt  werden  können. 

Zur  Bestimmung  von  qp^  haben  wir,  wenn  c  den  Kugelradius 
bedeutet,  und  der  Winkel  {r  x)  mit  d*  bezeichnet  wird,  die  Be- 
dingungen : 

(1)  Jq>,  =  0, 

(2)  ^  =  cos#,        furr  =  c. 
Es  ist  aber  bekanntlich 

T 

also  auch 

und  wenn  wir  daher 


^)  Dies  ist  der  yon  Dirichlet  zuerst  durchgeführte  Fall:  „Ueber 
die  Bewegung  eines  festen  Körpers  in  einem  incompressiblen  flüssigen 
Medium**.  Berichte  der  Berliner  Akademie  1852.  Dirichlet' s  Werke, 
Bd.  2,  S.  115. 

Biemann-Weber,   Partielle  Differentialgleichungen,     n.  26 
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—  c^x        —  c^cosO" 


(3)  q>,  = 


2r3  2r« 


setzen,  so  ist  die  Bedingung  (1)  erfüllt.  Wenn  wir  aber  nach  r 
differentiiren,  indem  wir  d*  constaiit  lassen,  so  ergiebt  sich 

-TT-^  =  —  cos  d  =  — - , 

und  es  ist  also  auch  die  Bedingung  (2)  für  r  =  er  erfüllt  Ebenso 
findet  man  die  Functionen  9,,  973. 

Hiemach  lässt  sich  leicht  die  kinetische  Energie  der  be- 
wegten Flüssigkeit  berechnen.    Es  ist  nämlich: 

—  J  9i  -^  ^ö  =  ^  J  xy  rfo  =  0    etc., 

und  folglich  ergiebt  sich  nach  §.  151  für  die  kinetische  Energie 
der  Flüssigkeit,  wenn  V  die  Geschwindigkeit  des  Kugelmittel- 
punktes bedeutet: 

Da  wir  die  Dichtigkeit  des  Wassers  gleich  1  genommen 
haben,  so  ist  das  Eugelvolumen  ^nc^/S  zugleich  die  von  der 
Kugel  verdrängte  Wassermasse  und  wir  erhalten,  wenn  wir 
diese  Masse  mit  m  bezeichnen: 

2Ti  =  ImV^, 

oder,  wenn  u,  t;,  w  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  des 
Kugelmittelpunktes  sind: 

(4)  2  Ti  =  |m(i«2  +  t;2  +  w^). 

Um  die  Strömung  der  Flüssigkeit  an  einer  feststehenden 
Kugel  zu  bestimmen,  geben  wir  dem  Strome  die  Geschwindigkeit 
1  in  der  x- Richtung,  und  setzen  nach  (3)  und  §.  153  (7): 

(5)  q>  =  x—(p,=x(^l+  ^)  =  cosd  (r  +  -^^' 

Die  Stromlinien  verlaufen  in  den  durch  die  :r-Axe  gelegten 
Meridianebenen,  und  liegen  auf  gewissen  Rotationsflächen.  Sie 
werden  also  durch  eine  Relation  zwischen  r  und  d  ausgedrückt 
Es  sind  die  Curven,  die  auf  den  Flächen  9  =  const.  senkrecht 
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stehen,  und  man  hat  also,  um  sie  zu  finden,  die  Di£ferential- 
gleichung 

dr  q>'(r)  .    ^  r^ 


2ra 
oder 

zu  integriren,  deren  Integral  sich  leicht  durch  Ausfuhrung  von 
zwei  einfachen  Quadraturen  bestimmen  lässt  Man  erhält,  wenn  man 

2rs4-  c3  J[  _      3r>      _  1 

fl  c^      f  |r3   cZ  r 

setzt  und  mit  Je  die  Integrationsconstante  bezeichnet: 

Für  k  =  0  ist  entweder  sin  d  =  0  oder  r  =  c,  d.  h.  die 
diesem  Werthe  von  Je  entsprechende  Stromlinie  setzt  sich  zu- 
sammen aus  dem  Kreise  r=c  und  dem  im  Inneren  der  FlUsaigkeit 
gelegenen  Theile  der  reellen  Axe.  Die  Constante  Je  kann  keine 
negativen  Werthe  erhalten,  und  je  grösser  Je  wird,  um  so  mehr 
nähern  sich  die  durch  (6)  dargestellten  Linien  den  zur  x^Ax^ 
parallelen  Geraden  r  sin-ö^  =  const. 


§.  155. 
Ellipsoid  in  einer  Flüssigkeit. 

In  ähnlich  einfacher  Weise  lässt  sich  die  Bestimmung  der 
Functionen  9^  für  ein  Ellipsoid  durchfuhren  1). 

Wir  können  hierbei  an  die  Resultate  von  Bd,  I,  §.  148  über 
magnetisch^  Induction  in  einem  Ellipsoid  anknüpfen,  weil  unser 
Problem  mit  dem  dort  behandelten  fast  identisch  ist.  Wir  be- 
ziehen die  Gleichung  des  EUipsoids  auf  seine  Hauptaxen,  und 
nehmen  sie  in  der  Form  an: 


')  Clebsch,  Crelle's  Journal,  Bd.  52,  S.  103. 

26* 
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Dann  ist,  wenn  wir  zur  Abkürzung 


-ii 


-I-  —  4- 


setzen,  für  einen  Punkt  der  Oberfläche: 

(2)        cos(nx)=^,    co8(ny)  =  ^,     co8(n^)  =  ^, 

and  die  Orenzbedingungen  §.  153  (3)  lauten  also  hier: 

dq>i  X        dq)i  yz{b^  —  c*) 

/«x  'd^_  _y_      '^_  zx(c^  —  a^) 

^^  dn        Qb^'     dn  c»c«a«      ' 

Es  sind  nun,  wenn  x^  y,  e  ein  äusserer  Punkt  ist,  X  die  posi- 
tive Wurzel  der  cubischen  Gleichung 

bedeutet,  die  für  die  Punkte  der  Oberfläche  in  Null  übergeht,  und 


gesetzt  ist, 


x  =  --    ■       '''' 


00 

(5)  r  =  -2»j 


(a«  +  s)Z)' 


flO 

=  — 2ä  f 
J  I 


ds 


(c»  +  s)  2) 

die  Componenten  der  Anziehung  des  mit  homogener  Masse  er- 
füllt gedachten  Ellipsoides  und 


0  0 


-1 


ds 


(c«  +  s)Z) 

0 
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sind  Gonstanten,  die  nur  von  den  Axen  a^  b,  c  des  Ellipsoides 
abhängen. 

Nun  genügt  die  Function  X  als  Ableitung  des  Newton'- 
sehen  Potentials  für  einen  äusseren  Punkt  der  Di£Ferential- 
gleichung  z/X=  0,  und  an  den  Oberflächen  der  Bedingung 
[Bd.  I,  §.  148  (8)]: 

<')         if = i^.  (*  -  ^* 

und  da  sich  die  Function  X  ausserdem  im  Unendlichen  verhält 
wie  die  —  2^  Potenz  der  Entfernung  von  einem  Punkte  im  End- 
lichen, so  ergiebt  sich  nach  (3) 

(8)  X  =  9,  (4  -  Xo) 

und  ebenso 

wodurch  die  drei  Functionen  ^i,  qp,,  (p^  bestimmt  sind. 
Betrachten  wir  femer  die  Function 


(10)         ^=Zy-Tz  =  -2^-^ 
so  ergiebt  sich  durch  Differentiation: 

d_s_    az_    dY 

dx  ~  ^  dx        ^  dx 

/11V  ^^  ^^  ^^      \        rj 

dS_     dZ        dY       T^ 

dJ  —  y  dz  ~'^dJ~^' 

und  daraus  durch  abermalige  Differentiation  und  Addition: 

^s  =  ,^z-.^r+2(||-|I), 

und  dies  ist  =  0,  weil  ^Y^  J  Z  verschwinden  und 

Xdx-\-  Ydy-Y  Zdz 

ein  vollständiges  Differential  ist. 
Weiter  folgt  aber  aus  (11) 

d^  =  y-U-'d^^  Zco8(ny)  -  rcos(n4 
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Der  letzte  Ausdruck  ist  für  die  Punkte  der  Oberfläche  zu 
nehmen.    Dort  ist  aber  nach  (5),  (6)  und  (7) 

und  folglich: 

Da  nun,  wie  aus  dem  Ausdrucke  (10)  leicht  einzusehen  ist, 
die  Function  S  im  Unendlichen  in  der  Weise  verschwindet,  wie 
es  von  den  Functionen  9)  verlangt  war,  so  sind  die  Bedingungen 
befriedigt,  wenn  wir  setzen: 

und  daraus  ergeben  sich  95,  (p^  durch  cyklische  Vertauschung. 


§.  156. 
Ring  in  einer  Flüssigkeit. 

Wir  betrachten  noch  den  Fall,  dass  der  in  die  Flüssigkeit 
eingetauchte  Körper  die  Form  eines  Ringes  hat,  der  durch  die 
Rotation  eines  Kreises  um  eine  seine  Peripherie  nicht  schneidende 
in  seiner  Ebene  gelegene  Axe  erzeugt  wird  ^). 

Wir  fuhren  die  Coordinaten  9,  o,  'd'  ein,  die  wir  im  §.  44 
des  ersten  Bandes  betrachtet  haben.  Das  rechtwinkelige  Coordi- 
natensystem  x^  y^  z  habe  die  Rotationsaxe  zur  ^er-Axe  und  die 
Aequatorebene  zur  a;j/- Ebene.  Wir  setzen,  indem  wir  mit  h  eine 
Constante  bezeichnen  und  das  dort  gebrauchte  X  =  log  q  setzen, 
nach  Bd.  I,  §.  44  (8): 


*)  In  seiner  Vorlesung  im  Winter  1860/61  hat  Riemann,  wie  auch 
Hatten dor ff  angiebt  (Vorrede  zur  dritten  Auflage.  S.  VI),  dieses  Problem 
behandelt  und  den  Weg  der  Lösung  angegeben.  £&  liegt  mir  darüber 
ein  Heft  von  Heye  vor,  der  diese  Vorlesung  gehört  hat.  Es  bezieht  sich 
darauf  auch  eine  aus  Riemann's  Nachlass  hergestellte  Note:  „Ueber  das 
Potential  eines  Ringes**  (Nr.  XXIY  der  zweiten  Auflage  von  Riemann's 
Werken).  Verwandten  Inhalts  ist  die  Schrift  von  C.  Neu  mann:  „Theorie 
der  Elektricitats-  und  Wärmevertheilung  in  einem  Ringe**.    Halle  1864. 
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(1)  a?  =  rcosd",        y  =  r8ind', 

(2)  r=  *(^-^') 


(3)  z  =  - 


1   -f-  2^C08(D  +  p2' 

2  &  p  sin  CD 


1   4"  2pC08CD  +  P*' 

und  für  das  Quadrat  des  Linienelementes  ds^  erhalten  wir  nach 
Bd.  I,  §.  44  (9)  den  Ausdruck 

(4)  d8^  = ^  J  J^^y ^  +  r'd^K 

Wir  erhalten  jeden  Punkt  des  Raumes,  und,  von  den  Punkten 
der  Axe  abgesehen,  jeden  nur  einmal,  wenn  wir  die  drei  Variabein 
p,  (0,  0"  auf  die  Intervalle  beschränken: 

0  ^  *  ^  1, 

—  jr  <  (D  ^  ;r, 

7C  <^  -ö"  ^  Jt, 

Einem  constanten  Werth  Qq  von  p  entspricht  eine  Ringfläche, 
die  durch  einen  Kreis  erzeugt  wird,  dessen  Radius  a  und  Mittel- 
punktsabstand c  durch  die  Gleichungen: 

(5)  ^^=-^  =  *  ,        ^-4^  =  -     [Bd.  I,  §.  44  (6)] 
^  2  Po  fl  2  Po  a 

bestimmt  sind.     Den   Punkten   ausserhalb    dieser   Ringfläche 
entspricht  das  Intervall 

(6)  Po  <  P  <  1- 
Den  Werthen 

p  =  1,  a>  =  0 

bei  beliebigen  d*  entspricht  der  Nullpunkt,  und  den  Werthen 

p  =  1,  «0  =  +Ä 

die  unendlich  fernen  Punkte. 

Durch  die  Umformung  Bd.  I,  §.  44  (12)  ist  die  Differential- 
gleichung ^<p  =  0  in  die  Gestalt  gebracht: 

^^      \     2p     /VSlogp«"^     aajay"^     8^2     "T     4     —  ^• 

Von  dieser  Differentialgleichung  lassen  sich  particulare  Inte- 
grale von  der  Form 

(8)  yr^  =  Se»<»"*«  +  '•*'^> 

finden,  in  denen   S  allein  von   p   abhängt,  und  wenn  wir  vor- 
aussetzen,   dass   (p   eine   einwerthige   und    stetige  Function    des 
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Ortes,  also  eine  um  2  7t  periodische  Function  von  cd  und  <&  sein 
soll,  so  müssen  m  und  n  ganze  Zahlen  sein. 

Für  S  ergiebt  sich  dann   aus  (7)   die  Differentialgleichung 

1  —  p2\a  /  d2  s 


(9) 


Cf/TC 


_  m^s\  —  (n«  — J)S=  0. 


2q     )  \d\o%q^ 

Um  die  allgemeine  Theorie  der  P- Function  auf  diese  Glei- 
chung anwenden  zu  können,  wollen  wir  zunächst  m  und  n  als 
unbestimmte  Grössen  ansehen.  Betrachtet  man  ^^  als  Arga- 
ment,  so  sind  0,  1,  cx)  die  singulären  Punkte  für  diese  Diffe- 
rentialgleichung, und  man  findet,  wenn  man  nach  steigenden  und 
fallenden  Potenzen  von  p^  und  nach  steigenden  Potenzen  von 
1  —  Q^  entwickelt,  dass  diese  Entwickelungen  mit  den  Potenzen 


±m 


,±m 


-=■  -^n 


anfangen  müssen.     Demnach  wird   die  Differentialgleichung  (9) 
durch  die  P-Function 


(10) 


oder  4urch  * 


/5=P 


/      « 
2 


\' 


m 

'2 


(11) 


S  =  P 


+  »>, 


n 


m 
2 

m 

2 

m 
2 

m 
2 


y  +  n 


\ 


1 


9' 


—  n 


/ 


m 
2^ 

m 
2 


1-9^ 


integrirt. 

Wir  haben  aber  hier  den  Fall  des  §.  22,  in  dem  zwei  Expo- 
nentenpaare identisch  sind,  und  es  lassen  sich  also  noch  viele 
andere  Formen  der  P- Functionen  finden,  durch  die  diese  Diffe- 
rentialgleichung integrirt  wird.     So  ergiebt  sich  die  Formel: 


(12) 


S=P 


=  P 


/o, 

i  -^  2n           m 

4       '          2 

1 

1  —  2n            m 

\2' 

4        '          2 

/o, 

m      14-2« 
2'           4 

1 

m       1  —  2n 

\2' 

2'          4 

w  - 1) 


\ 


I 


(e*  +  1)» 
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und  durch  nochmalige  Anwendung  der  Formel: 

/l  -f  2n      1  +  2n 

=p  *  •  ^  • 

I  1  —  2n      1  —  2n 

-,     —  m 


m 


( 


Q-l 


4        '  4        ' 

und  hieraus  lassen  sich  noch  viele  ähnliche  Formeln  herleiten. 


§.  157. 
Bestimmung  der  Goefficienten. 

Wir  wollen  der  Einfachheit  halber  jetzt  nur  noch  einen  in 
Bezug  auf  die  Rotationsaxe  symmetrischen  Zustand  betrachten, 
weil  bei  dieser  Annahme  die  Schwierigkeit,  die  das  Problem  noch 
bietet,  bereits  hinlänglich  hervortritt.  Dann  haben  wir  in  den 
Formeln  des  vorigen  Paragraphen  n  =  0  zu  setzen,  und  wir  er- 
halten aus  (11)  [mit  Rücksicht  auf  §.  19,  (4)]: 


S=:P 


1            m 

m 

\ 

2'           2  '           2 

p* 

1            «»            m 

2 '          2  '          2 

1 

/o,   »»4-i, 

0 

\ 

'  1  —  p«  P 

^>'       l 

-  tn 

/ 

und  aus  §.  156  (8j  ergeben  sich,  wenn  man  für  ^r  den  Werth 
aus  §.  156  (2)  einsetzt,  die  Integrale 

(1)  ,,= 

y  1  +  2  e  cos  o  -)-  p*  p"  P 


l-(f 


itmoi 


\ 


0, 


2-    -»» 


Die  hier  vorkommende  P-Fanction  hat  nur  einen  Zweig,  der 
für  p=  1  endlich  bleibt  (§.  10,  §.  20),  nämlich  die  hypergeometrische 
Reihe 

(2)  Ä„  =  F(m  +  i,    A,    1,     i-p»), 
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die  sich  nach  §.13  (3)  auch  durch  das  elliptische  Integral 


(3)  K^=  I  j 


3 


0   (co82d-|-p»sinad)       « 
darstellen  lässt. 

Nehmen  wir  zur  weiteren  Vereinfachung  an,  dass  q>  eine 
ungerade  Function  von  o  sei,  wie  es  etwa  eintritt,  wenn  ein 
ruhender  Ring  einer  der  ^r-Axe  parallelen  Strömung  ausgesetzt 
wird,  so  ergiebt  sich,  wenn  wir  mit  a^  noch  zu  bestimmende 
Constanten  bezeichnen: 

00 


(4)  (p  =  y  1  -(-  2  p  cos  CD  -|-  ^2  ^  a^p^^-KinSinmo. 

m  =  l 

Die  Constanten  a«»  sind  nun  aus  der  Bedingung  zu  be- 
stimmen, dass  an  der  Oberfläche  des  Ringes,  also  für  q  t=  q^ 
der  nach  der  Normalen  genommene  Differentialquotient  d(p/dn 
eine  gegebene  Function  F{(o)  von  m  sein  soll,  die  wir  natürlich 
auch  als  ungerade  Function  voraussetzen  müssen. 

Der  Bedingung  §.  150  (5),  nach  der  R(p  im  Unendlichen 
verschwinden  muss,  genügt  jedes  einzelne  Glied  dieser  Reihe: 

\  l  -J-2q  cos  (D  -|-  p2  pm  X^  gin  m  cd   =r    (p^. 

Es  ist  nämlich  nach  (2)  und  (3),  §.  156 

^       '  1  4-  2DC0SÜ}  4-  p2 


=^f\ 


-\-  2pC0SG)  -|-  q' 

—  2q  cos  (o  -\-  q^ 


und  folglich 

R<p^  =  b  y  1  —  2  p  cos  G}  -|-~p2  gm  x^  siu  m  o. 

Es  ist  aber  im  Unendlichen  p  =  1,  o  =  ä  und  da 

Q'^Kn,  =  1     für    p  =  1, 

so  ist  Rq)m  im  Unendlichen  =  0. 

Nach   §.    156   (4)   ist   aber,  wenn   do  =  0,    dd'  =  0  und 
d$  =  dn  gesetzt  werden: 


,  2rdQ 


und  nach  §.  156  (2): 
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,  2bdQ 

a  n  = • 

1  -|-  2  p  cos  CD  -|-  P^ 

Folglich  ist 

dq>  1  -f-  2  9  cos (D  -(-  p*  dq> 

dn~  26  ~  8p ' 

und  folglich  für  p  =  po- 

/5^  ^_±  ^  26F(ai) 

^  ^  8p         1  +  2pcosai  +  p-^ 

Andererseits  ergiebt  sich  aus  (4)  durch  Differentiation: 

Vl  +  2pcosai  +  p«|^  = 

'       '      "^  '    ^    8  p 

(d  p*"  K  \ 
(p-(-cosa))p**Z^H-(l-(-p2-)-2pco8ai)  — ^ — -u 

oder,  wenn  wir  die  Abkürzung 

einführen : 

(6)     yi  +  2pcosa>-|-p>  ö^  =  ^  o«  (Pm  +  2  ö,„  cos  (d)  sin  m  ©. 

Setzen  wir  also  für  p  =  po 

y  1  +  2  p  cos  a>  -(-  p* 

so  ist  /(o)  gleichfalls  eine  gegebene  ungerade  Function  von  cd, 
die  wir  in  eine  Sinus -Reihe  entwickelt  annehmen  können,  also: 


00 


worin  dann  die  ^  gegebene  Constanten  sind.    Aus  (5)  und 
(6)  ergiebt  sich  hiernach 


OD  OD 


(8)        ^  ^sinwo)  =  2  UmiPm  +  2 ö« cos ö) sin m 0), 


in  =1  m=:  1 


wenn  P^  und  ^^  für  p  =  po  genommen  sind. 
Es  ist  aber 

2cosc}sinmc}  =  8in(w  -\-  1)(b  -^  sin(m  —  1)cd, 
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und  demnach  wird  die  rechte  Seite  von  (8): 

OD  qp 

]2  am  Pm  sin  mcD  +  ^  a«, Öni8in(m  —  1) © 


»1  =  1  m=  1 


+  ^<*fnQm  sin  (m  +  1)  o, 

m  =  l 

oder 

2  («mPm  +  «»n+l^m  +  1  +  Om-iöm-l)  sitt  »1  CD, 

worin,  wenn  die  Summe  Yon  m  =  1  bis  m  =  ao  genommen  wer- 
den soll,  Oq  =  0  zu  setzen  ist.  Es  folgt  also  aus  (8)  das  fol- 
gende System  von  Gleichungen: 

A  =  a«  öa  +  «1  Pv 

^2  =  «3  ös  +  «2  Pa  +  »1  Qu 
(9)  Ä,  =  a,Q,-{-a,P,^a^Q,, 


und  allgemein: 

(10)  ^m  =  «m  +  löm  +  l  +  <^Pfn  +   Om-löm-l. 

Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  etwa  a,,  03,  04,  ...  suc- 
cessive  berechnen,  wenn  Ui  bekannt  ist.  Zur  vollständigen  Be- 
stimmung der  Goefficienten  64,  o«,  as  ...  reichen  aber  die  Glei- 
chungen (9)  nicht  aus.  Es  fehlt  dazu  noch  eine  Bedingung  und 
diese  kann  in  nichts  anderem  bestehen,  als  in  der  Forderung  der 
Convergenz  der  Reihe  (4).  Da  nämlich  die  g'^Km  mit  un- 
endlich wachsendem  m  unendlich  werden,  so  müssen  die  o»  in 
einer  gewissen  Weise  gegen  Null  convergiren,  und  da  unsere  Be- 
dingungen zur  Bestimmung  der  Function  9  ausreichend  sind,  so 
kann  diese  Forderung  nur  auf  eine  Weise  mit  den  Gleichungen 
(9)  vereinbar  sein. 

Wenn  wir  die  Grössen  x^  und  y^  als  specielle  Fälle  der  o« 
in  der  Weise  bestimmen,  dass  wir,  um  Xn  zu  erhalten,  in  (9) 
Ui  =  0  setzen,  also: 

Q i\  -^1  =  ^2  V2»  -^2  ^=  ^8  %  "T  ^-^2^ 

-0-8  =  X^  ^4  — |-  X^  Jr^  -f-  X^  ^21  •  •  o 

und  um  t/^  zu  erhalten,  Ai  =  0^  A^  =  0^  .,.^  a^  =  1  setzen,  also: 

(12)  0  =  t/8<?8   4-2/2P2   +   <2l. 
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Bo  wird  der  allgemeine  Ausdruck  von  ct^ 

die  Xn^  jfn  sind  aus  (11)  und  (12)  vollständig  bestimmt,  und  es 
ergiebt  sich,  da  Lim  o«  =  0  sein  muss : 

(13)  ai=  — Lim^'^. 

»=00  y» 


')  Die  Bestimmang  der  Goefficienten  On  ist  zuerst  klargestellt  von 
Ricks  „On  Toroidal  Functions",  Philosophical  Transactions  1881,  p.  644. 
In  der  Theorie  der  Bewegung  zweier  Kugeln  in  einer  Flüssigkeit  tritt  die- 
selbe Schwierigkeit  aul  Dieses  Problem  ist  eingehend  behandelt  von 
C.  Neumann  (Hydrodynamische  Untersuchungen,  Leipzig  1883). 


Zwanzigster  Abschnitt. 

Bewegung  eines  festen  Körpers  in  einer 
Flüssigkeit.    Meohanisolier  TheiL 


§.  158. 
Kinetische  Energie. 

Im  vorhergehenden  Abschnitt  haben  wir  uns  mit  der  Be- 
stimmung des  Geschwindigkeitspotentials,  also  der  Ermittelung 
der  Bewegung  der  Flüssigkeit,  unter  der  Voraussetzung  be- 
schäftigt, dass  ein  starrer  Körper  von  gegebener  Form  in  die 
Flüssigkeit  eingetaucht  und  darin  in  einer  gegebenen  Be- 
wegung begriffen  ist 

Die  Zerlegung  des  Geschwindigkeitspotentials,  die  wir  im 
§.  153  kennen  gelernt  haben,  ermöglicht  es  aber,  die  andere 
Aufgabe,  nämlich  die  Bestimmung  der  Bewegung  des  Körpers  in 
der  Flüssigkeit  unter  dem  Einflüsse  gegebener  Kräfte,  unab- 
hängig von  der  ersten,  in  Angriff  zu  nehmen.  Das  Mittel 
hierzu  bietet  uns  das  Hamilton'sche  Princip,  das  die  Be- 
wegungsgleichungen für  irgend  ein  System  aufzustellen  gestattet 
wenn  die  Ausdrücke  der  potentiellen  und  der  kinetischen  Energie 
durch  die  die  Lage  des  Systems  bestimmenden  Variablen  (die 
Coordinaten  des  Systems)  bekannt  sind. 

Ehe  wir  aber  zur  Formulirung  des  Hamilton'schen  Prin- 
cipes  für  diesen  Fall  übergehen,  wollen  wir  den  Ausdruck  der 
lebendigen  Kraft  des  Systems  einer  eingehenden  Discussion  unter- 
werfen. 

Wir  betrachten  zunächst  den  Fall,  dass  ein  starrer  Körper 
in  eine  unendlich  ausgedehnte  Flüssigkeit  eingetaucht  ist,  und 
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betrachten  in  der  Flüssigkeit  nar  wirbelfreie  Bewegung  und 
eindeutige  Geschwindigkeitspotentiale. 

Wir  wählen  ein  Coordinatensystem  x,  y^  0,  das  wir  uns  in 
fester  Verbindung  mit  dem  Körper  denken,  und  das  durch  die 
geometrische  oder  mechanische  Beschaffenheit  des  Körpers  defi- 
nirt  ist,  z.  B.  nehmen  wir,  wenn  die  Körperoberfläche  die  Sym- 
metrieverhältnisse  eines  EUipsoides  hat,  den  Mittelpunkt  zum 
Coordinatenanfangspunkt,  die  Hauptaxen  zu  Ck)ordinatenaxen. 
In  anderen  Fällen  können  wir  etwa  den  Schwerpunkt  zum 
Anfangspunkt  und  die  Hauptträgheitsaxen  zu  Coordinatenaxen 
wählen. 

Es  mögen  ti,  t;,  w  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  des 
Anfangspunktes,  j9,  g,  r  die  Componenten  der  Rotationsgeschwindig- 
keit des  Körpers  für  die  Axen  rr,  y,  g  bedeuten. 

Sind  rr,  y,  js  die  Coordinaten  eines  Massenelementes  dm  des 
Körpers,  so  sind  nach  Band  I,  §.  82  (2) 

{—ry-\-qjs)dt,     {— pg  -{- rx)  dt,     {—  qx-{-  py)dt 

die  Componenten  der  relativen  Verschiebung  von  dm  im  Zeit- 
element dt  in  Bezug  auf  den  Coordinatenanfangspunkt  in  seiner 
augenblicklichen  Lage  (zur  Zeit  t\  und  folglich  sind 

(1)  u  —  ry -\- qjg^        v — pjg -\- rx,        w  —  4^+py 

die  Componenten  der  Geschwindigkeit  von  dm.  Danach  erhalten 
wir  für  die  kinetische  Energie  des  Körpers  den  Ausdruck 

(2)  ^  ^[(u—ry-{-qz)^  +  (v—pz-{-rxy-^(w  —  qx-\-pyy]dm. 

1.  Die  kinetische  Energie  des  Körpers  ist  also  eine 
homogene  Function  zweiten  Grades  von  den 
sechs  Grössen 

u,  V,  w,  p,  g,  r, 

deren Coefficienten  durch  die  Gestalt  undMassen- 
vertheilung  des  Körpers  bestimmt  sind. 

Es  ist  aus  der  Mechanik  bekannt,  dass  man  diesen  Ausdruck 
durch  passende  Wahl  des  Anfangspunktes  und  der  Axenrichtung 
sehr  vereinfachen  kann.  Er  lässt  sich  nämlich,  wenn  man  den 
Schwerpunkt  zum  Anfangspunkt  und  die  Hauptträgheitsaxen  zu 
Coordinatenaxen  macht,  auf  die  Form 

J  [M{u^  +  t^'  +  m;2)  -\-  Ap^  +  Bq^  +  Cr^] 
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bringen,  wenn  Jlf  dieGesammtmasse  des  Körpers  und  A,,B^  C  seine 
Hauptträgheitsmomente  sind.  Wir  machen  aber  hier  von  dieser 
Vereinfachung  keinen  Gebrauch. 

Nach  §.  153  hat  das  Geschwindigkeitspotential  tp  in  einem 
beliebigen  Punkt  x^  y,  a  der  Flüssigkeit  den  Ausdruck 

(p  =U(pi-\-  vg>i  +  wg>s  +i)94  +  396  +  ♦"fPe. 

worin  die  Functionen  9)1,  9)3,  ..  .  nur  von  der  Gestalt  der  Ober- 
fläche des  Körpers  abhängen,  aber  freilich  erst  durch  Integration 
von  partiellen  Differentialgleichungen  gefunden  werden. 

2.  Die  kinetische  Energie  der  gesammten  Flüssig- 
keitsmasse ist  nach  §.  151  (1) 

und    ist  also  ebenfalls  eine  homogene  Function 
zweiten  Grades  von 

tt,  Vy  w,  p,  g,  r. 

Hierin  ist  q  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit,  do  ein  Ober- 
flächenelement des  Körpers  und  n  die  in  das  Innere  der  Flüssig- 
keit positiv  gerechnete  Normale. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  kinetische  Energie  T  des 
ganzen,  aus  Körper  und  Flüssigkeit  zusammengesetzten  Systems 
ebenfalls  eine  homogene  Function  zweiten  Grades  der  sechs 
Variablen  in  1.  ist.  Wir  setzen,  indem  wir  zur  Vereinfachung  der 
Schreibweise 

tt,    v,    w,       p,   g,   r 


durch 


^17    ^27    ^8i  '^4'i   ^5»    ^6 


bezeichnen : 

(4)  2T=^CiicXiXi,. 

1,6 

Ihrer  Bedeutung  nach  ist  diese  quadratische  Function  positi? 
und  sie  kann  nur  verschwinden,  wenn  die  Variablen  Xi  alle  zu- 
gleich verschwinden. 

Die  Coefficienten  dk  =  Cjci  sind  Constanten,  die  nur  von 
der  Beschaffenheit  des  Körpers  und  ausserdem  von  der  Dichtig- 
keit Q  der  Flüssigkeit  abhängen.  Ihre  theoretische  Berechnung 
würde    die    Kenntniss  der   Functionen   <pi,   also  die  Integration 
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gewisser  partieller  Differentialgleichungen  erfordern.  Man  kann 
sich  diese  Constanten  aber  auch  experimentell  bestimmt  denken, 
etwa  wie  die  Masse  und  die  Trägheitsmomente  des  Körpers. 


§.  159. 

Vereinfachung  des  Ausdrucks  für  die  kinetische  Energie 

bei  Symmetrie. 

Die  Coefficienten  cnc  in  dem  Ausdruck  für  2  T  haben  eine 
einfache  mechanische  Bedeutung,  durch  die  sie  sehr  anschaulich 
werden.  Es  ist  nämlich  ^  cu  x* die  kinetische  Energie  des  Systems, 
die  einer  Bewegung  entspricht,  bei  der  alle  Variablen  x^^  x^.-.x^ 
mit  Ausnahme  von  Xi  verschwinden.  Demnach  können  wir  z.  B. 
Cii  als  die  gesammte  Masse  betrachten,  die  bei  einer  Parallel- 
verschiebung in  der  Richtung  der  ä?-Axe  in  Bewegung  gesetzt 
wird.  Ebenso  ist  C44  das  Gesammtträgheitsmoment,  das 
einer  Drehung  um  die  a;-Axe  entspricht  mit  Berücksichtigung 
der  bei  der  Drehung  mitgerissenen  Flüssigkeitsmasse. 

Setzen  wir  alle  x^  mit  Ausnahme  von  zweien,  Xi^  Xjt  gleich 
Null,  so  erhält  T  den  Ausdruck 

(1)  Tiic  =  \Ciic  Xi  -\-  die  XiXjc  -f-  \Ckk  xi, 

und  es  ist  also 

der  Unterschied  zwischen  den  Werthen  der  kinetischen  Energie, 
wie  er  den  beiden  Annahmen 

Xi  =  -\-\,        rTk  =  +  1 

X,  =  -|-  1 ,  iCfc  =  —  1 

entspricht.  Ist  z.  B.  ä:,=  m,  x*  =  p,  so  ist  die  erste  dieser 
Bewegungen  eine  Rechtsschraubung,  die  zweite  eine  Links- 
schraubung. 

Man  kann  allgemein  den  Ausdruck  für  2  T  durch  passende 
Wahl  des  Coordinatensystems  auf  eine  einfachere  Form  bringen, 
und  zwar  kann  man,  da  in  dem  rechtwinkligen  Goordinaten- 
system  der  Anfangspunkt  und  drei  Winkel  verfügbar  sind,  die 
21  üonstanten  d^  auf  15  reduciren. 

Wenn  man  zunächst  bloss  die  Axenrichtungen  ändert,  so 
transformiren  sich  die  Geschwindigkeiten  u,  t;,  w  durch  dieselben 
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Formeln,    wie    die  Goordinaten    selbst.      Wählt  man   daher  zu 
Coordinatenaxen  die  Hauptaxen  des  EUipsoides 

(2)  CnX^  +  Cajt/2  -f  CjsX?»  +  2c^3yjs  +  2csiZX  -{-  2e^^xy  =  1, 

so  verschwinden  in  dem  auf  diese  Axen  bezogenen  Ausdruck  für 
2  T  die  Coefficienten  C23,  C31,  c^. 

Hält  man  diese  Axenrichtungen  fest,  wählt  aber  einen  Punkt, 
dessen  Goordinaten  a,  i,  c  sind,  zum  neuen  Anfangspunkt,  so  er- 
hält man  nach  §.  158  (1),  wenn  die  Geschwindigkeitscomponenten 
dieses  neuen  Anfangspunktes  mit  u',  1/,  u/  bezeichnet  werden: 

u  =  u'  -\-  rb  —  gc, 

(3)  V  =  v'  -j-  pc  —  ra, 

In    dem   umgeformten   Ausdruck  für  2  T  kommen  also  die 

Glieder  mit  t/u/,  t(/u\   u'v'    nicht  vor,    und   man   erhält  die 

Glieder 

2  w'g  (Ci5  —  (?„  c)  +  2  m'  r  (ci«  -f  c,i  b) 

+  2  1/ r  (Cae  —  Cs2  a)  +  2 1;'|)  (0,4  +  c»,  c) 
+  2  w>  (C34  —  c,3  6)  +  2  li?'  5  (cj,  +  Cjs  a). 

Man  kann  nun  die  a,  i,  c  so  bestimmen,  dass 

^2«  —  Cm  a    =    ^85  -f"  Cjj  a, 
C34  —  C33  0    =    Cje  -f-  (?ii  0, 

Ci5  CiiC      =     C24  -f~  ^23  ^ 

wird,  und  zwar  ist  diese  Bestimmung,  weil  c^,  C22,  c^s  wesentUch 
positiv  sind,  unter  allen  Umständen  eindeutig. 

Man  kann  also  den  Anfangspunkt  des  Goordinaten  Systems 
so  bestimmen,  dass 

wird. 

Wenn  wir  daher  der  besseren  üebersicht  wegen  die  Bezeich- 
nung der  Goefficienten  ca  ändern,  so  können  wir  die  lebendige 
Kraft  des  Systems  durch  den  Ausdruck  darstellen: 

(4)  2T=  au^  4-  bv^  +  cw^  +  2a'pu-{-  2b' qv  -}-  2c'  ric 
-f  2a{qtv  -f-  rv)  +  2ß(ru  +  ptu)  +  2y{pv  +  qu) 
+  Äp^  -f  Bq^  +  Cr«  4-  2^'3r  +  2B'rp  -f  2  C'j)^. 

Der  Goordinatenanfangspunkt  ist  hierbei  unter  allen  Um- 
ständen ein  in  Bezug  auf  die  Gestalt  des  Körpers  eindeutig 
bestimmter  Punkt,    den  wir  das  Bewegungscentram   nennen 
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wollen.  Die  Axenrichtungen,  die  die  Hauptaxen  der  Bewegung 
heissen  mögen,  sind  im  Allgemeinen  ebenfalls  vollständig  be- 
stimmt; wenn  aber  die  Fläche  (2)  eine  Botationsfiäche  ist,  so 
ist  nur  eine  der  Axen  bestimmt,  und  wenn  diese  Fläche  eine 
Kugel  ist,  so  können  irgend  drei  auf  einander  rechtwinklige 
Axen  als  Hauptaxen  bezeichnet  werden^). 

Wenn  eine  Symmetrieebene  vorhanden  ist,  d.  h.  eine  Ebene, 
für  die  nicht  nur  die  Figur,  sondern  auch  die  Massenvertheilung 
des  Körpers  symmetrisch  ist,  so  muss  das  Centrum  jedenfalls 
auf  dieser  Ebene  liegen,  weil  sonst  der  Spiegelpunkt  des  Cen- 
trums ebenfalls  Centrum  sein  müsste,  während  doch  nur  ein 
Gentrum  vorhanden  sein  kann.  Aus  dem  gleichen  Grunde  muss 
eine  der  Hauptaxen  der  Bewegung  auf  der  Symmetrieebene  senk- 
recht stehen. 

Für  diesen  Fall  treten  noch  weitere  Vereinfachungen  in  dem 
Ausdruck  für  2  T  ein.  Nehmen  wir  die  Symmetrieebene  zur 
iry-Ebene,  so  wird,  wenn  wir  k?,  g,  t;,  r  gleich  Null  setzen  und 
nur  u  und  p  von  Null  verschieden  annehmen,  die  Vorzeichen- 
änderung von  p  nichts  ändern  können,  weil  dadurch  nur  die 
ganze  Bewegung  in  eine  spiegelbildlich  gleiche  umgewandelt 
wird,  und  folglich  muss  dar  Coefficient  von  up  verschwinden. 
Aus  demselben  Grunde  verschwinden  die  Coefücienten  von 

wp,  vp^  wg,  vg,  j?r,  gr,  ww,  ti;t?,  wr^ 

und  es  bleibt  für  2  T  der  Ausdruck 

(5)  2T=  au^  +  bv^  +  cw^  +  2a(gu;  +  rv)  +  2ß{ru-\-pw) 

+  Ap^  4-  Bq^  -I-  Cr>  +  2  C'pg. 

Ist  eine  zweite  Symmetrieebene  vorhanden,  die  auf  der  ersten 
senkrecht  steht,  so  nehmen  wir  ihre  Schnittlinie,  auf  der  das 
Centrum  liegen  muss,  und  in  die  eine  der  Hauptaxen  fällt,  zur 
^-Axe.  Es  muss  dann  die  Form  (5)  erhalten  bleiben,  wenn 
wir  X  oder  y  mit  z  vertauschen,  und  folglich  wird 

(6)  2  T  =  au^  +  6t;2  +  cti;2  -f-  2 y (pt;  4-  gu) 

+  Ap^  +  Bq^  +  Cr\ 

und  wenn  drei  auf  einander  rechtwinklige  Symmetrieebenen  vor- 
handen sind,  wie  etwa  bei  einem  EUipsoid,  so  erhalten  wir 


*)  £ine  andere  Normalform  des  Ausdruckes  für  die  lebendige  Kraft, 
die  für  die  Bildung  der  allgemeinen  Integpralgleichungen  geeigpiet  ist,  hat 
Minkowski  gegeben  r Sitzungsberichte  der  Berliner  Akademie  1888). 
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Formeln,    wie   die  Goordinaten    selbst.      Wählt  man   daher  zu 
Coordinatenaxen  die  Hauptaxen  des  Ellipsoides 

(2)  Ciia;«  +  Caj t/«  +  C33 -8^*  +  ^c^zV^  +  '^c^i^x  +  2(^^xy  =  1. 

so  verschwinden  in  dem  auf  diese  Axen  bezogenen  Ausdruck  für 
2  T  die  Coefficienten  Cj3,  C31,  Cj^. 

Hält  man  diese  Axenrichtungen  fest,  wählt  aber  einen  Punkt, 
dessen  Goordinaten  a,  6,  c  sind,  zum  neuen  Anfangspunkt,  so  er- 
hält man  nach  §.  158  (1),  wenn  die  Geschwindigkeitscomponenten 
dieses  neuen  Anfangspunktes  mit  u',  1/,  u/  bezeichnet  werden: 

u  =  u'  -{-  rb  —  gc, 

(3)  V  =  v'  +  |>c  —  ra, 

t(7  =  lü'  -|-  ga  —  |)6. 

In   dem   umgeformten   Ausdruck  für  2  T  kommen  also  die 

Glieder  mit  v'u/,  ti/w',    w't?'    nicht  vor,    und   man   erhält  die 

Glieder 

2  tt'5  (Cis  —  c„  c)  +  2  M'r  (Ci6  +  c,i  b) 

+  2i/r(c2e  — c„a)  +  2 1;'|)  (c,^  +  c,,  c) 

+  2  w'|>  (C34  —  Ch3  6)  +  2  w'  5  (C35  +  Css  a). 

Man  kann  nun  die  a,  i,  c  so  bestimmen,  dass 

^86  —  ^28  0    =    ^85  -|-  Cjs  a, 
C34  —  C33  0    =   Cjs  -r  Cii  0, 

Ci5  —  CiiC     =     C24  -p  C22  c 

wird,  und  zwar  ist  diese  Bestimmung,  weil  c^,  C23,  c^^  wesentUch 
positiv  sind,  unter  allen  Umständen  eindeutig. 

Man  kann  also  den  Anfangspunkt  des  Goordinaten  Systems 
so  bestimmen,  dass 

Cjß    =   ^85,  C84   ^^=   ^16 1  ^16   ^^^  ^24 

wird. 

Wenn  wir  daher  der  besseren  üebersicht  wegen  die  Bezeich- 
nung der  Goefficienten  ca  ändern,  so  können  wir  die  lebendige 
Kraft  des  Systems  durch  den  Ausdruck  darstellen: 

(4)  2T=  au'i  4-  bv^  +  cw^  -f  2a*pu-{-  2b' qv  +  2c'rif 
-j-  2a{qiv  -j-  rv)  +  2ß(ru  +  pw)  -\-  2y{pv  -f-  gu) 
+  Ap^  +  Bq;^  +  Cr«  +  2Aqr  -\-  2B'rp  -f  2  C'j)^. 

Der  Goordinatenanfangspunkt  ist  hierbei  unter  allen  Um- 
ständen  ein  in  Bezug  auf  die  Gestalt  des  Körpers  eindeutig 
bestimmter  Punkt,    den  wir  das  Bewegungscentrum  nennen 
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wollen.  Die  Axenrichtungen,  die  die  Hauptaxen  der  Bewegung 
heissen  mögen,  sind  im  Allgemeinen  ebenfalls  vollständig  be- 
stimmt; wenn  aber  die  Fläche  (2)  eine  Botationsfiäche  ist,  so 
ist  nur  eine  der  Axen  bestimmt,  und  wenn  diese  Fläche  eine 
Kugel  ist,  80  können  irgend  drei  auf  einander  rechtwinklige 
Axen  als  Hauptaxen  bezeichnet  werden  i). 

Wenn  eine  Symmetrieebene  vorhanden  ist,  d.  h.  eine  Ebene, 
für  die  nicht  nur  die  Figur,  sondern  auch  die  Massenvertheilung 
des  Körpers  symmetrisch  ist,  so  muss  das  Centrum  jedenfalls 
auf  dieser  Ebene  liegen,  weil  sonst  der  Spiegelpunkt  des  Cen- 
trums ebenfalls  Centrum  sein  müsste,  während  doch  nur  ein 
Gentrum  vorhanden  sein  kann.  Aus  dem  gleichen  Grunde  muss 
eine  der  Hauptaxen  der  Bewegung  auf  der  Symmetrieebene  senk- 
recht stehen. 

Für  diesen  Fall  treten  noch  weitere  Vereinfachungen  in  dem 
Ausdruck  für  2  T  ein.  Nehmen  wir  die  Symmetrieebene  zur 
iry-Ebene,  so  wird,  wenn  wir  k?,  g,  t;,  r  gleich  Null  setzen  und 
nur  u  und  p  von  Null  verschieden  annehmen,  die  Vorzeichen- 
änderung von  p  nichts  ändern  können,  weil  dadurch  nur  die 
ganze  Bewegung  in  eine  spiegelbildlich  gleiche  umgewandelt 
wird,  und  folglich  muss  dar  Coefficient  von  up  verschwinden. 
Aus  demselben  Grunde  verschwinden  die  Coefßcienten  von 

up,  vp^  ug,  vq,  pr,  gr,  wu,  ti;t?,  wr^ 

und  es  bleibt  für  2  T  der  Ausdruck 

(5)  2T=  au^  +  bv^  -f  cw^  +  2a(gu;  +  rv)  +  2ß(rU'\-pu)) 

+  Ap^  +  Sq^  +  Cr«  +  2  C'pq. 

Ist  eine  zweite  Symmetrieebene  vorhanden,  die  auf  der  ersten 
senkrecht  steht,  so  nehmen  wir  ihre  Schnittlinie,  auf  der  das 
Centrum  liegen  muss,  und  in  die  eine  der  Hauptaxen  fallt,  zur 
^-Axe.  £s  muss  dann  die  Form  (5)  erhalten  bleiben,  wenn 
wir  X  oder  y  mit  js  vertauschen,  und  folglich  wird 

(6)  2  T=  au^  +  bv^  +  cw^  -f-  2y(pv  +  qu) 

+  Äp^  +  Bq^  +  Cr2, 

und  wenn  drei  auf  einander  rechtwinklige  Symmetrieebenen  vor- 
handen sind,  wie  etwa  bei  einem  Ellipsoid,  so  erhalten  wir 


*)  £ine  andere  Normalform  des  Ausdruckes  für  die  lebendige  Kraft, 
die  für  die  Bildung  der  allgemeinen  Integpralgleichnngen  geeigpiet  ist,  hat 
Minkowski  gegeben  (Sitzungsberichte  der  Berliner  Akademie  1888). 
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(7)  2  T  ==  au^  +  ftv«  -|-  cu;«  +  Ap^  +  Bq*  +  CrK 

Kehren  wir  zu  dem  Falle  (6)  zurück  und  nehmen  an,  dass 
die  beiden  Symmetrieebenen  gleichartig  sind,  so  dass  der  Körper 
durch  eine  Drehung  um  die  ^-Axe  um  90®  mit  sich  selbst  zur 
Deckung  kommt,  wie  etwa  bei  einem  Rotationskörper  oder 
bei  einer  quadratischen  Pyramide,  so  muss  der  Ausdruck  (6) 
dasselbe  ergeben  für  die  beiden  Annahmen 

k;  =  0,    r  =  0,    u  =  0,    (7  =  0,    p  =       1,    i;  =  1, 
u;  =  0,    r  =  0,    t;  =  0,    p  =  0,    g  =  —  1,    w  =  1, 

und  daraus  folgt 

a  =  b^    Ä  =  B^    y  =  —  y  =  0, 
also 

(8)  2  T  =  a(tt2  4-  t;2)  _|_  cw^  -+-  A{p^  +  q^)  +  Cr«, 

und  diese  Form  bleibt  auch  bestehen,  wenn  die  Symmetrie  so 
beschaffen  ist,  wie  etwa  bei  einer  regulär  sechsseitigen  Pyramide 
Hat  der  Körper  die  Gestalt  einer  Kugel,  so  ist  nach  §.  154(4) 
die  lebendige  Kraft  der  bewegten  Flüssigkeit  für  sich 

wenn  m  die  von  der  Kugel  verdrängte  Wassermasse  bedeutet 
Es  ist  also  in  diesem  Falle 

(9)  2  T  =  |m(tt2  _j-.  t;>  +  m;2)  +  2  T', 

wenn  T  die  lebendige  Kraft  der  bewegten  Kugel  ist.  Dieser 
Ausdruck  bleibt  auch  dann  gültig,  wenn  die  Massenvertheilung 
im  Inneren  der  Kugel  nicht  homogen  ist.  Der  Ausdruck  T'  ist 
dann  nach  den  Regeln  der  Mechanik  starrer  Massen  zu  be- 
rechnen. Wenn  die  Kugel  homogen  ist,  die  Masse  M  und  den 
Radius  c  hat,  so  hat  2  T'  den  Ausdruck 

(10)  2  r  =   M{U^  4-   t;2  +   u?2)  _^  ^(pj  +   g2  ^  y2)^ 

wenn 

^  =  —  c^ 

das  Trägheitsmoment  der  Kugel  in  Bezug  auf  eine  durch  ihren 
Mittelpunkt  gehende  Axe  ist. 

Die  kinetische  Energie  wird  also  durch  den 
Einfluss  des  Wassers  so  modificirt,  als  ob  die 
Hälfte  der  verdrängten  Wassermasse  ohne  Rota- 
tion mit  der  Geschwindigkeit  des  Kugelmittel- 
punktes fortgeführt  würde. 
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§.  160. 
Verallgemeinerung. 

Wir  betrachten  jetzt  noch  einen  etwas  allgemeineren  Fall: 
Wir  wollen  annehmen,  es  seien  in  die  Flüssigkeit  eine  beliebige 
Zahl  starrer  Körper  eingetaucht,  die  auch  noch  in  ihrer  Beweg- 
lichkeit durch  irgend  welche  Bedingungen  beschränkt  sein 
können.  Die  Lage  dieses  Körpersystems  denken  wir  uns  be- 
stimmt durch  eine  endliche  Anzahl  von  einander  unabhängiger 
Variablen 

(1)  ^11  «a»  Qsi  '  '  ' 

Wenn  die  Körper  in  Bewegung  sind,  so  sind  die  Variablen 
qi  Functionen  der  Zeit  t^  deren  DifiFerentialquotienten  dqn'dt 
wir  mit 

(2)  g;,  g;,  g;, ... 

bezeichnen. 

Um  eine  solche  Bewegung  analytisch  darzustellen,  nehmen 
wir  ein  im  Räume  festes  Coordinatensystem  a:,  y,  ;ef,  das  wir  mit 
S  bezeichnen  wollen,  und  ausserdem  in  jedem  einzelnen  der 
Körper  if^ ,  f^ ,  .  .  .  ein  mit  diesem  fest  verbundenes  und  also 
mit  ihm  bewegliches  Coordinatensystem  <^i,  <^3,  .  .  .  Ist  p  ein 
Punkt  des  ersten  Körpers  K^^  dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf 
öl  mit  I,  iy,  g  bezeichnet  werden,  so  sind  die  Coordinaten  von  p 
im  System  S  ausgedrückt  durch  Gleichungen  von  folgender 
Form : 

(3)  y  =  i  +  i^f   +i^^    ^b,t 

Darin  sind  die  Coefficienten  a,  o^,  .  .  .,  die  den  Bedingungen 
für  die  rechtwinklige  Coordinatentransformation  genügen,  Func- 
tionen der  qi  und  die  |,  iy,  g  sind  von  der  Zeit  unabhängig;  sie 
dienen  nur  dazu,  die  einzelnen  Punkte  des  ersten  Körpers  von 
einander  zu  unterscheiden.  Die  Geschwindigkeitscomponenten 
deö  Punktes  p  erhalten  wir  aus  (3)  durch  Differentiation   nach 

der  Zeit,  z.  B. 

dx dx    '  j_  8a;    -     , 
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und  diese  sind  also  lineare  Functionen  der  q[,  q'^,  83  .  •  .  Folg- 
lich ist  auch  die  Normalcomponente  N  der  Geschwindigkeit  an 
irgend  einem  Oberflächenpunkt  eine  lineare  Function  der  gi. 
Wir  setzen 

(4)  .V  =  N,q[  +  N,qi-\-  N,q',  -\-  .  ■  ., 

worin  die  Coefficienten  N-^^  N^^  -^s,  •  •  •  Functionen  der  g<  sind, 
und  ausserdem  noch  von  den  |,  97,  g  abhängen,  durch  die  die  ein- 
zelnen Oberflächen  punkte  von  einander  unterschieden  werden. 

Wenn  wir  nun  das  Geschwindigkeitspotential  <p  der  Flüssig- 
keit bestimmen  wollen,  so  können  wir  setzen 

(5)  9  =  ^I  9i  +  5i  9a  +  «i  9s  H 

und  haben  die  Functionen   9,-  den  Bedingungen   zu  unterwerfen 


z/ 9>,  =  0,  1^' =  J^„ 

wodurch,  wenn  noch  die  allgemeine  Bedingung  für  das  Unend- 
liche  hinzugenommen  wird,    die  Functionen  tpi  eindeutig,   und 
zwar  unabhängig  von  den  g^,  bestimmt  sind. 
Hieraus  ergiebt  sich: 

Die  kinetische  Energie  des  Systems  ist  eine 
homogene  Function  zweiten  Grades  der  Varia- 
blen gj: 

deren  Coefficienten  Functionen  der  Variablen 
^1.  ^ai  ^s>  •  •  .  sind. 

§.  161. 
Das  Archimedische  Princip. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  dass  in  jedem  Punkte  des  Raumes 
auf  ein  Massenelement  eine  der  Masse  proportionale  Kraft  wirke, 
deren  Componenten,  bezogen  auf  die  Masseneinheit  X,  F,  Z, 
stetige  Functionen  des  Ortes  seien.  Diese  Kraft  soll  ein  stetiges 
Potential  P  haben,  d.  h.  es  soll 

^  ^  dx  dy  d2 
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sein.  Der  Raum  ist  nun  von  einer  Flüssigkeit  mit  der  con- 
stanten  Dichte  Qq  erfüllt,  in  die  beliebige  starre  Körper  ein- 
getaucht sind,  in  denen  die  Dichtigkeit  q  nicht  constant  zu  sein 
braucht.  Jedem  Massenelement  dm  des  so  definirten  Feldes  er- 
theilen  wir  eine  unendlich  kleine  virtuelle  Verrückung  mit 
den  Componenten  dx,  dy,  Öjs,  Die  Bedingungen  des  Systems 
bestehen  aber  für  einen  Punkt  der  Flüssigkeit  nur  in  der  In- 
compressibilität,  d.  h.  in  der  Gleichung 

und  für  die  Punkte  der  Körper  in  der  Starrheit,  verbunden  mit 
den  sonstigen  Bedingungsgleichungen,  denen  die  Körper  noch 
unterworfen  sein  mögen. 

Ausserdem  sollen  die  Wassertheilchen,  die  einer  Körperober- 
fiäche  anliegen,  nicht  von  ihr  getrennt  werden.  Bezeichnen  wir 
also  mit  dtii  und  dn,  die  Normalcomponenten  der  Verschiebung 
eines  Körperpunktes  und  des  anliegenden  Wassertheilchens, 
so  ist 

(3)  dn^  =  öna. 

Endlich  sollen  die  Verschiebungen  da:,  Äy,  dz  in  unend- 
licher Entfernung  ü,  wo  wir  die  Kraftcomponenten  Xy  Y^  Z 
endlich  annehmen,  stärker  als  IjR^  verschwinden.  Die  bei 
diesem  Verschiebungssystem  von  den  wirkenden  Kräften  geleistete 
Arbeit  ist 

(4)  8V=[  {X8x  +  TÄy  +  ZSz)dm, 

worin  die  Integration  über  den  ganzen  unendlichen  Raum,  Flüssig- 
keit und  feste  Körper,  auszudehnen  ist. 

Die  Summe  8  ü  zerfällt  in  zwei  Theile, 

(5)  8Ü  =  8U,  -\-8Ui, 

von  denen  sich  der  erste  auf  die  starren  Körper  bezieht,  und  wenn 
dnii  ein  Massenelement  dieser  Körper  bedeutet,  den  Ausdruck  hat: 

Wenn  wir  also  eine  Function 
(7)  ü,  =  [  Fdntt 
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einführen,  worin  die  Integration  nach  dmi  über  die  sämmtlichen 
Massenelemente  der  starren  Körper  erstreckt  ist,  so  können  wir 
d  üi  als  die  Variation  dieser  Function  üj  betrachten,  die  durch 
die  Verschiebung  der  Körper  hervorgebracht  wird. 

Der  zweite  Theil  d  ü^  von  tfiJ  bezieht  sich  auf  die  Flüssig- 
keitselemente dfn2  und  hat  den  Ausdruck 

(8)  d£7,  =  |(||Ä.  +  ||«y+||*.)d«H 

oder  wenn  wir  mit  dz^  ein  Volumenelement  bezeichnen  und 
dm^  =  Qodr^  setzen: 

(9)  «  tr.  =  ,0  KU  d.  +  II  dy  +  II  S.)  dr,. 

Diesen  Ausdruck  formen  wir  nach  dem  Gauss' sehen  Theo- 
rem um,  und  erhalten,  indem  wir  wegen  (2) 

dx  ^     dy    ^    ^    dz  ca;       '       3y       '       cz 

setzen,  mit  Rücksicht  auf  (3) 

(10)  8TJ^=—  qA  PSn^do  =  —  qA  Pdn^do, 

ausgedehnt  über  alle  Elemente  do  der  Körperoberflächen,  wenn 
dfii  und  ditj  in  die  Flüssigkeit  hinein  positiv  gerechnet  sind. 

Dieses  Flächenintegral  (10)  können  wir  aber  auch  wieder 
nach  demselben  Gauss 'sehen  Satze  umformen  in  ein  Raum- 
integral  über  das  Volumen  der  Körper.  Es  ist  nämlich^  wenn 
dxi  ein  Volumenelement  eines  der  Körper  ist, 

und  da  nun  auch  für  die  Verschiebung  eines  starren  Körpers, 
bei  dem  ja  auch  das  Volumen  eines  jeden  Elementes  ungeändert 
bleibt, 

^  +  l^  +  8^^  =  0    (Bd.  1,  §.  82) 

dx     ^     dy     ^     dz  »  c       / 

ist  (es  ist  sogar  ddx/dx,  döy/dy^  ddz/dz  einzeln  =  0),  so  folgt 
aus  (10)  und  (11): 

(12)  Ä  C/a  =  —  Po  \{Xöx-{-  Yöy  +  Z8z)dx^. 

Denken  wir  uns  den  Raum   der  starren  Körper  von  einer 
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Materie  mit  der  constanten  Dichte  ^o  erföUt  und  setzen  ^o^^i 
=  dnto,  80  ist  also 

*  ^' = - 1  (H  *^  +  If  *^  +  If  *0  ^"^^ 

=  —  ö  [  Pdwo. 

Wenn  wir  also 

(13)  U,  =  —{  Pdmo 

und 

(U)  U=  [  P(dmi-dmo) 

setzen,  so  ist  die  Arbeit  der  gegebenen  Kräfte  gleich  der  Varia- 
tion dieser  Function  U. 

Die  Arbeit,  die  bei  irgend  einer  virtuellen  Ver- 
schiebung des  ganzen  Systems  gegen  die  wir- 
kenden Kräfte  geleistet  werden  muss,  ist  also 
dieselbe,  als  ob  die  Verschiebung  der  starren 
Körper  im  leeren  Räume  vor  sich  ginge,  und 
gleichzeitig  jedes  Massenelement  dm^  eines  der 
starren  Köfper  um  die  Masse  dwo  des  verdrängten 
Wassers  vermindert  würde. 

Man  sieht,  dass  in  dem  Falle,  wo  die  wirkende  Kraft  die 
Schwerkraft  ist,  dieser  Satz  mit  dem  Archimedischen  Princip 
vom  hydrostatischen  Auftrieb  übereinstimmt.  Denkt  man  sich 
die  Lage  der  Körper  wie  im  vorigen  Paragraphen  durch  die  un- 
abhängigen Variablen  q^^  g.j,  ^s  •  •  •  dargestellt,  so  wird  auch  die 
Function   ü  eine  Function  dieser  Variablen  sein. 

Eine  virtuelle  Verschiebung  des  Systems  der  Körper  wird 
ausgedrückt  durch  ein  System  von  Variationen  Ä^i,  Äg^,  öq^^  .  .  . 
dieser  Variablen,  und  so  wird 

(15)  dU=  Q,öq,  +  Q,dq,  +  Q,Sq,  -f  •  •  -, 

worin  die  Coefficienten  Q^,  ^3,  ^s?  •  •  •  Dur  noch  von  den  Variablen 
9i)  ^3)  9s  •  •  •  abhängen,  nämlich 

dqi  oq^  öqs 

Jedes  Glied  dieser  Summe  hat  seine  besondere  Bedeutung: 
es  ist  nämlich  Qidq^  die  Arbeit  der  gegebenen  Kräfte  bei  der 
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Veränderung  von  qi  in  q^  -\-  Sq^  mit  unverändertem  g,,  9si  •  •  • 
und  ähnliche  Bedeutung  haben  die  übrigen  Glieder. 


§.  162. 
Variation  der  Flüssigkeitsbewegung. 

Das  Hamil tonische  Princip  bietet  uns  nun  die  Mittel,  um 
die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  eines  Körpersystems 
in  einer  Flüssigkeit  unter  dem  Einflüsse  gegebener  Kräfte  auf- 
zustellen. Diese  Anwendung  des  Hamilton 'sehen  Princips  ist 
zuerst  von  Thomson  und  Tait^)  gemacht.  Sie  ist  durch  Kirch- 
hoff«) weitergeführt  und  hat  eine  Berichtigung  durch  Boltz- 
mann3)  gefunden;  noch  vollständiger,  auch  mit  Berücksichtigung 
mehrwerthiger  Geschwindigkeitspotentiale  bei  mehrfach  zusammen- 
hängenden Räumen,  hat  C.  Neumann^)  die  Anwendung  des 
Hamil tonischen  Princips  begründet  Eine  klare  Einsicht  in 
die  Berechtigung  dieser  Anwendung  erfordert  eine  etwas  ein- 
gehendere Entwickelung,  wie  wir  sie  hier  im  Anschluss  an  die 
Betrachtungen  im  Bd.  I,  §.  122  geben  wollen. 

Wir  nehmen,  wie  in  den  beiden  letzten  Paragraphen,  ein 
beliebiges  System  9t  von  eingetauchten  Körpern  in  irgend  einer 
Bewegung  begriffen  an.  Dann  wissen  wir,  dass  für  jede  Lage 
und  jeden  Geschwindigkeitszustand  des  Systems  Si  ein  ein- 
werthiges  Geschwindigkeitspotential  9  für  jeden  Punkt 
x^  y,  js  der  Flüssigkeit  eindeutig  bestimmt  ist. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Uebergang  des  Systems  ft  aus 
einer  Anfangslage  Ä  zur  Zeit  ^0  in  eii^e  Endlage  B  zur  Zeit  ty 
und  bezeichnen  mit  C  die  zu  irgend  einer  Zeit  t  erreichte 
Zwischenlage. 

Nun  nehmen  wir  einen  zweiten,  davon  unendlich  wenig  ab- 
weichenden, möglichen  Uebergang  von  Jt  aus  der  Lage  A  in  die 
Lage  B  zwischen  denselben  Zeitpunkten  t^ ,  ^  und  bezeichnen  die 


*)  Thomson  u.  Tait:  „Natural  Philosophy".  Deutsch  von  Helm- 
holtz  und  Wertheira.     Braunschweig  1871.    Bd.  1,  S.  292  f. 

«)  Kirchhoff:  Crelle^s  Journal  für  Mathematik,  Bd.  71,  S.  237  (1869). 
Vorlesungen  über  mathematische  Physik.    Mechanik.    Leipzig  1876. 

^)  Boltzmann:  Crelle's  Journal  für  Mathematik.  Bd.  73,  S.  111 
(1870). 

*)  C.  Neumann:  Ilydi'odynamische  Untersachongen. 
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zur  Zeit  t  erreichte  Lage  von  ft  mit  C  Es  ist  dann  C  von  C 
unendlich  wenig  verschieden. 

Wir  nehmen  an,  dass  bei  beiden  Bewegungen  auch  alle 
Flüssigkeitstheilchen  von  der  gleichen  Anfangslage  bei  A 
ausgehen,  können  aber  im  Allgemeinen  nicht  sagen,  dass  sie  bei 
B  wieder  dieselbe  Endlage  erreicht  haben. 

Wir  denken  uns  nun  für  jede  der  Lagen  C  und  C  das 
Geschwindigkeitspotential  9  und  <p'  als  Function  der  auf  ein 
festes  System  bezogenen  Goordinaten  x^  y^  e  bestimmt,  und  er- 
halten die  Bahn  eines  Wassertheilchens  m ,  das  zur  Zeit  i  =  io 
die  Goordinaten  a,  6,  c  hat,  beim  Uebergang  von  A  nach  C  und 
C"  durch  Integration  der  DiflFerentialgleichungen 

,-.  d_x  89        dy  dq>       de  89 


(2) 


dt        dx'      dt   ~  dy'      dt  '^  dz' 
dsf  _dtp'       dif  _dq>'       de' _dq>' 


dt  ~  8a:"      dt  ~  8y"      dt  ~  d/ 

Wenn  sich  x,  y,  z  und  x'  t/  z'  auf  dasselbe  Wassertheilchen 
m  beziehen,  so  ist  für  t  =  t^ 

X  =:  x*  =  a,         y  =  y'  =  b^         js  •=  z'  =  Cy 

und  durch  (1)  und  (2)  werden  x^  y,  z   und   x\  y',  z*  als   Func- 
tionen von  a,  b,  c,  t  bestimmt. 
Setzen  wir 

x'  =  X  -\-  dx^        y'  =z  y  -^  dy,        z'  =  z  -\-  öz^ 

9'  =  9  4-  *9, 

so  ist  d(p  eine  Function  von  x^  y,  z  und  es  ist  bis  auf  unendlich 
kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  dasselbe,  ob  wir  Ä9  für  x  y  z 
oder  für  x'  y'  z'  nehmen.    Demnach  ergeben  die  Gleichungen  (2) 

.  .  ddx  8Ä9         ddy  8Ä9         ddz  8^9 

^^  dt    ~'dx''      ~cir~'dy~'       ~dt~~'dz'' 

mit  der  Bedingung,  dass  Öx^  dy,  dz  für  t  =  t^  verschwinden. 
Wenn  wir  also  x^  y^  z  als  Functionen  von  a,  6,  c,  t  darstellen, 
so  ist 

w  ''=rT>'-  »^^l^"''  "=r4f"' 

<o  '0  ^0 

wodurch  da;,  dy,  dz  auch  als  Functionen  von  a,  6,  c  dargestellt 
sind,  und  zwar,  wenn  d9  bekannt  ist,  durch  Quadraturen. 
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Diese  Grössen  dx^  öy^  de  sind  die  Ck>mpon6nten  der  Ver- 
schiebung, die  nöthig  sind,  um  das  Theilchen  m  aus  der  Lage 
bei  C  in  die  Lage  bei  C  überzuführen. 

Wenn  man  statt  a,  6,  c  die  Variablen  x^  y,  e  einführt,  so 
kann  man  8x^  dy,  6z  in  einem  Augenblick  t  auch  als  Functionen 
von  x^  y,  0  ansehen,  und  kann  dann  da:,  dy,  Se  als  Componenten 
eines  für  die  Lage  G  bestimmten  Vectors  2)  betrachten.  Dieser 
Vector  2)  hat  folgende  Eigenschaften: 

Da  ein  Theilchen  m,  das  anfänglich  an  der  Oberfläche  eines 
der  Körper  ft  lag,  sowohl  bei  der  Bewegung  ACB  als  bei  AC'B 
an  der  Oberfläche  bleibt,  so  ist 

(6)  Dn  =  8n, 

wenn  dn  die  Normalcomponente   der   Verschiebung   des   Ober- 
fläcbenpunktes  beim  Uebergang  von  G  nach  C*  bedeutet. 

Da  der  Vector  2)  die  Verschiebung  einer  incompressiblen 
Flüssigkeit  darstellt,  so  muss 

(6)  div  2)  =  0 

oder  ausführlich 

dSx        ddy    ,d8z_ 

sein.    Dies  ist  zwar  nicht  ohne  Weiteres  aus  den  Gleichungen 

g  d 

(3)  zu  ersehen,  weil  die  Differentiationen  ^—  und  -77  nicht  ver- 
ehr (tt 

tauschbar  sind.    Es  ist  aber,  wenn 

^-^   .    8^  8y  8 £^ 
-^  ^  dudb  de 

ist,  eine  Folge  aus  0=1,  wonach 

.,,       ddx    de     ,    ddy    dB     . 

0  0  = \-   ^  — h  •  •  • 

da    ^dx^    da    ^dy^ 
ddx    ,    ddy    .    döz     r^    ,.ß  ,int 

gleich  Null  sein  muss. 
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§.  163. 
Das  Hamilton'sche  Princip. 

Wenn  die  kinetische  Energie  der  Flüssigkeit  in  der  Lage 
C,  C"  mit  Ta,  T^  bezeichnet  wird,  und  dm  ein  Massenelement 
der  Flüssigkeit  bedeutet,  so  ist 

^.=H[(^)"+®"+(^)>- 

und  folglich 

Es  ist  aber 

döx  — 
dx  döx ^^         A     ^'^ 

dt  dT-^  ~~dr   '^^^IP  ®^^- 

und  folglich 

Setzen  wir  zur  Abkürzung 

und  führen  nun  an  Stelle  der  a,  6,  c  die  x^  i/,  z  als  unabhängige 
Variable  ein,  integriren  also  über  den  Raum,  der  bei  der  Lage 
G  durch  die  Flüssigkeit  ausgefüllt  ist,  so  können  wir  M  so  dar- 
stellen: 

und  da  wegen  §.  162  (7) 

dx  ^    dy     ^    ^    dz 

ist,  so  erhalten  wir  nach  dem  Gauss 'sehen  Theorem 

(2)  M=  —  Qo\  (f  ön  do, 
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wenn  die  Normalcomponente  dn  der  OberflächenYerschiebung  von 
dem  Körper  in  die  Flüssigkeit  positiv  gerechnet  ist.  Ebenso 
setzen  wir 

Nun  ist  aber,  wenn  p  der  Druck  und  X,  Y,  Z  die  Com- 
ponenten  der  beschleunigenden  Kraft  sind,  nach  §.  144  (1) 

d^x  _      Y       dp 

und  folglich 

(3)  N=  Q,  [{X8x  +  YSy  +  Z8z)dx 

Hierin  ist  nun 

Po  [{X8x  +  Y8y  -f  Z8z)dx  =  8  L\    [§.  161  (8)] 

die  der  Verschiebung  2)  entsprechende  Arbeit  der  wirkenden 
Kräfte,  und  das  zweite  Integral  können  wir,  ebenso  wie  M,  durch 
das  Gauss' sehe  Theorem  in  ein  Oberflächenintegral  verwandeln: 

und  daraas  folgt  also  nach  (1),  (2),  (3) 

(4)  öT,-^SU,  =  ^-N+dü,= 

—  37  (>o  I  9ÄWÄ0  —  I  pdndo. 

Integriren  wir  diesen  Ausdruck  zwischen  den  Grenzen  (q  und 
^1  und  beachten,  dass  die  Anfangs-  und  Endlagen  der  Körper 
nicht  variirt  sind,  dass  also  8n  für  ^  =  f o  ^^^  ^  =  ^  ^ö^" 
schwindet,  so  folgt 

(5)  f(*I'a  +  SU^)dt  =  —.{dt\p8ndo. 
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Jetzt  betrachten  wir  die  Bewegung  des  Systems  ft  der  ein- 
getauchten Körper  unter  dem  Einfluss  der  gegebenen  Kräfte. 
Diese  können  wir  uns  auch  entstanden  denken  als  eine  Bewegung 
derselben  Körper  im  leeren  Räume,  wenn  wir  zu  den  that- 
sächlich  wirkenden  äusseren  Kräften  X,  F,  Z  noch  die  Druck- 
kräfte hinzufügen,  die  von  der  Flüssigkeit  gegen  die  Körperober- 
flächen ausgeübt  werden.  Diese  wirken  gegen  ein  Flächenelement 
do  in  der  Stärke  jpäo  upd  in  der  Richtung  der  nach  innen  ge- 
kehrten, also  negativen  Normalen.  Die  Arbeit  bA^  die  bei 
einer  Verschiebung  des  Körpersystems  gegen  alle  in  Betracht 
kommenden  Kräfte  geleistet  wird,  ist  also 

iA  =  —  {{Xix  +  Yiy  4-  Zdjg)dmi  +  [  pdndo, 

worin  die  Integration  nach  dmi  über  die  Masse,  die  nach  do 
über  die  Gesammtoberfläche  der  Körper  St  auszudehnen  ist 
Den  ersten  Theil  dieses  Ausdruckes  haben  wir  bereits  in  §.  161  (6) 
mit  —dUi  bezeichnet,  und  folglich  ist 

(6)  dA  =  —  öV,+  {p 

Denken  wir  uns  aber  die  Körper  im  leeren  Räume  bewegt, 
so  können  wir  das  Hamilton'sche  Princip  in  der  Form  an- 
wenden, wie  wir  es  im  §.  123  des  ersten  Bandes  abgeleitet  haben, 
nämlich,  wenn  dTi  die  Variation  der  kinetischen  Energie 
der  Körper  bedeutet: 


dn  do. 


n 


{dT,—dA)dt  =  0      [Bd.  I,  §.  123  (1)] 

oder  nach  (6) 

(7)  \(dT,  -i-öU,)dt  =  [  dt  {pdndo. 

Wenn  wir  also 

dT=dT,  +  «Ta, 
W  ÖU=  öüi-\-ÖÜ2 

setzen,  so  ergiebt  sich  durch  Addition  von  (5)  und  (7) 
(9)  [  (dT  -\-dU)dt  =  0, 
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und  dies  ist  das  Hamilton^sche  Princip  für  das 
ganze  aus  Flüssigkeit  und  starren  Körpern  zu- 
sammengesetzte System. 

Wenn  wir  wie  im  §.  160  die  Lage  der  Körper  durch  die 
unabhängigen  Variablen  ^i,  g,,  93  .  •  •  darstellen,  so  ist 

T  =  F{q[,  3;,  3;,  . .  .) 

eine  homogene  Function  zweiten  Grades  der  qi^  deren  Coeffi- 
cienten  von  den  qi  selbst  abhängen,  und  es  ist  also 

oder  weil  dgj  =  ddqi/dt  ist, 

Ebenso  ist  nach  §.  161  (15),  (16) 

(11)  «C^=S||«*' 

worin  ü  eine  Function  der  Variablen  g»-  ist,  die  aus  der  Natur 
der  wirkenden  ELräfte  gefunden  werden  kann.  Da  nun  dqi  bei 
^  =  ^0  und  t  =  ti  Null  sind,  so  fallt  bei  der  Integration  nach  t 
das  erste  Glied  des  Ausdruckes  (10)  weg  und  es  ergiebt  sich 
aus  (9): 

«0 

und  wegen  der  Willkürlichkeit  der  Äg,-: 

(\^\  rf    dT_d(T+U) 

^    ^  dt  dqi  ~        dqi       ' 

was  vollständig  mit  der  zweiten  Lagrange^schen  Form  der 
Bewegungsgleichungen  übereinstimmt  [Bd.  I,  §.  123  (.5)]« 


§.  164. 
Anwendung  auf  die   Pendelbewegung. 

Wir  wollen  nun  einige  Beispiele  für  die  Integration   dieser 
Gleichungen  behandeln. 
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Wir  nehmen  zunächst  die  Bewegung  eines  Pendels  in  einer 
Flüssigkeit  Dieses  Problem  hat  wegen  des  Einflusses  der  Luft 
bei  Pendelbeobachtungen  ein  grosses  Interesse,  und  unsere 
Theorie  wird,  obwohl  sie  sich  auf  incompressible  Flüssigkeiten 
bezieht,  wohl  einige,  wenn  auch  keine  genaue,  Gültigkeit  bei  der 
Bewegung  in  Gasen  beanspruchen  dürfen,  besonders,  wenn  die 
Bewegungen  so  langsam  vor  sich  gehen,  dass  nur  geringe  Ver- 
dünnungen und  Verdichtungen  der  Luft  zu  erwarten  sind,  üebri- 
gens  hat  Bessel  bei  seinen  Pendelbeobachtungen  zur  Controle 
gewisser  Voraussetzungen  das  Pendel  auch  Schwingungen  im 
Wasser  ausfuhren  lassen  i). 

Wir  nehmen  also  zunächst  einen  Körper  von  beliebiger  Ge- 
stalt, der  um  eine  horizontale  Axe  drehbar  ist,  und  berück- 
sichtigen als  wirkende  Kraft  nur  die  Schwere.  Wir  wollen  die 
positive  y-Axe  vertical  nach  unten,  die  ^-Axe  horizontal,  die 
ir-Axe  mit  der  festen  Drehungsaxe  zusammenfallend  nehmen. 

Unter  dem  Schwerpunkt  8  verstehen  wir  jetzt  nicht  den 
Schwerpunkt  des  Körpers,  sondern  den  Mittelpunkt  der  Schwer- 
kräfte und  des  hydrostatischen  Auftriebes.  Es  ist  der  Punkt, 
den  man  als  Schwerpunkt  erhalten  würde,  pj«  51 

wenn  die  Dichtigkeit  q  im  Körper  überall 
auf  Q  —  Qq  herabgemindert  wäre.  Er  fällt 
mit  dem  geometrischen  Schwerpunkt  des 
Körpers  zusammen,  wenn  der  Körper  homo- 
gen, also  Q  constant  ist.  Die  Entfernung 
dieses  Punktes  von  der  Drehungsaxe  be- 
zeichnen wir  mit  s,  und  den  Winkel,  den 
die  Richtung  s  in  seiner  augenblicklichen 
Lage  mit  der  Verticalen  bildet,  von  der  positiven  y-Axe  nach  der 
positiven  x-kxe  positiv  gerechnet,  mit  d"  (Fig.  51).  Ist  M  die 
Masse  des  Körpers,  m  die  Masse  der  verdrängten  Flüssig- 
keit, so  ist  die  Function  U,  durch  deren  Veränderung  die  Ar- 
beit gemessen  wird, 

(1)  U=  {M  —  m)gscosd'. 

Um  die  kinetische  Energie  nach  §.  158  (4)  zu  berechnen, 
haben  wir 


^)  Bessel,  ^^Untersuchungen  über  die  Lange  des  einfachen  Secunden- 
pendels'^,  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie  1826,  Art.  13,  14. 

Biemann-Weber,  Partielle  Differentialgleichungen.    IL  28 
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dt 

zu  setzen,  und  erhalten 

worin  ft  eine  Gonstaxite  ist,  die  wir  als  das  Trägheitsmoment 
des  ganzen  Systems  bezeichnen  können.  Diese  Ck>n8tante  setzt 
sich  aus  zwei  Theilen  zusammen 

worin  ft'  das  Trägheitsmoment  des  Körpers,  ft"  eine  nur  von  der 
Gestalt  des  Körpers  abhängige  und  der  Dichtigkeit  ^o  ^^^ 
Flüssigkeit  proportionale  Grösse  ist,  die  wir  als  das  Trägheits- 
moment der  mitgeführten  Flüssigkeitsmasse  bezeichnen 
können.  Die  Differentialgleichung  der  Bewegung  wird  also  nach 
§.  163  (13) 

d^%^ 
(2)  ft  -j^  =  — (Jtf— m)flrssin^, 

und  stimmt  der  Form  nach  mit  der  für  ein  gewöhnliches  ein- 
faches Pendel  überein: 

=  —  4-  sin  -ö", 

di^  l  ' 

so  dass  sich  iür  die  Länge  des  correspondirenden  einfachen 
Pendels  der  Ausdruck  ergiebt 

^^>  ^-  s{M-m)' 

Diese  Länge  vergrössert  sich  also  gegenüber  der  Schwingung  im 
leeren  Räume  aus  einem  doppelten  Grunde,  erstens  durch  eine 
Verminderung  der  Schwere  durch  den  hydrostatischen  Auftrieb, 
und  zweitens  durch  Vergrösserung  des  Träglieitsmomentes  durch 
die  mitgeführte  Flüssigkeit. 

Der  letztere  Einfiuss  ist  zuerst  von  Bessel  bei  seinen 
Pendelbeobachtungen  bemerkt  und  berücksichtigt  worden.  Man 
kann  ihn  aus  den  Beobachtungen  ermitteln,  wenn  man  die 
Schwingungen  von  Pendeln  von  verschiedener  Substanz,  aber 
gleicher  Form,  bei  dem  ft'  verschieden,  aber  ft"  gleich  ist,  mit 
einander  vergleicht. 

Wenn  das  Pendel  aus  einer  homogenen  Kugel  besteht,  die 
an   einem  Faden,  dessen   Masse   nicht  berücksichtigt  wird,  auf- 
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gehängt  ist,  so  können  wir  ft',  ft"  aus  §.  159  (9)  und  (10)  be- 
rechnen, müssen  dabei  aber  berücksichtigen,  dass  dort  der 
Coordinatenaiifangspunkt  nicht  der  Aufhängepunkt,  sondern  der 
Kugelmittelpunkt  ist,  der  jetzt  mit  dem  Schwerpunkt  S  zusammen- 
fällt 

Man  hat  daher  in  den  dort  angegebenen  Formeln 

dt 


M«  +  v« -|- M7a  =  sM^j,    p  =  0,    3  =  0,    r  = 


zu  setzen,  und  erhält 

also: 

^'  =  JI/s»  +  -^  c«,    /i"  =  lm  s«. 

Bessel  hat  die  hiermit  übereinstimmende  Annahme  gemacht, 
dass  die  Correction  fi"  des  Trägheitsmomentes  proportional  sei 
mit  dem  Trägheitsmoment  der  im  Kugelmittelpunkt  vereinigten 
Masse  der  verdrängten  Flüssigkeit,  also  ^i  =  hms^  gesetzt  Den 
Coefficienten  Je  hat  er  durch  verschiedene  Messungen  bestimmt, 
auch  durch  Schwingung  im  Wasser,  hat  ihn  aber  freilich  nicht 
gleich  V),  sondern  grösser  (0,9459)  gefunden,  was  im  Hinblick 
auf  die  mannigfachen  Umstände,  die  in  der  Theorie  nicht  berück- 
sichtigt sind,  und  die  alle  auf  Vergrösserung  der  mitgeführten 
Massen  wirken,  nicht  zu  verwundem  ist 

Schon  Dirichlet  hat  darauf  hingewiesen  i),  dass  die  Er- 
gebnisse der  Theorie  nicht  mit  der  Vorstellung  übereinstimmen, 
die  man  sich  von  dem  Widerstand  einer  Flüssigkeit  bildet 

Danach  würde  man  z.  B.  erwarten,  dass  der  Widerstand  der 
Flüssigkeit  die  Amplitude  des  Pendels  allmählich  verkleinert,  wie 
es  ja  thatsächlich  eintritt,  aus  der  Theorie  aber  nicht  zu  schliessen 
ist.  Auch  dies  erklärt  sich  daraus,  dass  der  eigentliche  Wider- 
stand einer  Flüssigkeit  ohne  Zweifel  auf  Kräften  nach  Art  der 
Reibung  beruht,  die  in  dieser  Theorie  nicht  berücksichtigt  sind. 


')  Gesammelte  Werke,  Bd.  II,  S.  120. 
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§.  165. 
Schraubenbewegung. 

Wir  nehmen  einen  Körper  an,  dessen  Beweglichkeit  bis  auf 
zwei  Freiheitsgrade  gemindert  ist.  Seine  Beweglichkeit  soll  nur 
bestehen  in  einer  Parallelverschiebung  längs  der  a!;-Axe  und  in 
einer  Drehung  um  diese  Axe;  diese  beiden  Beweglichkeiten  sollen 
aber  unbeschränkt  sein,  so  dass  der  Körper  jede  Schrauben- 
bewegung um  die  x-Axe  ausführen  kann.  Die  Lage  des  Körpers 
werde  bestimmt  durch  die  Abscisse  x  eines  seiner  Punkte  auf 
der  Axe  und  durch  den  Winkel  -O*,  den  eine  durch  die  a;-Axe 
gehende  Ebene  des  Körpers  mit  der  a;j^-£bene  einschliesst.  Dieser 
Körper  bewege  sich  in  einer  incompressiblen  Flüssigkeit.    Ist 

so  ist  die  doppelte  lebendige  Kraft  des  Systems  nach  §.  158 

worin  a^h^  c  Constanten  sind.  Es  ist  \  a  die  lebendige  Kraft, 
die  einer  Parallelverschiebung,  |c  die  lebendige  Kraft,  die  einer 
reinen  Drehung  mit  der  Geschwindigkeit  1  entspricht 

Setzen  wir  a:'  =  -f- 1>  -ö*'  =  + 1  oder  -9^  =  —  1,  so  beschreibt 
der  Körper  eine  Rechtsschraubung  oder  eine  Linksschrau- 
bung  mit  der  Schraubengeschwindigkeit  1,  und  der  Unterschied 
zwischen  diesen  beiden  lebendigen  Kräften  ist  gleich  2  6. 

Hat  der  Körper  selber  die  Gestalt  einer  Rechtsschraube, 
so  wird  offenbar  mehr  Masse  bewegt  bei  einer  Linksschraubung, 
bei  der  die  Breitseite  vorangeht,  als  bei  einer  Rechtsschraubung, 
bei  der  sich  der  Körper  gewissermaassen  durch  die  Flüssigkeit 
hindurchschraubt,  und  folglich  ist  h  bei  einer  Rechtsschraube 
negativ,  und  bei  einer  Linksschraube  positiv,  und  der  ab- 
solute Werth  von  b  wird  um  so  grösser  sein,  je  stärker  der 
Unterschied  zwischen  rechts  und  links,  d.  h.  je  deutlicher  der 
Scbraubencharakter  in  der  Gestalt  des  Körpers  ausgeprägt  ist 

Wenn  auf  den  Körper  eine  Kraft  a  in  der  Richtung  der 
rc-Axe  und  ein  Drehungsmoment  ß  um  die  a;-Axe  wirken,  die 
constant  oder  nur  von  der  Zeit  abhängig  sind,  so  ist  adx-\-ßi^ 
die  bei  der  Verschiebung  8x,  8%^  geleistete  Arbeit  dieser  Kräfte, 
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und   in  den  Formeln  §.  163  (13)  ist  ü  =  ax  -{-  ßd-  zu  setzen. 
Demnach  erhalten  wir  die  Gleichungen : 

d{ax'  +  b^)  _ 
dt         "  ""  " 

dt—     =  ^ 

oder,  wenn  die  Bewegung  von  der  Ruhe  ausgeht: 

t  t 

ax'  +  b^  =  (adt,        bx'  +  c^  ={  ßdt. 

Nehmen  wir  an,  dass  a  und  ß  nur  in  der  Zeit  von  ^o  bis.^i 
von  Null  verschieden  sind  und  setzen 


{adt  =  A,  {ßdt  =  B, 


so  sind  A  und  B  Constanten,  und  es  ergiebt  sich,  wenn  t^ti  ist 
worin  ac  —  b^  stets  positiv  ist.     Wenn  etwa  -4  =  0  ist,  also 


ac  —  b^'  ac  —  b^] 

so  ergiebt  sich,  dass  das  Drehungsmoment  B  nicht  bloss  eine 
Drehung ,  sondern  gleichzeitig  eine  fortschreitende  Ge- 
schwindigkeit hervorruft.  Ist  B  positiv,  so  ist  %'  positiv 
und  xf  bei  der  Rechtsschraube  gleichfalls  positiv.  Das  Fort- 
schreiten geschieht  also  im  Sinne  der  Schraube. 

Das  Verhältniss  der  beiden  Geschwindigkeiten  ist 

x'  \  %'  =1  —  b  \  a. 

Dies  ist  der  Fall  der  Schiffsschraube,  die  also  um 
so  wirksamer  ist,  je  grösser  das  Verhältniss  b  :  a. 

Ebenso  würde  sich  ergeben,  wenn  wir  5=0  annehmen, 
dass  eine  der  Axe  parallele  Kraft  nicht  nur  eine  Geschwindig- 
keit in  ihrer  Richtung,  sondern  eine  gleichzeitige  Drehung  be- 
wirkt, wobei  das  Verhältniss  beider  Geschwindigkeiten  c  :  b  ist. 
Dies  ist  der  Fall  der  Windmühlen  und  Turbinen. 
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§.  166. 

Bewegung  eines  schweren  Rotationskörpers   mit 
unveränderlicher  Axenrichtung. 

Wir  betrachten  noch  die  Bewegung  eines  Körpers,  der  etwa 
von  einer  Rotationsfläche  begrenzt  sei,  der  in  seiner  Bewegung 
so  beschränkt  ist,  dass  die  Axe  in  einer  verticalen  Ebene 
und  sich  selbst  immer  parallel  bleibt.  Wir  wollen  ausserdem 
annehmen,  dass  der  Körper  der  Schwerkraft  unterworfen  seL 
Diese  Voraussetzungen  sind  mit  einer  gewissen  Annäherung  bei 
der  Bewegung  eines  Geschosses  durch  die  Luft  erfüllt. 

Wir  erhalten,  wenn  wir  die  Verticalebene ,  in  der  die  Be- 
wegung stattfindet,  zur  xy-Ehene  wählen,  für  die  lebendige  Kraft 
nach  §.  159  (7) 

(1)         .  2  T  =  au^  +  bv^  +  Ap^. 

Hierin  sind  u  und  v  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  in  der 
Richtung  der  Körperaxe  und  senkrecht  dazu,  während  p  die  Ge- 
schwindigkeit der  Rotation  um  die  Körperaxe  bedeutet  Bei  einem 
abgeplatteten  Körper  ist  a  >>  6,  bei  einem  eiförmigen  6  >>  a. 
Bezeichnen  wir  den  constanten  Winkel,  den  die  Axe  mit  der 
Horizontalen  bildet,  mit  ^^  und  legen  die  y-Axe  vertical  nach 
oben,  so  ist,  wenn  x,  y  die  Coordinaten  des  Bewegungscentrums 
(§.  159)  und  folglich  dx/dt^  dy/dt  die  Componenten  der  Ge- 
schwindigkeit nach  der  x-  und  y-Axe  sind: 


u  = 


V 


-TT  cos  ^  4-  -jY  sin  ^1 

dt  ^    dt 

dx  .    ^    ,    dy        ^ 

Jt  sin* +  ^  cos*. 


In  den  Differentialgleichungen  §.   163  (13)  hat  man,  wenn 

man  x,  y  und  den  Winkel  \  pdt  als  die  die  Lage  des  Körpers 

bestimmenden  Variablen  einführt  und  mit  G  das  Gewicht  des 
Körpers  in  der  Flüssigkeit  bezeichnet,  ü  =  —  6r  y  zu  setzen  und 
erhält: 
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(3) 


d{aucoa9  —  ivsin^) 

dt  ~"' 

d  (au  sin  &-{-bv  cos  ^) 


dt 


-'=-G, 


(4) 


woraus  folgt,  dass  p  constant  bleibt,  während  sich  für  x^  y  durch 
Integration  von  (3)  die  Gleichungen  ergeben: 

{a  co^^  ^  -\-b%m^  %)x-{-  {a  —  6)8in'9'C08'9'y  =  ci<  +  ci, 
(a— 6)8in'^co8^a:-|-(asina^+6co8ad)y=— JG<2_(_c^^_j_ci, 

in  denen  Ci,  Ca,  cl,  c^  die  Integrationsconstanten  sind. 

Die  Elimination  von  t  ergiebt  hier  für  die  Bahn  die  Glei- 
chung einer  schiefen  Parabel.  Wenn  wir  die  linke  Seite  der 
ersten  Gleichung  (4)  =  0  setzen ,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 
einer  zur  Parabelaxe  parallelen  Geraden  und  wenn  also  9  den 
Winkel  bedeutet,  den  die  Parabelaxe  mit  der  Horizontalen  ein- 

schliesst,  so  ist 

,^.  ^       ^  a cos2  a*  4- 6  sin2 -^ 

(5)  tang  ö  = rr-^. — ^ -> 

^  ^  ^  [a  —  b)  sin^cos^ 

Nehmen  wir  %^  zwischen  0  und  90^  an,  so  sind  sin  %^  und  cos  %^ 
positiv;  a  und  h   sind    gleichfalls  positiv,  und  es  ist  also  der 

Fig.  52.  Fig.  53. 

y  y 


Winkel  0  spitz,  ^wenn  a  <  6,  stumpf,  wenn  a  >«  ft  ist  Die 
Parabelaxe  ist  also  beim  eiförmigen  Körper  gegen  die  Körper- 
axe  hin,  beim  abgeplatteten  Körper  in  entgegengesetztem  Sinne 
geneigt  (Fig.  52  und  53). 
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Wenn  der   eingetauchte  Körper  eine    Symmetrieebene   hat, 
so  wird,  wenn  die  Bewegungen  der  Körperpunkte  in  einem  Augen- 
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blick  alle  mit  dieser  Symmetrieebene  parallel  sind,  die  Bewegung 
der  Flüssigkeitstheilchen  symmetrisch  zu  dieser  Ebene  sein,  und 
wenn  also  von  der  Wirkung  äusserer  Kräfte  abgesehen 
wird,  so  wird  die  Bewegung  auch  im  weiteren  Verlaufe  diesen 
Charakter  behalten,  da  kein  Grund  vorhanden  ist«  dass  eine 
Aenderung  eher  im  einen  wie  im  anderen  Sinne  erfolgen  sollte. 
Wenn  wir  also  die  Symmetrieebene,  die  dann  auch  im  Räume 
fest  bleibt,  zur  xy -Ebene  machen,  so  wird  ein  Zustand,  bei  dem 
ti;  =  0,  p  =  0,  g  =  Oist,  erhalten  bleiben,  und  der  Ausdruck 
§.  159  (5)  giebt  für  die  lebendige  Kraft  den  Ausdruck 

Nehmen  wir  noch  eine  zweite  auf  der  ersten  senkrechte 
Symmetrieebene  an,  so  kann  die  Aenderung  des  Vorzeichens  yod 
r  diesen  Ausdruck  nicht  verändern  und  wir  erhalten: 

(1)  2T=ati2  4-6t;2  4-  Cr\ 

Wir  beschränken  die  Allgemeinheit  jetzt  nicht  weiter,  wenn 
wir  annehmen,  dass 

a  >  6 

sei.  Nur  ist  dann,  wenn  der  Körper  z.  B.  ein  Rotationskörper 
ist,  bei  einem  abgeplatteten  Körper  u  und  bei  einem  ovalen 
Körper  v  in  der  Richtung  der  Rotationsaxe  zu  messen. 

Wir  behalten  nun  die  Bezeichnung  wie  im  vorigen  Para- 
graphen bei,  nur  dass  jetzt  der  Winkel  %^  nicht  constant  ist, 
und  setzen  also,  wenn  die  Differentiation  nach  der  Zeit  durch 
Accente  angedeutet  wird 

u  =       x'  cos-ö"  +  v'  sin-d", 

(2)  '    ^ 

t;  =  —  a:'  sin-ö"  -f-  y'  cos-ö*. 

Es  ist  dann  noch  r  =  ^'  zu  setzen,  und  x^  y,  -9"  bestimmen 
die  Lage  des  Körpers.  Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
lauten  jetzt,  da  T  nicht  von  den  Variablen  a?,  y  abhängt: 

^''^  dt  8^  -  "'       d<  äy  -  "' 


.  .  d    ÖT  _dT 

^  ^  dt  d»'        8^  * 

Die  Integration  der  beiden  Gleichungen  (3)  ergiebt,   wenn 
a,  ß  Integrationsconstanten  sind: 
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dT 

-  -   =  au  COS  d"  —  bvsin^  =  a 

(5)  ^^ 

-—f=  au  sin  0*  +  bvcosd^  =  ß. 

Die  GonstanteD  a,  ß  sind  durch  die  Anfangswerthe  Uq^  Vq^  d'^ 
von  ti,  v,  -Ö"  bestimmt : 

(  ^  -,  )   =  awocos^o  —  bvosin^Q  =  a, 

\o  X  /o 

-^-r)   =  auosin^o  +  ft^ocos^o  =  ß^ 

und  da  hier  keine  Richtung  in  der  a;y- Ebene  vor  der  anderen 
ausgezeichnet  ist,  so  können  wir  die  j;-Axe  so  wählen,  dass 
ß  z=i  0  wird.  Dadurch  ist  die  Allgemeinheit  der  Voraussetzungen 
nicht  beschränkt.  Es  hat  aber  die  rr-Axe  eine  durch  denAnfan^s- 
zustand  bestimmte  Richtung  bekommen.  Wir  können  sagen,  die 
x-tiXQ  hat  die  Richtung  des  anfanglichen  Impulses,  durch  den 
die  Bewegung  eingeleitet  ist,  und  a  ist  die  Grösse  dieses 
Impulses.  Denn  lässt  man  während  einer  unendlich  kurzen  Zeit 
X  auf  den  ruhenden  Körper  eine  Kraft  wirken,  deren  Compo- 
nenten  a/r,  ß/t  sind,  so  ist  die  Bewegung  von  der  Ruhelage  aus 
durch  die  Gleichungen  §.  163  (13)  bestimmt: 

dt  dx'  ~  t'      dt  dy'  ~  t' 
woraus  durch  Integration  über  den  Zeitraum  r: 

(H). = '^    (wl  =  ^- 

Aus  (5)  ergiebt  sich  also: 

au  cos -9"  —  bvsind^  =  «> 
^  ^  ati  sin-ö"  -[-  ftvcos^  =  0, 

und  hieraus: 

(7)  au  =  acoS'd',        bv  =z  —  asiu'd'. 

Nun  ergiebt  die  Gleichung  (4)  nach  (1) 

^d^d'  du    .    .     dv 

und  nach  (2)  ist 
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du  dv 


also: 


aa-  '        dd^ 


C-^  =  {a  —  b)uv 


und  nach  (7) 

(8)  C  ^^y-  =  —  ^~  ^  «a  sin  ^  cos  '^. 

Führen  wir  durch  die  Gleichung 
(9.)  (p  =  2d^ 

einen  neuen  Winkel  ein,  so  erhält  die  Gleichung  (8)  die  Form 

und  dies  geht  über  in  die  Gleichung  für  die  Bewegung  des  ein- 
fachen Pendels: 

(11) 

wenn 
(12) 

gesetzt  wird. 

Die  Oscillationen  um  das  Bewegungscentrum  vollziehen  sich 
also  nach  dem  Pendelgesetz,  nur  dass  der  Winkel  d-  jederzeit 
nur  die  Hälfte  des  Ausschlagswinkels  (p  des  Pendels  ist  Den 
beiden  Gleichgewichtslagen  des  Pendels  q>  =  0  und  9  =  «  ent- 
sprechen die  Werthe  -9"  =  0  und  -Ö*  =  ^ «,  und  es  ergeben  sich 
hiemach  zwei  Richtungen,  in  denen  sich  der  Körper  ohne  Dre- 
hung mit  constanter  Geschwindigkeit  fortbewegen  kann. 

Von  diesen  beiden  Bewegungen  ist  aber  nur  die  eine,  für 
die  ^  =  0  ist,  stabil.  Eine  kleine  Ablenkung  hat  hier  nur 
kleine  Oscillationen  zur  Folge,  während  bei  dem  Falle  -9"  =  >«, 
entsprechend  dem  labilen  Gleichgewichtszustande  des  Pendels, 
die  kleinste  Störung  ein  vollständiges  Umschlagen  zur  Folge  hat. 
Die  Bewegung  ist  also  dann  stabil,  wenn  die  mitbewegte  flüssige 
Masse  so  gross  wie  möglich  ist,  wenn  also  die  Breitseite  bei  der 
Bewegung  voran  geht. 


rf»g» 
dt» 



9 
l 

sin  (p 

l 

ab 

Cg 

(« 

6)a« 
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Im  Allgemeinen  sind,  wie  beim  Pendel,  zweierlei  Arten  der 
Bewegung  zu  unterscheiden:  nämlich  eine  Oscillation  um  die 
Lage  d'  =  0  und  eine  umwälzende  Bewegung.  Welche  dieser 
beiden  Arten  eintritt,  das  hängt  von  dem  Werth  d'^  ab,  den  -9"' 
in  dem  Augenblick  hat,  wo  'd'  =  0  ist;  der  erste  oder  zweite 
Fall  tritt  ein,  wenn  (dem  absoluten  Werthe  nach) 

Um  die  Bewegung  des  Centrums  zu  erhalten,  haben  wir 
aus  den  Gleichungen  (7) 

OS 

0?'  cos  -ö"  +  «'  sin  -d"  =  —  cos  %• 

ar'  sin  -Ö"  —  y'  cos  -^  =  -^  sin  -ö* 

x'  und  y*  zu  bestimmen.    Man  erhält: 

/cos2^    ,    sin2^\  /i        a  —  6    .  ,  ^\ 

,  a(a  —  b)    .    ^        ^ 

y= ^^ — i — -  sin  d"  cos  -Ö". 

^  ab 

Die  erste  dieser  Gleichungen  zeigt,  dass  af  sein  Vorzeichen 
nicht  ändert,  dass  also  x^  je  nach  dem  Vorzeichen  von  o,  fort- 
während wächst  oder  fortwährend  abnimmt. 

Die  zweite  Gleichung  ergiebt  nach  (8): 

und  durch  Integration,  wenn  wir  den  Anfangspunkt  der  y  passend 
bestimmen 

(16)  y  =  — — . 

(X 

Durch  die  Differentialgleichung  (8)  werden  die  Functionen 
-ö"',  sin -9",  cos '9'  als  elliptische  Functionen  der  Zeit  be- 
stimmt, und  damit  ist  zugleich  y'  und  x'  bestimmt  Durch  (16) 
ist  zugleich  y  gegeben,  während  x  erst  durch  ein  elliptisches 
Integral  zweiter  Gattung  dargestellt  wird.  Nach  (16)  bleibt 
die  Ordinate  y  immer  zwischen  endlichen  Grenzen  eingeschlossen. 

Stellen  wir  die  Bahncurve  dar,  indem  wir  y  als  Function 
von  X  ansehen,  so  ergiebt  sich  aus  (14) 
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(17) 


Ä=-«-») 


sin-Ö"  cos-Ö" 


(18) 


ftcosa^H-asin««"' 
d^y  _  _  -^(o  —  b)ab   b cos« ^  —  g sin^ ^ 

und  hieraus  lassen  sich  die  wesentlichsten  geometrischen  Eigen- 
schaften der  Curve  ableiten. 

Wenn  der  Körper  oscillirt,  so  durchkreuzt  er  nach  (16)  die 
x-Axe^  wenn  '9''  r=  0  ist,  also  in  den  äussersten  Lagen,  y  er- 
reicht abwechselnd  ein  Maximum  und  ein  Minimum,  wenn  9 
durch  0  geht.  Die  Bahncurve  hat  einen  Wendepunkt,  wenn 
^'  =  0  ist,  und  sie  hat,  wenn  @  die  Amplitude  der  Schwingung 
ist,  noch  weitere  Wendepunkte,  wenn 

tg2  0    >   - 

a 

ist,    weil    dann    6  cos^-Ö"  —  asin^'9'    im  Verlauf  der  Bewegung 
Null  wird. 

Wenn  vollständige  Umwälzungen  stattfinden,  so  ändert  d' 
sein  Vorzeichen  nicht,  es  geht  also  die  Curve  nicht  durch  die 

Fig.  64. 


Fig.  55. 


a:-Axe.  Sie  erreicht  ihren  höchsten  und  tiefsten  Stand  yo  und 
^1,  wenn  sich  d^  um  ein  Vielfaches  von  ä  von  0  oder  von  \^ 
unterscheidet.  Die  Curve  hat  Wendepunkte,  wenn  tg^-ö-  =  b  a 
ist,  und  für  die  höchsten  und  tiefsten  Stellen  ist 


&i  {a  —  b)a 
ab 

^\  (a  —  b)  b 
aa 
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Da  -ö"!)  >  '9'i  und  a  >  6,  so  ist  hiernach  die  Curve  an  dem 
höchsten  Punkte  stärker  gekrümmt,  als  an  dem  tiefsten.  Die 
Figuren  54  und  55  geben  ein  ungefähres  Bild  von  dieser  Be- 
wegung. 

Die  gleichzeitige  Bewegung  mehrer^er  starrer  Körper  in 
einer  Flüssigkeit  bietet  selbst  unter  den  einfachsten  Voraus- 
setzungen der  mathematischen  Behandlung  grosse  Schwierigkeiten. 
Am  leichtesten  zugänglich  ist  die  Bewegung  zweier  Kugeln, 
die  in  Folge  der  hydrodynamischen  Druckkräfte  Anziehungen  auf 
einander  auszuüben  scheinen,  die  von  Bjerknes  auch  experi- 
mentell nachgewiesen  sind,  auch  unter  der  Voraussetzung,  dass 
die  Radien  der  Kugeln  pulsirende  Veränderungen  erleiden.  (Vor- 
lesungen über  hydrodynamische  Fernkräfte  nach  C.  A.  Bjerknes' 
Theorie  von  V.  Bjerknes,  Bd.  I,  Leipzig  1900.) 

Die  mathematische  Theorie  der  Bewegung  unveränderlicher 
Kugeln  in  der  Flüssigkeit  ist  eingehend  untersucht  von  C.  Neu- 
mann (Hydrodynamische  Untersuchungen,  Leipzig  1883). 


Einundzwanzigster  Abschnitt. 
Unstetige  Bewegung  von  Flüssigkeiten. 


§.  168. 
Grenzbedingang  an  Unstetigkeitstlächen. 

Die  Differentialgleichung  ^  9  =  0,  von  der  das  Geschwindig- 
keitspotential (p  der  wirbelfreien  Bewegung  einer  incompressiblen 
Flüssigkeit  abhängt,  ist  dieselbe,  von  der  das  Potential  einer 
stationären  elektrischen  Strömung  abhängt.  Trotzdem  zeigen  die 
beiden  Arten  der  Bewegung  einen  sehr  wesentlichen  Unterschied, 
der  erst  durch  Helmholtz  mit  den  Formeln  der  Theorie  in 
Einklang  gebracht  worden  ist^). 

Wenn  nämlich  ein  räumlich  ausgedehnter  Leiter  von  elektri- 
schen Strömungen  durchflössen  ist,  so  giebt  es  niemals  einen 
Theil  des  Leiters,  der  stromfrei  wäre.  Die  Strömungen  verbreiten 
sich  von  den  Elektroden  aus  nach  allen  Theilen  des  Leiters. 
Bei  den  Flüssigkeitsbewegungen  ist  das  anders.  Wenn  z.  ß. 
einem  Strome  der  Flüssigkeit  eine  Wand  mit  einer  engen  Oeff- 
nung  entgegengestellt  wird,  so  wird  sich  der  Strom  hinter  dieser 
Oeffnung  nicht  sofort  allseitig  ausbreiten,  sondern  die  Flüssig- 
keit wird  in  einem  Strahle,  dessen  Querschnitt  kleiner  wird 
als  die  Fläche  der  Oeffnung,  aus  dieser  heraustreten. 

Dass  Bewegungen  der  ersten  Art,  wie  sie  bei  elektrischen 
Strömen  vorkommen,  bei  Flüssigkeiten  unmöglich  sind,  hat  darin 


^)  Helmholtz:  Ueber  discontinuirliche  FlusBigkeitsbewegungeii. 
Monatsberichte  der  Berliner  Akademie  vom  23.  April  1868. 

Kirchhoff:  Zur  Theorie  freier  Flüssigkeitsstrahlen.  Crelle's  Journal, 
Bd.  70  (1869). 
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seinen  Grund,  dass  da,  wo  die  Flüssigkeit  um  eine  scharfe  Kante 
herumströmen  würde,  die  Geschwindigkeit  unendlich  gross  und 
damit  der  Druck  negativ  unendlich  werden  müsste,  während  ein 
negativer  Druck  gar  nicht  oder  doch  nur  bis  zu  einer  gewissen 
Grösse  möglich  ist  (§.  144).  Dagegen  sind  bei  Flüssigkeiten  nach  der 
Theorie  auch  Bewegungen  möglich,  bei  denen  die  Geschwindig- 
keit eine  unstetige  Function  des  Ortes  ist,  und  von  dieser  Art 
ist  der  Ausfluss  eines  Strahles  aus  einer  Oeffnung.  Wir  haben 
zunächst  die  Grenzbedingung  für  eine  solche  Unstetigkeitsfläche 
aufzusuchen.  Wir  beschränken  uns  der  Einfachheit  halber  auf 
die  Betrachtung  wirbelfreier  stationärer  Bewegungen 
incompressibler  Flüssigkeiten. 

Wir  gehen  aus  von  der  allgemeinen  Gleichung  §.  148  (5): 

in  der  <p  das  Geschwindigkeitspotential,  V  das  Potential  der 
äusseren  Kräfte  und  C  eine  Constante  oder  eine  Function  der 
Zeit  allein  bedeutet  Nehmen  wir  ^  =  1  an  und  bezeichnen  mit 
V  die  Geschwindigkeit,  so  können  wir  diese  Gleichung  für  den 
stationären  Fall,  wo  dq>/dt  =  0  ist,  so  darstellen: 

(2)  ^_^it;2=F+C. 

Das  Potential  V  setzen  wir  als  stetige  Function  des 
Ortes  voraus.  Wenn  nun  v  an  einer  Fläche  unstetig  ist,  so 
denken    wir   uns    einen    Elementarcylinder  Yig.  56. 

vom  Volumen  dodv^  dessen  beide  End- 
flächen do  zu  beiden  Seiten  der  Unstetig- 
keitsfläche liegen  (Fig.  56).  Unterscheiden 
wir  die  Werthe,  die  eine  Function  auf 
beiden  Seiten  der  Unstetigkeitsfläche  hat, 
durch  die  Indices  1  und  2,  so  ist  nach  der 
Voraussetzung 

(3)  r,  =  F,. 

Ist  N  die  Normalcomponente  der  Geschwindigkeit  (von  1 
nach  2  positiv  gerechnet),  so  ist,  wenn  wir  dv  in  Vergleich  zu 
den  Dimensionen  von  do  als  unendlich  klein  annehmen,  die  in 
der  Zeiteinheit  in  das  Element  einströmende  Flüssigkeitsmenge 
{Ni  —  N^do,  und  da  diese  Grösse  verschwinden  muss,  so  ist 
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(4)  N,  =  N, »). 

Die  Druckkrait,  die  auf  das  Element  wirkt,  ist  (p^  -^  Pi)äo^ 
und  folglich  wirkt  auf  die  Masseneinheit  die  Druckkraft  (pi  —  Pi)/dv. 
Da  diese  Druckkraft  aber  nicht  unendlich  sein  kann,  so  muss 

(5)  Pi  =  jpa 

sein.    Hieraus  ergiebt  sich  nach  der  Formel  (2),  in  der  die  Con- 
stante  C  auf  beiden  Seiten  verschiedene  Werthe  haben  kann: 

(6)  v}  —  vi  ==  Const 

Wenn  also  angenommen  wird,  dass  die  Flüssigkeit  auf  der 
Seite  2  der  Unstetigkeitsfläche  in  Ruhe  sei,  so  folgt  aus  (4) 

(7)  Ni  =  0, 
und  aus  (6) 

(8)  vi  =  Const. 

Da  also  die  Normalcomponente  auch  auf  der  Seite  der  be- 
wegten Flüssigkeit  Null  ist,  so  findet  die  Strömung  längs  der 
Unstetigkeitsfläche  nur  in  tangentialer  Richtung  statt,  und  wegen 
(8)  ist  die  Geschwindigkeit  über  die  ganze  Fläche  constant'). 

§.  169. 
Zweidimensionale  Bewegungen. 

Wir  schaffen  uns  Fälle,  in  denen  die  Integration  möglich  ist, 
durch  dasselbe  Mittel,  das  wir  im  ersten  Bande  mehrfach  auf 
elektrische  Probleme  angewandt  haben,    indem    wir    annehmen, 


^)  Dies  würde  anders  sein  bei  Gasen,  wo  die  Dichtigkeit  an  derselben 
Fläche  unstetig  sein  kann  (vergl.  Abschnitt  XXII). 

•)  Wir  haben  hier  nicht,  wie  es  gewöhnlich  geschieht,  V  =  0  an- 
genommen, und  sind  zu  Grenzbeding^ngen  gelangt,  die  von  V  unabhängig 
sind.  Anders  würde  es  sein,  wenn  zu  beiden  Seiten  der  Unstetigkeitsfläche 
verschiedene  Dichtigkeiten  wären.  So  ergeben  sich  z.  B.  für  den  in  der 
Luft  oder  im  leeren  Kaum  austretenden  Strahl  die  Bedingungen  iür  die 
Oberfläche  des  Strahles,  dass  der  Druck  |>  constant,  und  zwar  gleich  dem 
äusseren  Drucke  (Atmosphärendruck  oder  Null)  sein  muss,  dass  die  Normal- 
componente der  Geschwindigkeit  Null  sein  muss,  und  dass 

-  r*  =  V  -}-  const. 

sei.     Die  Schwierigkeit,  die  die  Integration  bietet,  besteht  darin,  dass  die 
Grenze,  an  der  diese  Bedingungen  gelten  sollen,  nicht  gegeben  ist. 
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dass  die  gesuchten  Functionen  nur  von  zwei  Variablen  a?,  y  ab- 
hängen, dass  also  der  Zustand  der  Flüssigkeit  an  allen  Stellen 
einer  jeden  zur  a:y- Ebene  senkrechten  Geraden  derselbe  sei. 
Dann  können  wir  die  Hülfsmittel  der  Functionentheorie  nutzbar 
machen. 

Ist  nämlich  9  nur  von  x^  y  abhängig,  so  besagt  die  Glei- 
chung z/qp  =  0,  dass  g)  der  reelle  Theil  einer  Function 

(1)  X  =  9  -{-it  =f{z) 
des  complexen  Argumentes 

(2)  e  =  x-[-iy^) 
ist,  wenn  ^  aus  den  Gleichungen 

a^  _  ö^  8g)  _       8» 

^^  dx       dy'        dy  dx 

bestimmt  wird.  Wir  erhalten  in  der  a?y-Ebene  zwei  orthogonale 
Curvenschaaren  (p  =  const.  und  ^  =  const.,  von  denen  die  erste 
die  Aequipotentialcurven,  die  zweite  die  Stromcurven  ent- 
hält. Alle  Linien  in  der  a?y-Ebene  sind  die  Spuren  von  Cylinder- 
flächen  im  Räume. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  dass  die  bewegte  Flüssigkeit 
theils  von  festen  Wänden,  theils  von  freien  Grenzen  be- 
grenzt ist,  wobei  unter  freien  Grenzen  solche  Flächen  im  Räume 
oder  Curven  in  der  xy -Ebene  zu  verstehen  sind,  wo  der  Strom 
unmittelbar  an  ruhender  Flüssigkeit  heriiiesst.  Das  Flächen- 
gebiet in  der  a:y-Ebene,  das  von  der  bewegten  Flüssigkeit  über- 
deckt ist,  nennen  wir  die  Fläche  Z. 

Die  Bewegung  in  diesem  Gebiete  Z  ist  durch  das  Ge- 
schwindigkeitspotential (p  bestimmt.  Ist  Z  mehrfach  zusammen- 
hängend, so  kann  (p  mehrwerthig  sein,  es  wird  dann  einwerthig 
in  einem  einfach  zusammenhängenden  Gebiete  Z\  das  durch 
Querschnitte  aus  Z  entstanden  ist;  weil  aber  die  DifiFerential- 
quotienten  d(p/dx^  d(p/dy  in  Z einwerthig  und  stetig  sein  müssen, 
so  ist  q)  selbst  an  den  Querschnitten  entweder  stetig  oder  hat 
zu  beiden  Seiten  constante  WerthdiflFerenzen. 

Die  Function  ^  wird  aus  (p  durch  eine  Quadratur  abgeleitet : 


* = KU "» -  U '-)' 


^)  Es  ist  hier  natürlicli  z  nicht  zu  verwechseln  mit  der  dritten  Raum- 
coordioate. 

Biemann-Weber,  Partielle  Differentialgleichungen.    II.  29 
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auch  i)  kann  an  den  Querschnitten  constante  Werthdifferenzen 
erhalten,  und  zwar  auch  dann,  wenn  9  daselbst  stetig  ist. 

Betrachten  wir  (p  und  ^  als  Coordinaten  in  einer  x^^bene, 
so  erhalten  wir  ein  conformes  Abbild  X  des  Flächenstückes 
Z,  Während  aber  Z  seiner  Bedeutung  nach  üher  der  £r- Ebene 
einfach  ausgebreitet  ist,  kann  X  die  ^-^hene  auch  mehrfach  be- 
decken. 

1.  Da  die  Begrenzung  von  Z  immer  durch  Strom- 
linien gebildet  ist,  so  kann  die  Begrenzung 
von  X  nur  aus  geraden  Linien  bestehen,  die 
der  9)-Axe  parallel  sind. 

Die  festen  Grenzen  des  Gebietes  Z  sind  durch  die  Aufgabe 
selbst  gegeben.  Für  sie  ist  die  einzige  Grenzbedingung  ^  =  const 
Die  freien  Grenzen  dagegen  sind  nicht  gegeben,  sondern  sollen 
erst  bestimmt  werden.  Für  sie  haben  wir  noch  die  Bedingung, 
dass  die  Geschwindigkeit  constant  sein  soll.  Führen  wir  also 
noch  eine  dritte  complexe  Variable  to  =  u  -j-  iv  ein,  deren 
reeller  Theil  u  die  a;-Componente,  während  der  Coefficient  v  von 
i  die  mit  negativem  Zeichen  genommene  i/-Gomponente 
der  Geschwindigkeit  ist,  also: 

so  ist 


(5) 


W  =  U  -{-  IV  ^=       ^^ =  -T^ 


dx  dz' 


und  die  Grenzbedingung  für  die  freien  Grenzen  besteht  darin, 
dass  der  absolute  Werth  von  w 


(6)  h^  I  =  f«M-^ 

constant  sein  muss. 

Wir  erhalten  also  auch  in  der  u;- Ebene  ein  conformes  Ab- 
bild W  von  Z  und  X,  in  welchem  den  freien  Grenzen 
Stücke  von  concentrischen  Kreisen  entsprechen, 
deren  Mittelpunkt  im  Coordinatenanfangspunkte 
w  =  0  liegt. 

Dagegen  ist  über  die  Gestalt  der  Begrenzungsstücke  von  TF, 
die  den  festen  Grenzen  entsprechen,  im  Allgemeinen  nichts  be- 
kannt. Wenn  man  also  lösbare  Aufgaben  finden  will,  so  muss 
man  das  Flächenstück  W  beliebig  annehmen,  und  erhält  dann 
durch  conforme  Abbildung  das  Flächenstück  Z,  bei  dem  die  Be- 
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grenzungstheile,  denen  in  der  Fläche  W  Kreise  um  den  Null- 
punkt entsprechen,  freie  Grenzen  sein  können,  während  die 
übrigen  Begrenzungstheile  von  Z  feste  Grenzen  sind. 

Nur  in  einem  Falle  können  wir  die  Natur  der  Begrenzungs- 
linien in  W  von  vornherein  angeben.  Denken  wir  uns  nämlich 
eine  feste  Grenze  der  Fläche  Z  dadurch  gegeben,  dass  y  eine 
gegebene  Function  von  x  ist,  so  ist  an  dieser  Grenze  ^  =  const., 
also 

d^      dyd^_ 

dx'^  dxdy~    ' 
oder  nach  (4) 

(7)  -  +  «5|  =  0- 

Wenn  nun  die  Begrenzung  von  Z,  um  die  es  sich  handelt, 
geradlinig  ist,  so  ist  dy/dx  =  a  constant,  und  wir  erhalten 
aus  (7) 

(8)  t?-(-aw  =  0. 

Dies  ist  aber  die  Gleichung  einer  vom  Nullpunkt  aus- 
laufenden geraden  Linie  in  der  TF- Ebene. 

2.  Wenn  also  die  festen  Grenzen  in  der  jßf-Ebene 
gerade  Linien  sind,  so  ist  die  Begrenzung  von 
TT  gebildet  durch  concentrische  Kreise  und 
radiale  Linien. 

Die  Begrenzung  von  X  ist  ihrer  Natur  nach  ebenfalls  be- 
kannt (parallele  gerade  Linien)  und  wir  erhalten  also  zur  Be- 
stimmung der  Abhängigkeit  zwischen  %  und  w  ein  Abbildungs- 
problem. Ist  dieses  gelöst,  also  w  als  Function  von  %  bestimmt, 
so  erhält  man  aus  (5)  z  durch  eine  Quadratur: 

w 


(9)  -=1 


gleichfalls  als  Function  von  %-  ^s  sind  also  hier  nicht  direct 
<p  und  ^  als  Functionen  von  rc,  y  bestimmt,  sondern  umgekehrt 
X,  y  als  Function  von  q>  und  ^.  Um  aber  die  Stromlinien,  und 
damit  also  auch  die  Grenzen  von  Z  zu  erhalten,  hat  man  ^ 
gleich  einer  Constanten -zu  setzen,  und  erhält  dann  die  Curve  in 
sogenannter  „Parameterdarstellung",  d.  h.  x  und  y  als  Functionen 
einer  Variablen  (p. 

Die  Gleichung  §.  168  (2)  ergiebt  hier 

29* 
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l'  =  -ii«'l*+  v+c, 

und  sie  zeigt,  dass,  wenn  w  unendlich  wird,  der  Druck  p  nega- 
tiv unendlich  wird,  was  nicht  zulässig  ist.    Hieraus  folgt: 

3.  Das  Flächenstück  W  darf  nur  einen  endlichen 
Theil  der  ii;-Ebene  bedecken. 

Es  ist  aber  nicht  ausgeschlossen,  dass  W  Theile  der  «7-Ebene 
mehrfach  bedeckt.  Die  Function  w  ist  in  Z  überall  stetig  und 
eindeutig,  und  wenn  also  Z  mehrfach  zusammenhängend  ist, 
so  muss  W  dieselbe  Ordnung  des  Zusammenhanges  haben. 

Wenn  auf  der  Begrenzung  von  Z  bei  einem  Punkte  js  =  c 
eine  Ecke  vom  Winkel  an  vorkommt,  so  lässt  sich  die  Function 
X  in  der  Umgebung  des  Punktes  0  =  c  nach  Potenzen  von 
(0  —  c)V«  entwickeln.    Ist  aber 

X  =  xo  +  Xi{^  —  cy  H — , 

so  folgt 

(10)  w  =  ^{z  —  cy'^^  -\ — 

Ist  die  Ecke  gegen  die  strömende  Flüssigkeit  convex,  so  ist 
«  grösser  als  1,  und  w  wird  nach  (10)  unendlich  bei  z  -=1  c. 
Dies  darf  nicht  vorkommen. 

4.  W^enn  daher  die  feste  Wand,  an  der  die  Flüssig- 
keit zu  bleiben  gezwungen  ist,  eine  gegen  die 
Flüssigkeit  convexe  Ecke  hat,  so  muss  von 
dieser  eine  freie  Grenze  auslaufen. 

Die  Fläche  Z  kann  sich  nach  verschiedenen  Seiten  ins  Un- 
endliche erstrecken.  Den  verschiedenen  Zweigen  im  Unendlichen 
werden  verschiedene  Geschwindigkeiten,  also  verschiedene  Punkte 
in  der  t(;- Ebene  entsprechen.  Ist  irgendwo  die  Flüssigkeit  in 
Ruhe,  so  entspricht  dieser  Stelle  der  Nullpunkt  der  ti;- Ebene. 
Dies  findet,  wie  man  aus  der  Formel  (10)  für  a  <;  1  ersieht, 
immer  an  solchen  Stellen  statt,  wo  die  Grenze  eine  concave  Ecke 
gegen  die  Flüssigkeit  bildet. 

5.  Eine  gegen  die  Flüssigkeit  concave  Ecke  der 
festen  Grenzen  wird  also  im  Nullpunkte  der 
ii;-Ebene  abgebildet. 

Wenn  in  einem  inneren  Punkte  t^  ==  0  ist,  so  ist  ein  solcher 
Punkt  ein  K  r  e  u  z  u  n  g  s  p  u  n  k  t.  Die  Strömung  hat  den  Charakter. 
wie  er  auf  Seite  435  des  ersten  Bandes  dargestellt  ist    Ist  ^  =  <? 
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ein    solcher  Punkt,    so   hat    die  Entwickelung  von  %  i^  seiner 
Umgebung  die  Form 

X  =  Xo  +  X\{z  —  cf-\ 

und  der  Punkt  'i=-  X^  ^s*  ©i^  Verzweigungspunkt  in  der 
X-Ebene. 

6.  Wenn  also  dem  Nullpunkt  der  t(;-Ebene  ein 
Punkt  im  Endlichen  der  ir-Ebene  im  Inneren 
von  Z  entspricht,  so  entspricht  ihm  in  der 
X-Ebene  ein  Verzweigungspunkt. 

Wenn  %  unendlich  wird,  so  muss  nothwendig  z  unendlich 
sein,  da  in  jedem  endlichen  Punkte  ein  endliches  Geschwindig- 
keitspotential vorhanden  ist.  Wird  z  für  einen  anderen  Werth 
von  %  unendlich,  so  ist  da  auch  dzjdi  unendlich,  und  folglich 
dx/dz  =:  uo  =  0. 

Also  können  wir  noch  beifügen: 

7.  Die  unendlich  fernen  Punkte  der  Fläche  Zent- 
sprechen  entweder  dem  Punkte  ;|j  =  oo  oder 
dem  Punkte  w  =  0. 
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Als  erstes  Beispiel  nehmen  wir  für  das  Flächenstück  W 
den  Einheitskreis  in  der  ii;- Ebene.  Wir  erhalten  dann  in  der 
j8r-Ebene  eine  freie  Grenze  und  keine  festen  Grenzen. 

Da  der  Punkt  w  =  0  dem  Inneren  des  Gebietes  W  an- 
gehört, so  müssen  wir  in  dem  Flächenstück  X  einen  Ver- 
zweigungspunkt annehmen.  Wir  legen  diesen  Verzweigungs- 
punkt auf  die  imaginäre  Axe  der  %-Ebene  in  den  Punkt 

qp  =  0,  ^  =  i 

und  nehmen  für  die  Fläche  X  die  doppelt  bedeckte  Halb- 
ebene in  der  ;i;- Ebene,  in  der  ^  positive  Werthe  hat  Die 
beiden  (im  Unendlichen  zusammenhängenden)  Linien  ^  =  0 
sollen  der  Begrenzung  von  W  entsprechen.  Wir  denken  uns  die 
3j- Ebene  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  mit  einer  Doppelfläche  X' 
überdeckt,  die  in  den  beiden  Punkten  3J  =  ±  ^  je  einen  Ver- 
zweigungspunkt hat    Diese  Doppelfläche,  deren  beide  Blätter  im 
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Unendlichen  nicht  zusammenhängen,  ist  einfach  zusammen- 
hängend. 

Wir  haben  im  §.  51  des  ersten  Bandes  die  Abbildung  eines 
Kreises  auf  eine  einfache  Halbebene  kennen  gelernt.  Danach  ist, 
wenn  wir  eine  neue  complexe  Variable 

einführen  und 

(.)  » = \^j 

setzen,  der  absolute  Werth  von  w  gleich  1,  wenn  g  rein  imaginär 
ist  Es  ist  ti;  =  0,  wenn  g  =  —  1,  und  u?  =  oo,  wenn  f  =  -|-  1 
ist,  und  folglich  ist  der  Einheitskreis  W  auf  die  Halbebene  t  ab- 
gebildet, in  der  {  negativ  ist.  Wir  erhalten  also  die  Abbildung 
von  W  auf  die  Fläche  X,  wenn  wir  die  einfache  {;-Ebene  so  auf 
die  doppelte  %- Ebene  abbilden,  dass  rein  imaginären  WertheD 
von  f  reelle  Werthe  von  %  entsprechen,  und  dass  den  Punkten 
f  =  ip  1  die  Punkte  x  =  :t  i  als  Verzweigungspunkte  der 
X-Ebene  entsprechen.  Diese  Abbildung  aber  wird  vermittelt  durch 
folgende  Substitution: 

oder  nach  jj  aufgelöst: 

(3)  X  =  -^^g— 

Es  ist  also  X  =  00  für  ^  =  0  und  g  =  oo,  und  es  ist  jj  =  0 
für  £;  =  +  t. 

Um  nun  z  als  Function  von  x  zu  bestimmen,  hat  man  die 
Formel 


m 


..  =  4l  =  .,|/^-+-4 


zu  integriren,  und  erhält,  wenn  man  die  Constante  so  wählt  dass 
jer  für  2  =  i  verschwindet: 


(5) 


=  /?T~1  +  »log  .fe+.A +_?, 


und  der  Logarithmus  ist  dann  durch  die  Bedingung,  dass  sein 
imaginärer  Theil  zwischen  —  iit  und  -f-  in  liegen  soll,  in  der 
ganzen    Fläche    X   eindeutig    bestimmt    [weil   ^   in   der   ganzen 
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Fläche  X  nicht  negativ  und  folglich  i  (V^^  +  1  +  %)  nicht  reell 
und  positiv  ist]. 

Wir  erhalten  aus  (5)  die  Gleichungen  der  freien  Grenze, 
wenn  wir  %  =  qp  reell  annehmen,  und  erhalten  für  die  beiden 
Vorzeichen  der  Wurzel  zwei  symmetrisch  gelegene  Curvenzweige, 
deren  Bilder  die  beiden  Geraden  ^  =  0  in  der  Fläche  X  sind: 


(6) 


=  -/^M=T-|, 


y  =  log  (V9-^+  1  +  9),  y=       log  (V9«+l-  9), 

worin  y  9^  _|_  1"  positiv  zu  nehmen  ist. 

Da  die  Strömung  die  Richtung  der  wachsenden   (p  hat,  so 

ist  sie,  wie  der  Ausdruck  dy  =  ±  d(p/'^  <p^  -\-  1  zeigt,  auf  dem 
ersten  Zweig  von  negativen  zu  positiven,  auf  dem  zweiten  von 

Fig.  57.  Fig.  58. 


positiven  zu  negativen  y  gerichtet  Der  Coordinatenanfangspunkt 
in  der  xy-Ehene  ist  der  Punkt,  in  dem  die  Geschwindigkeit 
Null  ist;  ihm  entspricht  in  der  Fläche  X  ein  Verzweigungspunkt, 
in  dem  %  =  i  ist,  und  in  seiner  Umgebung  hat  die  Strömung  die 
in  der  Fig.  57  durch  die  Pfeile  angedeutete  Richtung. 

Den  Linien  9  =  0,  ^  >-  1  in  beiden  Blättern  der  Fläche  X 
entspricht  in  der  if-Ebene  die  positive  und  negative  y-Axe.  Den 
beiden  Strecken  9  =  0,  0<;!>'<1  entsprechen  die  Strecken 
Öa  und  Oa'  der  x-Axe,  deren  Enden  die  Abscissen 

±('+f) 

haben. 
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Allgemeinere  Fälle  dieser  Bewegung  kann  man  bilden,  wenn 
man  in  X  statt  eines  einfachen  einen  nfachen  Verzweigungs- 
punkt  annimmt.    Es  ist  dann  zu  setzen: 


(7)  «;  =17 


Z  — » 


und  man  erhält  die  Gleichungen  der  freien  Grenze  aus  dem  Integral: 


z  = 
majcht  man  die  Substitution 


IF^"'^. 


(p  =  cotang  ^,  a  9  = r 


sin» » ' 
so  ergiebt  sich 


2»^ 


_  _  fe  «  dd" 
J  Tin^-ä^ 


oder 


/• 


X 


2d- 


cos dd" 

n  

sin» -9-       '         ^  ~  ~  / 


sm  —  dv 
n 

sin* -9- 


Die  Curve  besteht  hier  aus  n  congruenten  Zweigen,  die 
durch  Drehung  um  den  Winkel  2jr/n  in  einander  übergehen 
(in  Fig.  58  a.  v.  S.  ist  n  =  3  angenommen). 
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Wenn  wir  in  der  m;- Ebene  irgend  eine  Figur  W  nehmen, 
die  von  concentrischen  Kreisbögen  und  radialen  Linien  begrenzt 
ist,  und  diese  Figur  auf  die  einfache  Halbebene  %  abbilden,  so 
erhalten  wir  in  der  jer- Ebene  einen  Flüssigkeitsstrom,  der  eine 
einzige  Linie  zur  Grenze  hat,  längs  der  die  Strömung  aus  dem 
Unendlichen  ins  Unendliche  überall  in  demselben  Sinne  erfolgt 
Diese  Grenze  ist  theils  aus  geradlinigen  festen,  theils  aus  freien 
Grenzen  gebildet,  entsprechend  den  radialen  und  den  kreis- 
förmigen Begrenzungsstücken. 

Interessantere  Fälle  erhält  man  aber,  wenn  man  eine  solche 
Figur  nicht  auf  die  ganze  %- Halbebene,  sondern  nur  auf  einen 
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Theil  von  ihr  abbildet,  und  da  die  Begrenzung  in  der  ;|^- Ebene 
immer  durch  parallele  Gerade  gebildet  sein  muss,  so  ist  hier  der 
einfachste  Fall,  der  zugleich  die  meisten  der  bisher  gemachten 
Anwendungen  umfasst,  der,  dass  wir  einen  Streifen,  der  von  zwei 
zur  reellen  Axe  parallelen  Geraden  begrenzt  ist,  als  Fläche  X 
wählen.  Durch  Verfügung  über  die  Einheiten  können  wir  er- 
reichen, dass  die  Grenzen  eines  solchen  Streifens  durch  die  beiden 
Geraden  ^  =  0  und  ^  =  n  gebildet  sind  (Fig.  62,  63,  S.  460). 
Diesen  Streifen  können  wir  zunächst  auf  eine  Halbebene  X^  in 
einer  jjj -Ebene  abbilden,  wenn  wir  setzen: 

(1)  xi  =  9i  +  iti  =  e^  =  e9^*'^. 

Den  beiden  Grenzen  des  Streifens  %  entspricht  die  Axe  der 
reellen  Xi  ^  ^^^  zwar  der  Linie  ^  =  0  die  positiven ,  der  Linie 
^  z=  n  die  negativen  Werthe  von  91.  Die  Punkte  0  und  00  in 
der  3ji-Ebene  entsprechen  negativ  und  positiv  unendlichen  Werthen 
von  9.  Verstehen  wir  noch  unter  -4.,  5,  (7,  D  reelle  Gonstanten 
und  setzen 

M^  +  B 


(2) 


%i  = 


Cz,  +  i>' 


so  erhalten  wir  ein  weiteres  Abbild  X2  von  Xj,  und  wir  können 
die  Constanten  so  wählen,  dass  drei  beliebig  gegebenen  reellen 
Werthen  von  %i  drei  ebenfalls  beliebig  gegebene  reelle  Werthe 
von  Xi  entsprechen. 


Fig.  59. 


Fig.  60. 


Für  die  Fläche  W  wollen  wir  zunächst  einen  Kreissector 
a,  ft,  c  annehmen,  der  von  einem  Bogen  bc  des  Einheitskreises 
und  zwei  Radien  ab,  ac  begrenzt  ist  (Fig.  59).  Ohne  Beschränkung 
der  Allgemeinheit  können  wir  annehmen,  dass  der  eine  dieser 
Radien  in  die  ti-Axe  falle. 

Den  Winkel  des  Kreissectors  bei  a  bezeichnen  wir  mit  an 

Da  wir  in  der  Fläche  X  keinen  Verzweigungspunkt  haben,  so 

muss  u)  =  0  einem  unendlichen  Werth  von  x  entsprechen  (§.  169, 6.), 
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und  wenn  wir  annehmen,  dass  die  Flüssigkeit  von  daher  strömt 
so  haben  wir  die  Bedingung: 

(3)  für  ti;  =  0    ist     %  =  —  oo ,    ;|ri  =  0. 

Wenn  der  Strahl  ins  Unendliche  abfliessen  soll,  so  können 
wir  auf  dem  Kreisbogen  einen  beliebigen  Punkt  g  annehmen, 
in  dem  ;jj  =  -(-  oo  werden  solL    Also  haben  wir 

(4)  T^T  w  =  g    ist    X  =  +  qo,    Xi  =  ®- 

Wir  können  die  Aufgabe  weiter  dadurch  vereinfachen,  dass 
wir  den  Kreissector  (a,  6,  c)  auf  einen  Halbkreis  W^  abbilden 
durch  die  Substitution 

(5)  w  =  vf{, 

und  es  bleibt  uns  also  die  Aufgabe,  den  Halbkreis  W^  auf  die 
Halbebene  Xi  abzubilden.  Wir  suchen  zunächst  eine  Abbildung 
%^^  bei  der  den  Punkten    ft,  c,    d.  h.  i(;i  =  +  1    die   Werthe 

Fig.  61. 
b  c 


-i  0         +1 


XX 


* 


3^2  =  i  1  und  dem  Punkt  w^  =^  0  der  Punkt  ;|rj  =  gd  entspricht 
Wir  wollen  die  Function  Wi  dadurch  über  die  ganze  %,- Ebene 
ausdehnen,  dass  wir  zwei  symmetrisch  gelegenen  Punkten  %^,,  x', 
zwei  harmonische  Pole  w^,  Wi  entsprechen  lassen.  Diese  Function 
ist  dann  an  ic  (Fig.  61)  stetig,  während  an  den  Strecken  ah 
und  ac  die  Beziehung  w'x  =  l/t«?!  besteht  Folglich  ist  die 
Function 

.     1 

in  der  ganzen  ;|r}- Ebene  stetig  und  also  eine  rationale  Function 
von   %i^,    Sie   wird   nur  unendlich  in    der    ersten   Ordnung   für 
^^2  =  00   und  wird  gleich  +  1  für  u;i  =  j^  1. 
Daraus  folgt: 

(6)  ^^  =  -K"'  +  i)' 

und  daraus: 


(7)  to,  =%,  +  Vxf  -  1. 
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Daraus  leiten    wir  mittelst   der   Bedingungen   (3),   (4)    die 
Function  Xi  licr,  nämlich 

worin  g  =  g^  und  C  eine  Constante  ist. 

Bezeichnen  wir  den  Bogen  (bg)  (Fig.  59)  mit  y,  so  können  wir 

iL 
(9)  9  =  e^y,       gi  =  e^Yi  =  e« 

setzen.    Für  die  Punkte  des  Kreisbogens  ist 
und  demnach  ergiebt  die  Formel  (8): 


(10)  Xi  = 


d"              y         ,    y  -\-  ^    ,    y  —  % 
cos      —  cos  —       sin  —^ —  sin  '—=: 


Da  %  reell  und  folglich  %^  reell  und  positiv  sein  soll,  so 
lange  ^  zwischen  0  und  y  liegt,  so  muss  die  Constante  G  reell 
und  positiv  sein. 

Um  z  als  Function  von  %  oder  von  w  zu  erhalten,  wendet 
man  die  Formel  §.  169  (9)  an: 

d^  =  ^  =  ^l?gii. 

u;  MO 

Fügt  man  noch  eine  ähnliche  Vergrösserung  oder  Ver- 
kleinerung der  Figur  in  der  jgr- Ebene  hinzu,  so  kann  man  auch 
setzen 

MO 

worin  h  eine  reelle  Constante  bedeutet. 

Die  Einführung  von  tüi  als  unabhängige  Variable  ergiebt 
nach  (8): 

(11)      äz=-h  ,:2"'~^' — '^%- 

^     ^  i^j-i  -{-  Wi  —  2cosyi  1171"  +  ^ 

Für  die  freie  Grenze  kann  man  auch  die  Variable  -9-  an- 
wenden, und  findet: 

ß-  *  ^  sin  -  d  '9' 
(12)  dz^h ^-J^ ^, 

2 «sin  *—^ sin  '—^ 

2  a  2  a 
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und  durch  Trennung  des  reellen  vom  imaginären  Bestandtheil: 


X  =        h 


cos  '9'  sin  —  d  -Ö" 


(13) 


y  •=  —h 


^      .     y  +  -Ö-    .     y  —  -9-' 

2  a  sin  '  -z^ sm  ^-7^ 

2a  2a 

sin  ^  sin  -  d  ^ 
a 

"      .     y  -f  «•    .     y  —  ^' 

2 asm  ^— ^ —  sm 


2a 


2a 


Ist  der  Kreissector  abc  und  der  Punkt  g  gegeben,  so  findet 
man  die  Richtungen  der  festen  Grenzen  in  der  xr- Ebene  nach 
§.  169  (8)  daraus,  dass  sie  mit  der  x-Axe  den  entgegengesetzten 


Fig.  62. 


Fig.  63. 


A- 


g 


g 


Winkel  bilden  müssen,  wie  der  entsprechende  Radius  ab  oder 
ac  mit  der  w-Axe,  und  ebenso  findet  man  die  Richtung,  mit 
der   der   Strahl  ins  Unendliche   geht   aus  dy/dx  =  —  tangy. 

Fig.  64. 


Den  Punkt  b  in  der  ;sr- Ebene  kann  man  in  den  Coordinaten- 
anfangspunkt  legen,  indem  man  z  =^  0  annimmt  für  w  =  1.  Der 
Punkt  c  in  der^^-Ebene  ist  aber  durch  a  und  y  bestimmt.  Man 
erhält  aus  (ll)|durch  Integration 


+  1 


(14) 


^b 


'        J  '^r^  +  «^'1  —  5 


dwi 
2cosyx  Wi^^^ ' 


— 1 
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wobei  der  Integrationsweg  im  Inneren  des  Halbkreises  W^  ver- 
laufen muss,  und  weder  den  Punkt  0  noch  den  Punkt  gi  be- 
rühren darf. 

Sind  die  festen  Wände  mit  ihren  Endpunkten  in  der  ^-Ebene 
gegeben,  so  ist  dadurch  zunächst  a  direct  bestimmt,  und  aus 
(14)  erhält  man  zwei  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  y  und  h. 

Das  Integral  (14)  kann  man  etwa  über  den  in  der  Fig.  65 
mit   1   bezeichneten  Weg   nehmen.     Man   kann   es  statt  dessen 

Fiff.  66. 


—  CO  ■  «"^  ^  '♦OP 


aber  auch  nach  dem  Cauchy' sehen  Satze  über  den  Weg  2 
nehmen,  und  ein  um  den  Punkt  gi  herum  geführtes  Integral 
hinzufügen.  Man  erhält  so,  wenn  man  der  Einfachheit  halber 
A  =  1  setzt  [Bd.  I,  §.  48,  (2.)] : 

(15)  z,       Zo-       intg,      -t-J^_i^^^  _  2cosy,  u;i«  +  ^' 

wo  jetzt  das  Integral  über  den  Weg  (2)  zu  nehmen  ist.  Dieses 
Integral  kann  aber  in  ein  geradliniges  verwandelt  werden,  das 
von  —  1  bis  —  00  und  dann  von  +  ®  bis  -(-  I  g^^t.  Macht 
man  die  Substitution 

(16)  ^i  =  i' 

so  geht  t  auf  reellem  Wege  von  —  1  bis  -[-  1  und  man  erhält 
nach  (9) 

(17)  zj,  —  Zc=  —  2nie-^y  —  I inj— ^-i  dt. 


t-i-t-*  —  2cos  ^ 

—1 

Hierin  ist  die  Potenz  t"  für  positive  Werthe  von  t  reell  und 
positiv  zu  nehmen,  während  t^e^^*  für  negative  t  reell  und 
positiv  ist  [nach  (16),  weil  we-""*  auf  dem  Radius  ac  (Fig.  62) 
positiv  ist].  Man  kann  demnach  das  Integral  (17)  auch  so  zer- 
legen : 
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(18) 


Zj,  —  jefc  =  —  2  3rie-»y 


1 


t  —  ir-' 


f  +  <-'  —  2C08 


f«-Jd^  +  e-«^» 


J 

u 


a 


^  —  i-^ 


t'-^dU 


J 

0 


'  '  a 


und  durch  Trennung  des  reellen  von  dem  imaginären  Bestand theil: 


1 


Xft  —  Xc  =  —  2  sr  sin  y  4"  cos  a  n 


(19) 


e  —  ^-l 


t^-^dt. 


J 

0 


i  +  ^-l  4-  2  COS  -^ 

a 


1 


f  —  f-i 


i«-id<, 


./ 

0 


<  +  f-i  —  2  cos  -i?- 


1 


y^  —  t/c  =  —  2  ^  cos  y  —  sin  a  jt 


t  —  t-^ 


t^-^dt. 


<  4-  <-i  +  2  cos  /- 


§•  172. 
Besondere  Fälle. 

Im  Allgemeinen  lassen  sich  die  Integrationen,  auf  die  wir 
im  vorigen  Paragraphen  die  Aufgabe  zurückgeführt  haben,  nicht 
weiter  reduciren.  Ist  aber  a  =  m/n  eine  rationale  Zahl,  so  er- 
hält man  aus  §.  171  (11),  wenn  man  ä  =  1  setzt,  und  die  Sub- 
stitution 

(1)  tvi  =  <-n 

macht: 

(2)  B  =  —  n 


V^  —  t-*" 


in  _|_  l-n  _   2  cos 


ny 
m 


e»»-»  dt, 


also  ein  Integral  einer  rationalen  Function  von  t  Der  Ausdruck 
durch  Logarithmen  wird  aber  um  so  complicirter,  je  grösser  die 
ganzen  Zahlen  m  und  n  sind. 
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um  den  einfachsten  Fall  zu  betrachten,  nehmen  wir  a  =  1, 
also  m  =  n  =  l,u?  =  «7,  =^-J,  und  erhalten  durch  Integration 
mittelst  Zerlegung  in  Partialbrüche: 

(3)  z  =  —  t  -glogit-^g)  -  g-i\og{t-g-^\ 

und  hieraus  erhält  man  die  Gleichungen  für  die  freie  Grenze, 
wenn  man  t  =  e"*^  setzt. 

Aus  §.  171  (19)  ergiebt  sich  für  diesen  Fall 

(4)  Xh  —  Xc  =  —  2  —  nsiny  —  2cosylogtang  ^, 
Vb  —  ye  =  —  23rcosy, 

und  es  ist  also,  wenn  y  zwischen  0  und  n/2  liegt,  yj,  <r  yc^  und 
wenn  y  zwischen  n/2  und  n  liegt,  t/^  >-  ye.  Für  y  =  n/2  ist 
t/j,  =  t/^    Die  Differenz  Xi  —  Xc  wird  für  y  =  0  positiv  unendlich 

Fig.  66.  Fig.  67. 


und  ist  negativ  für  y  =  jr/2  und  auch  noch  für  y  =  n/4t.  Die 
Figuren  66,  67  zeigen  die  Art  der  Strömung,  von  denen  die  erste 
etwa  für  y  =  7r/4,  die  zweite  für  y  =  n/2  gilt. 

Der  Grenzfall  y  =  0  (ebenso  y  =  n)  bedarf  noch  einer  be- 
sonderen Betrachtung;  in  diesem  Falle  bleibt  nur  eine  ins 
unendliche  verlaufende  freie  Grenze  übrig.  Betrachten  wir  der 
Einfachheit  halber  nur  den  Fall  «  ==  1,  so  können  wir  das 
Resultat  aus  der  Formel  (3)  ableiten: 

(5)         ^  =  _f_2log(f-l)  =  -^-21og-^-^. 

So  lange  w  reell  ist,  und  zwischen  0  und  1  liegt,  ist  ^sr  =  rc  -f-  iy 
reell,  und  x  geht  von  —  oo  zu  -|-  oo.  Ist  t<;  zwischen  0  und 
—  1  gelegen,  so  erhält  man  den  Werth  von  ^sr,  wenn  man  einen 
Halbkreis  im  positiven  Sinne  um  den  Nullpunkt  beschreibt,  und 
findet  also 

X  = 2  log ,      y  z=  2n. 

Wenn  w  von  —  0  bis  —  1  geht,  so  geht  x  von  -j-  oo  bis 
1  —  2  log  2 ,  und  y  bleibt  constant  =  2n.  Setzen  wir  endlich 
w  =  e^^^  so  ergeben    sich  die  Gleichungen  der  freien  Grenze: 
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X  =  —  008-9-  —  2  log  (2 sin  ^\^ 
(6)  \  ^/ 

t/  z=       h\xi%  -\-  n  -\-  ^. 

Für  -9-  =  jr  wird  y  =  2jr  und  rc  =  1  —  2 log 2,  und  fSr 
-9"  =  0  wird  a;  =  -|-  oo  und  y  =  ;r.  Die  Strömung  wird  durch 
Fig.  68  veranschaulicht. 

Fügt  man  das  Spiegelbild  dieser  Strömung  an  der  Ebene 
y  =  0  hinzu,  so  kann  man  die  feste  Grenze  ah  weglassen  und 
erhält  so  den  von  Helmholtz  zuerst  behandelten  Fall  (Fig.  69), 

Fig.  68.  Fig.  69. 

c 


c 


—  b 


wo  ein  Flüssigkeitsstrom  aus  einem  unendlichen  Behälter  in  einen 
von  zwei  parallelen  Wänden  begrenzten  Ganal  einströmt 

§.  173. 
Beispiel  III. 

Wir  betrachten  noch  einen  Fall,  in  dem  die  Geschwindigkeit 
im  ganzen  Felde  nirgends  verschwindet  Wir  nehmen  für  die 
Fläche  W  ein  Viereck,  was  von  zwei  concentrischen  Kreisbögen 
und  zwei  Radien  begrenzt  ist. 

Die  Figuren  70  bis  73  zeigen  die  Gestalt  der  Fläche  W  und 
ihre  Abbildung  auf  die  Flächen  X  und  Xi  und  endlich  die 
wahre  Strömung  durch  die  Abbildung  in  der  jer-Ebene.  Es  strömt 
hier  ein  aus  dem  Unendlichen  kommender  Strahl  in  einen  trichter- 
artig verengten  Canal,  den  er  mit  vergrösserter  Geschwindigkeit 
wieder  verlässt.  Die  analytische  Lösung  des  Problems  verlangt 
die  Abbildung  des  Vierecks  W  auf  eine  ^j-Halbebene.  Wenn  man 
diese  hat,  so  kann  man  durch  eine  lineare  Substitution  mit 
reellen  Coefficienten 

V  _  ^i^±ß 

erreichen,  dass  den  Punkten  0  und  oo  in  der  Xi- Ebene  die  ge- 

0 

gebenen  Punkte  g  und  e  entsprechen.    Dann  erhält  man  2  =  logZi 
und  z  durch  Quadratur. 


Wir  beschränken  die   Aufgabe   nicht  wesentlich,   wenn   wir 
annehmen,  dasB  die  begrenzenden  Bögen  von  W  Halbkreise  aeien, 
Fig-  70.  Fig.  71. 


X 

' 

b 

■* 

X, 

Fig.  72. 

weil  wir  durch  die  Substitution  w;  =  u^  andere  Fälle  auf  diesen 
zurückführen  können. 

Eine  solche  Halb-Ringtläche  wollen  wir  so  auf  eine  f-Halb- 
«bene  abbilden,  düss  den  Punkten  ab  cd  die  Punkte 
(  =  +  1,  +  1/x,  -  1/x,  -  1 
entsprechen,  worin  x  ein  echter  Bruch  ist  (Fig.  74,  75).  Diese 
Abbildungsaufgabe  ist  nahe  verwandt  mit  der,  die  wir  im  §.  143 
des  ersten  Bandes  bebandelt  haben,  und  lasst  sich  wie  diese 
durch  Theta- Functionen   lösen.     Wir   wollen    hier    aber    einen 

Blemmnn-Wsbei,  Putiflll*  DiffenoUalgleicIiDBgtB.    IL  30 


143 

ese         M 

14 
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anderen  —  gewissennaassen  den  umgekehrten  —  Weg  einschlagen, 
indem  wir  nicht  t  als  Function  von  w^  sondern  w  als  Function 
von  t  darzustellen  suchen. 

Wenn  die  Abbildung  gelungen  ist,  so  ist  w  als  Function  von 
t  für  die  obere  ^Halbebene  bestimmt.  Wir  setzen  diese  Function 
dadurch  auf  die  untere  Halbebene  fort,  dass  wir  conjugirt 
imaginären  Werthen  ^,  t*  von  t  conjugirt  imaginäre  Werthe  u;,  uf 
von  w  entsprechen  lassen.  Dadurch  ist  w  für  alle  Werthe 
von  t  bestimmt.  Diese  Function  ist  in  der  ganzen  ^-Ebene  stetig, 
mit  Ausnahme  der  den  Kreisbögen  entsprechenden  Strecken 

(-  1,     +1)     und     (-1/X,     00,     +1^; 

auf  diesen  ist,  wenn  r^  und  r^  die  Radien  der  Kreise  sind: 

ww'  =  r^     und    tvw'  =  r^* 

Es  ist  also,  wenn  wir  längs  der  reellen  ^-Axe,  wobei  r^  und 
rj  constant  bleiben,  differentiiren : 

dlogt^ dlog«;' 

dt      ~  d^' 

und  folglich  ist 

(■)  (^J»!-")'  =  *,„ 

in  der  ganzen  f-Ebene  stetig  und  mithin  eine  rationale  Func- 
tion von  t 

Da  w  in  der  ganzen  ^ -Ebene  nicht  verschwindet,  so  kann 
0(t)  nur  in  den  Stellen  unendlich  werden,  in  denen  dw/dt  un- 
endlich wird,  und  dies  kann  nur  eintreten  in  den  Verzweigungs- 
punkten it  li  db  1/x.  Es  ist  aber  z.  B.  die  Entwickelung  von  tc 
in  der  Umgebung  des  Punktes  1  von  der  Form: 

iv  —  r,=  Vi— i  [uo  +  a.  (1  —  f)  +  ...], 
worin  a©   von  Null  verschieden  ist,  weil   einem  halben  Umlaufe 
in   der  ^- Ebene  um  den   Punkt   1   ein  Viertel  Umlauf  um  den 
Punkt  a  in  der  w-Ehene  entspricht.    Daraus  aber  ergiebt  sich,  dass 

für  t  =  1  endlich  bleibt.     Da  Aehnliches   für  die   anderen  drei 
Punkte  ft,  c,  d  gilt,  so  folgt,  dass 

(2)  (1  —t^)  (1  —xH'')0(t) 

in  der  ganzen  ^Ebene  endlich  und  stetig  ist. 
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Für  ^  =  00  hat,  wie  aus  der  Symmetrie  hervorgeht,  w  den 
Werth  irj,  und  da  dieser  Punkt  kein  Verzweigungspunkt  ist, 
so  beginnt  die  Entwickelung  von  w  —  ir^  nach  fallenden  Po- 
tenzen von  t  mit  der  —  l^^  Potenz,  folglich  die  von  die /dt  mit 
der  —  2*^  Potenz,  und  die  von  O  (t)  mit  der  —  4*^  Potenz  von 
t  Die  Function  (2)  ist  also  im  Unendlichen  endlich,  und  muss 
daher  gleich  einer  Constanten  C^  sein. 

Wir  erhalten  folglich  aus  (1): 

^  ^  dt  y(l  -  ii)(i  —  xHi)' 

Zur  Bestimmung  der  Gonstanten  C  und  x  und  einer  additiven 
Constante  der  Integration  hat  man  die  zusammengehörigen  Werthe 

^  =  +  1,  w  =  ±ri, 

^^^  t  =  ±^.  w  =  ±  u. 

Dazu  kommt  noch,  wie  man  wieder  aus  der  Symmetrie  schliessen 
kann,  das  zusammengehörige  Werthepaar 

(5)  ^  =  0,  w  =  ifi. 

Demnach  erhalten  wir 

i 

(6)  log-:^  =cf^_ 


dt 


0 

Setzt  man  noch  in  üblicher  Weise 

1 


y(i  —  V)  (1  —  x»<*) 


JVd  -<«)(!  -" 
(7)  1 


X 


iK'  =  (  ^^ 

J  V(l  —  V^){\  —  xn^) 


1 

und  bestimmt  die  Vorzeichen  so,  dass  K  und  K'  positiv  sind, 
so  folgt  aus  (4)  und  (6): 

iGK=l 

(8) 

iCK'  =  \og^  . 

also: 

80* 


»•2 
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nK' 

n  K'  r^  ^        r^ 

(9)  -X"  =  ^^S;^'        ^  =ZT  =  2- 

In  der  Bezeichnungsweise  der  elliptischen  Functionen  wird 
nach  (6) 

(10)  t  =  sinam  ^-^  log  ^ j , 

woraus  man  Ausdrücke  für  t  durch  logti;  mit  Hülfe   der  Theta- 
Functionen  erhalten  kann. 

Hat  man  so  die  Abbildung  der  Fläche  W  auf  die  ^- Ebene 
gefunden,  so  erhält  man  Xi  als  lineare  gebrochene  Function  von 
t  und  endlich  %  und  js  nach  §.  171  (1)  und  §.  169  (9). 


Zweiundzwanzigster  Abschnitt. 

Fortpflanzung  von  Stössen  in  einem  Qase. 


§.  174. 
Differentialgleichungen  für  ebene  Luftwellen. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  den  Problemen  der  Bewegung  gas- 
förmiger Flüssigkeiten,  in  denen  die  Dichte  q  als  eine  ge- 
gebene Function  des  Druckes  betrachtet  wird. 

Die  Differentialgleichungen,  die  in  diesem  Falle  die  un* 
bekannten  Functionen,  nämlich  die  Dichte  und  die  Componenten 
der  Geschwindigkeit,  bestimmen,  sind  nicht  linear,  und  ihre 
Integration  bietet  daher  grosse  Schwierigkeiten.  Es  sind  zwei 
Wege  eingeschlagen  worden,  um  diese  Differentialgleichungen  zu- 
gänglich zu  machen,  und  physikalisch  verwendbare  Resultate 
daraus  zu  ziehen.  Bei  dem  ersten  werden  die  Geschwindigkeiten 
und  die  Dichtigkeitsänderungen  der  Gastheilchen  als  unendlich 
klein  angesehen,  und  man  führt  durch  diese  Annahme  die  Diffe- 
rentialgleichungen auf  lineare  zurück,  die  in  speciellen  Fällen  eine 
Integration  gestatten,  durch  die  dann  die  wahren  Vorgänge  mit  einer 
gewissen  Annäherung  dargestellt  werden.  Die  mathematischen 
Hülfsmittel,  die  hierbei  anzuwenden  sind,  sind  wesentlich  die- 
selben, die  wir  im  fünfzehnten  Abschnitte  auf  die  elektromagneti- 
schen Schwingungen  angewandt  haben,  und  wir  gehen  hier  nicht 
mehr  darauf  ein. 

Mathematisch  von  weit  höherem  Interesse  ist  der  Weg,  den 
uns  Riiamann  eröffnet  hat,  der  in  gewissen,  besonders  einfachen 
Fällen    die    allgemeinen    Differentialgleichungen    ohne    Vemach- 
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lässigung  integrirt  hat^).  Wir  versuchen,  im  Folgenden  ein  Bild 
und  einige  specielle  Anwendungen  dieser  Untersuchungen  zu 
geben. 

Die  vereinfachenden  Voraussetzungen,  die  wir  machen,  sind 
die  folgenden.  Wir  sehen  zunächst  von  der  Wirkung  äusserer 
Kräfte,  wie  z.  B.  der  Schwerkraft,  gänzlich  ab.  Der  Einfluss 
solcher  Kräfte  wird  in  der  That  bei  Vorgängen,  wie  es  die 
Schallschwingungen  in  der  Luft  sind,  unmerklich  sein. 

Wir  nehmen  femer  an,  dass  alle  Bewegungen  nur  parallel 
mit  der  x-Axe  erfolgen  (longitudinale  Wellen)  und  dass  der  Be- 
wegungszustand in  allen  Punkten  einer  Ebene,  die  auf  der  x-Axe 
senkrecht  steht,  derselbe  sei,  dass  also  Geschwindigkeit  und 
Dichtigkeit  nur  von  einer  räumlichen  Goordinate  x  abhängeD. 
Wir  brauchen  hierbei  diese  Ebenen  nicht  als  unbegrenzt  anzu- 
nehmen, sondern  es  passt  diese  Annahme  auch,  sofern  man  von 
der  Reibung  des  Gases  an  den  Wänden  absieht,  auf  die  Be- 
wegung der  Luft  in  cylindrischen  Röhren,  z.  B.  in  Orgelpfeifen. 

Von  dem  Einflüsse  einer  Begrenzung  in  der  rc-Richtung  sehen 
wir  gleichfalls  ab,  denken  uns  also  die  Röhre,  in  der  eine  solche 
Bewegung  vor  sich  geht,  als  unendlich  lang. 

Den  Druck  p  nehmen  wir  als  eine  gegebene  Function  der 
Dichtigkeit  an,  und  setzen 

(1)  -  p  =  (p{Q). 

Insbesondere  verfolgen  wir  die  beiden  in  §.  142  unterschiedenen 
speciellen  Fälle: 

(2)  q){Q)  =  a^Q, 

wenn  wir  die  Temperatur  als  constant  annehmen  dürfen  (iso- 
thermischer Zustand,  Boyle'sches  Gesetz),  und 

(3)  q>  (Q)  =  a^  9^ 


*)  Ueberdie  Fortpflanzung  ebener  Luftwellen  von  endlicher  Schwingungs- 
weite. Abhandlungen  der  Göttinger  Gesellschaft  der  Wissenschaften,  Bd.  VIII, 
1860.  Riemann's  Werke,  zweite  Auflage,  S.  156.  Vergl.  ein  Referat  von 
Christof  fei,  Fortschritte  der  Physik,  Bd.  XV,  S.  123. 

Unabhängig  von  Riemann  und  ungefähr  gleichzeitig  ist  eine  Unter- 
suchung von  Earnshaw  (Philosophical  Transactions  1860),  die  das  Problem 
in  ähnlicher  Weise  angreift,  aber  nicht  so  weit  führt.  Ein  Versuch  einer 
Verallgemeinerung  ist  von  Lipsohitz  gemacht  (Crelle's  Journal,  Bd.  100, 
1885). 
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wenn  der  Vorgang  als  adiabatisch  betrachtet  wird,  worin  dann  h 
den  Werth  1,4101  hat  (Poisson'sche  Annahme).  In  beiden 
Fällen  ist  a  eine  Gonstante. 

Dann  ergeben  sich  aus  §.  145  (2)  und  (4)  für  die  beiden 
unbekannten  Functionen  u  und  (>  die  Differentialgleichungen: 

du    .du  ,.  .  dlogQ 

dt     "^  **     dx     ~~       dx' 

Nehmen  wir  für  ^  =  0  die  Functionen  u  und  log  q  als  Func- 
tionen von  X  als  gegeben  an,  so  erhält  man  aus  (4)  die  Diffe- 
rentialquotienten du/dt^  dlogQ /dt  für  ^  =  0  gleichfalls  als  ge- 
gebene Functionen  von  x^  und  durch  fortgesetzte  Differentiation 
nach  t  kann  man  auch  die  höheren  Differentialquotienten  bilden. 
Demnach  kann  man  unter  der  Voraussetzung  des  Taylor'schen 
Lehrsatzes  diese  Functionen  nach  Potenzen  von  t  entwickeln  und 
die  Entwickelungscoefficienten  sind  eindeutig  bestimmt.  Die  Ein- 
deutigkeit der  Lösung  ist  hierdurch  aber  nur  so  weit  erwiesen, 
als  diese  Voraussetzungen  zutreffen,  und  wenn  ünstetigkeiten 
eintreten,  so  wird  es  in  der  Tliat  unter  Umständen  mehrere  Zu- 
stände geben,  die  den  Bedingungen  der  Aufgabe  formal  genügen, 
wenn  auch  von  diesen  voraussichtlich  nur  einer  physisch  mög- 
lich ist. 

Ueber  die  Function  tp  (q)  wollen  wir  im  Allgemeinen  nur  die 
Voraussetzung  machen,  dass  sie  mit  wachsendem  q  wächst,  d.  h. 
dass  eine  Steigerung  des  Druckes  immer  mit  einer 
Volumenverminderung  verbunden  ist.  Dann  ist  (p'{q) 
positiv,  und  da  nach  dem  Fundamentalsatz  der  Differentialrechnung 

ist,  worin  (>!,  Qi  zwei  verschiedene  Werthe  von  p,  und  q'  ein 
zwischen  ihnen  gelegener  Werth  ist,  so  ist  auch  dieser  Quotient 
positiv.    Desgleichen  ist  q  selbst,  seiner  Bedeutung  nach,  positiv. 

§.  175. 
Fortpflanzung  von  Ünstetigkeiten. 

Aus  den  Differentialgleichungen  (4)  sind  u  und  q  als  Func- 
tionen von  X  und  t  zu  bestimmen,  wenn  diese  Grössen  in  einem 


472  Zweiundzwanzigster  Abschoitt.  §.  175. 

Augenblick  ^  =  0  als  Functionen  von  x  gegeben  sind.  Sind 
diese  Anfangswerthe  stetige  Functionen  von  rc,  so  werden  sie 
sich  zunächst  diesen  Differentialgleichungen  gemäss  ändern,  aber 
es  wird,  wie  wir  später  noch  sehen  werden,  in  den  meisten  Fällen 
eintreten,  dass  sie  im  Laufe  der  Zeit  in  unstetige  Func- 
tionen von  X  übergehen.  Von  da  an  genügen  dann  die  Diffe- 
rentialgleichungen allein  nicht  mehr,  um  den  ferneren  Verlauf 
der  Functionen  zu  bestimmen.  Es  muss  für  diesen  Fall  durch 
besondere  Betrachtungen  das  Gesetz  der  Fortpflanzung  der  ün- 
stetigkeiten  ermittelt  werden. 

Es  sei  also  zur  Zeit  t  hei  x  =  ^  eine  Stelle ,  wo  sich  die 
Functionen  u  und  q  unstetig  ändern  und  wir  nehmen  zu- 
nächst an,  dass  sich  eine  solche  Unstetigkeitsstelle 
einheitlich,  d.  h.  ohne  sich  in  mehrere  Unstetigkeits- 
stellen  zu  theilen,  mit  der  Zeit  fortbewege.  Das  Gesetz 
dieser  Fortbewegung  ist  aufzustellen,  und  dies  gelingt  durch  Be- 
trachtungen, die  denen  ganz  analog  sind,  aus  welchen  die  Diffe- 
rentialgleichungen selbst  abgeleitet  worden  sind. 

Wir  bezeichnen  mit  Mi,  ^i  die  Werthe  der  Functionen  ti,  q 
für  x  =  I  —  0  und  mit  Mj,  q^  die  Werthe  derselben  Functionen 
an  der  Stelle  ^  -{-  0.  Im  Zeitelemente  dt  habe  sich  die  Un- 
stetigkeitsstelle um  die  Strecke  d|  fortbewegt  Die  erste  der 
aufzustellenden  Bedingungen  drückt  die  Continuität  der  Masse 
p-     7g  aus.    Wir  betrachten  einen  der  x-Rich- 

.tung  parallelen  Cylinder  (xiX^)   vom 
w  Querschnitt  oj,  der  die  Stellen  |  und 

I  -f-  d|  in  sich  enthält,  von  beliebiger 
aber  unendlich  kleiner  Höhe  x^  —  ^i 
(Fig.  76).  Durch  die  Grundfläche  o 
bei  Xi  fliesst  in  der  Zeit  dt  die  Gasmasse  UiQiG)dt  in  den 
Cylinder  ein,  und  durch  die  Endfläche  o  bei  x^  fliesst  die  Gas- 
masse U2Q2^^^  ^^B.  Der  Gewinn  an  Masse  in  dei^  ganzen 
Cylinder  ist  daher 

(Wi  (>!  —  u.^  Q2)  (odt. 

Ist  d|  positiv,  so  bleibt  die  Dichtigkeit  g  zwischen  x^  und  | 
(bis  auf  eine  unendlich  kleine  Grösse)  ungeändert  gleich  Qi  und 
ebenso  zwischen  ^  -\-  d^  und  X2  gleich  q^-  ^^  ^^^  Strecke  df 
ist  aber  die  Dichtigkeit  von  Q2  auf  Qi  gestiegen,  und  demnach 
muss  die  zugeströmte  Masse  gleich 

{Qi  —  Q2)  fx)d^ 


d 


I 


->x 
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sein.    Hieraus  ergiebt  sich  die  erste  Bedingung: 

(1)  ^iQ\  —  <*a  Q2  =  {Qi  —  9a)  -jj, 

die  auch  für  negative  df  unverändert  gültig  bleibt.  Die  Ge- 
schwindigkeiten der  Gasmasse  sind  (bis  auf  unendlich  kleine 
Grössen)  in  dem  Cylinder  (xi  x^  ungeändert  geblieben,  ab- 
gesehen von  der  Schicht  d|.    Setzen  wir 

(2)  ^  =  --% 

80  ist  V  die  relative  Geschwindigkeit,  mit  der  sich  ein 
Gastheilchen,  das  die  Geschwindigkeit  u  hat,  gegen  die  Unstetig- 
keitsstelle  hin  bewegt.  Die  Bedingung  (1)  lässt  sich  dann  auch 
so  schreiben: 

(3)  ^iVi  =  ^jVa, 
und  es  ist 

(4)  QiV^Gidt   =    Q^V^Gidt 

die  Gasmasse,  die  in  der  Zeit  dt  in  der  positiven  Richtung  durch 
die  ünstetigkeitsstelle  während  deren  Bewegung  von  |  nach  |-}"^^ 
hindurchgedrungen  ist.  Die  Geschwindigkeit  dieser  Gasmasse  ist 
also  von  ii^  in  u^  übergegangen,  und  sie  hat  also  die  Geschwindig- 
keitszunahme ^2  —  Wi  =  Va  —  Vi  erfahren.  Die  Kraft,  die  diesen 
Geschwindigkeitsunterschied  bewirkt  hat,  ist  aber  der  Druck- 
unterschied 

(5)  Ol   —  p^)  (D. 

Nach  einem  Grundgesetz  der  Mechanik  ist  aber,  wenn  eine 
Stosskraft  während  einer  unendlich  kleinen  Zeit  auf  eine  Masse 
wirkt,  das  Product  aus  der  Kraft  und  der  Zeit  gleich  dem  Pro- 
ducte  aus  der  Masse  und  dem  Geschwindigkeitszuwachse,  und 
es  ist  also  aus  (4)  und  (ö) 

{P\  —  p^^Gidt  =  (yg  —  Vi)  Qi  Vi  (odtj 

woraus  sich,  wenn  p  =  (p{q)  gesetzt  wird,  die  zweite  Bedingung 
ergiebt: 

(6)  (p(Qi)  —  9^(Qi)  =  (V2  —  Vi)QiVi. 

Aus  (6)  erhält  man,  wenn  man  v^  durch  (3)  eliminirt: 
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(7)  ' 

f2  =  T|/ 


^Pa   9(9i)  - 

-  ^(Ps) 

9i          Pi  - 

-  Q2 

'Qi   9(Qi)  - 

-  ^(Pa) 

und  in  diesen  beiden  Ausdrücken  muss  das  Vorzeichen   nach  (3) 
übereinstimmen.    Aus  (7)  erhält  man  endlich  durch  (2): 


=  ^4-  l/pi  y(Pi)  —  y(gi 

^  ""  f   Pi         Pi  —  92 


/ftX  d| _!_    I/PJ    9(Pl)    —    9(92) 


—    9(9») 


r  Q2      Qi  —  Qi 

woraus  noch  folgt: 


(9) 


«X  -  «.  ±  (P,  -  P.)  |/-p;-^7(^7^-p;j  -  <>• 


Gelten  die  oberen  Zeichen,  so  ist  d^/dt  grösser  als  u^  und 
Ua  und  die  Unstetigkeitsstelle  bewegt  sich,  relativ  zu  der  Gas- 
masse, in  der  Richtung  der  positiven  a;-Axe.  Aus  (9)  folgt,  dass 
1*1  —  Uj  und  9i  —  pa  das  gleiche  Zeichen  haben.  Wir  nennen 
in  diesem  Falle  die  Unstetigkeit  einen  vorwärts  schreitenden 
Stoss,  womit  nicht  gesagt  sein  soll,  dass  d^/dt  positiv  sein 
müsste. 

Gelten  in  (8)  und  (9)  die  unteren  Zeichen,  so  sprechen  wir 
in  demselben  Sinne  von  einem  rückwärts  schreitenden 
Stosse.  In  diesem  Falle  haben  Uj  —  Uj  und  q^  —  q^  entgegen- 
gesetzte Zeichen.  Wir  haben  hiemach  vier  Fälle  zu  unter- 
scheiden: 

Vorwärts  schreitende  Stösse: 

1.  tti  —  «2  >  0,     Qi  —  p2  >  ö,     Verdichtungsstoss, 

2.  Ui  —  W2  <C  0,     Qi  —  (>2  <  ö»    Verdünnungsstoss; 

Rückwärtsschreitende  Stösse: 

3.  Wi  —  «2  >  0,    Qi  —  Q2  <C  0,     Verdichtungsstoss, 

4.  t*j  —  Wa  <C  0,     Qi  —  p2  >  0,    Verdünnungsstoss. 

In  den  Fällen  1.,  3.  bewegen  sich  die  Gastheilchen  zu  beiden 
Seiten  der  Unstetigkeitsstelle  gegen  einander,  und  die  dich- 
teren Theüe  folgen  den  weniger  dichten  (in  der  Richtung  des 
Fortschreitens  des  Stosses).     Es  werden  die  Gastheile,  die  von 
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dem  Stosse  erreicht  werden,  eine  plötzliche  Verdichtung 
erfahren. 

In  den  Fällen  2.  und  4.  bewegen  sich  die  Gastheilchen  zu 
beiden  Seiten  der  Unstetigkeitsstelle  aus  einander.  Im  Fort- 
schreiten des  Stosses  erfahren  die  Gastheile  eine  plötzliche 
Verdünnung.  Wir  werden  später  noch  sehen,  dass  die  Ver- 
dünnungsstösse  in  der  Natur  nicht  vorkommen. 


§.  176.       . 
Eine  particulare  Lösung. 

Wir  wollen  nun  den  allgemeinen  Differentialgleichungen  für 
die  Bewegung  des  Gases: 

du  du        _  ./  V  8]og£ 

dt    '^^    dx    ~'      dx 

unter  der  speciellen  Annahme  zu  genügen  suchen,  dass  u  eine 
Function  von  q  allein  sei.  Unter  dieser  Voraussetzung  er- 
geben die  Gleichungen  (1): 

du 


dlogpV-87-  +  *'-8ar-;--    ^'(P)    X^. 
6  log  p    .        8logp    ^     du     8  log  9 

dt     "^  ^*    dx~   ~      d\ög^~dir' 

und  daraus  ergiebt  sich,  wenn  nicht  q  constant  ist: 

Wir  führen  eine  Function  /(p)  durch  die  Gleichung  ein: 

(4)  /((•)=  fV7(e)d  log  p, 

worin  die  Quadratwurzel  positiv  genommen  und  die  Integrations- 
constante  irgendwie  festgelegt  ist  Es  wird  z.  B.  für  das  Boyle'- 
sche  Gesetz  [§.  174  (2)]: 

(5)  f{Q)  =  alogQ, 

oder  für  das  Poisson'sche  Gesetz  [§.  174  (3)]: 
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(6)  .         /(,)  =  1^  p 


a 


Dann  ergiebt  sich  aus  (3),  wenn  wir  mit  c  eine  Constante 
bezeichnen: 
(7)  «  =  ±/(p)  +  c, 

worin  jedes  der  beiden  Zeichen  zulässig  ist.  Für  das  obere  wird 
u  mit  wachsendem  q  wachsen,  für  das  untere  abnehmen.  Der 
eine  Fall  geht  in  den  anderen  über,  wenn  die  a;- Richtung  ent- 
gegengesetzt genommen  wird,  und  beide  Fälle  sind  also  nicht 
wesentlich  verschieden. 

Führen  wir  nun  diese  Annahme  in  die  zweite  Gleichung  (2) 
ein,  so  ergiebt  sich 

(8)  ^P  +  [«±V?(7)J^  =  o, 

worin  das  Vorzeichen  mit  dem  Vorzeichen  in  (7)  übereinstimmen 
muss.    Führen  wir  hierin  die  Function 


(9)  fj  =  u±f^^)  =  ±f{Q)±)fV(Q)  +  c 

ein,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  (8)  mit  dti/dlogg  multiplicireD^ 
für  1}  die  Differentialgleichung: 

Hierin  ist  tj  eine  gegebene  Function  von  q,  die  unter  den 
beiden  Annahmen  (5)  und  (6)  die  Ausdrücke  erhält: 

(11)  ,  =  4:a{Ioge  +  l)  +  c, 

(12)  r)  =  ±afkl^lQ^  +  c. 

Daraus  wird,  wenn  rj  gefunden  ist,  q  erhalten,  und  dann  er- 
giebt sich  u  aus  (7). 

Die  Differentialgleichung  (10)  ist  von  derselben  Form  wie 
die,  die  wir  im  §.  188  und  §.  189  des  ersten  Bandes  discutirt  haben. 
Man  erhält  ihr  allgemeines  Integral  in  der  Form: 

(13)  ri=F(x-rit), 

worin  F  das  Zeichen  für  eine  willkürliche  Function  ist  oder  auch 

(14)  x  =  f,t-\-G  (7?), 

wenn  G  die  Umkehrung  von  F^  also  gleichfalls  eine  willkürliche 
Function  ist. 
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Zur  Veranscliaulichung  denken  wir  uns  x  und  t  als  recht- 
winklige Coordinaten  in  einer  Ebene,  und  verlangen,  dass  17  als 
Function  des  Ortes  in  der  den  positiven  Werthen  von  t  ent- 
sprechenden Halbebene  bestimmt  werde.  Dann  können  wir  der 
Gleichung  (13)  den  Ausdruck  geben,  dass  jedem  constanten 
71  eine  Gerade  (14)  entspricht,  dass  also  die  Function 
71  einen  constanten  Werth  iy',  den  sie  in  einem  Punkte 
af^V  hat,  auf  einer  geraden  Linie  von  der  Gleichung 

<15)  x  —  n't  =x'  —  7i't* 

unverändert  behalten  soll.  Auf  dieser  Geraden  er- 
hält sich  nach  (11)  und  (12)  auch  ein  constanter  Werth 
(>'  von  (),  und  also  nach  (7)  auch  ein  constanter  Werth 
u'  von  u. 

Bildet  diese  Linie  mit  der  a:-Axe  den  Winkel  ^\  so  ist 

7i'  =  cotang^. 

Diese  Gerade  ist  also  um  so  stärker  gegen  die  a:-Axe  ge- 
neigt, je  grösser  71'  ist. 

Nach  unserer  Voraussetzung  ist  71  •=  ti^  auf  der  ganzen  a:-Axe 
gegeben.  Construiren  wir  also  von  jedem  Punkte  a^o  dieser  Axe 
aus  eine  Gerade  unter  dem  durch 

cotang  -d-o  =  i?o 

bestimmten  Winkel,  so  bleibt  der  gegebene  Werth  1^0  auf  dieser 
Geraden  erhalten  und  iy  ist  in  jedem  Punkte  eindeutig  bestimmt, 
so  lange  sich  nicht  zwei  solche  Geraden  in  einem  Punkte  schnei- 
den. Dies  tritt  auf  der  Seite  der  positiven  t  niemals  ein,  wenn  71^ 
eine  mit  wachsendem  x  wachsende  Function  ist,  und  dann  ist 
also  71  eindeutig  und  allgemein  bestimmt.  In  anderen  Fällen 
werden  die  Geraden  für  positive  t  eine  Enveloppe  haben,  die 
nach  (14)  durch  die  beiden  Gleichungen 

t  =  -G\7i), 

X=  O  {71)   —  71  G\7l) 

dargestellt  ist,  und  die  Lösung  ist  nur  in  dem  ausserhalb  der 
Enveloppe  gelegenen  Stücke  der  a;^- Ebene  eindeutig  bestimmt 
{Fig.  74  auf  Seite  496  des  ersten  Bandes).  Im  Inneren  der 
Enveloppe  würde  unser  Verfahren  zwei  verschiedene  Werthe  von 
71  geben,  und  in  diesem  Theile  der  Ebene  sind  also  u  und  q 
noch  nicht  bestimmt.    Wir  können  im  Allgemeinen  nicht  einmal 
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sagen,  dass   in   diesem   Stücke  die  Voraussetzung,   dass   u  eine 
Function  von  q  ist,  noch  aufrecht  erbalten  werden  kann. 

Wir  wollen  noch  den  besonderen  Fall  betrachten,  dass  17  auf 
der  rc-Axe  eine  gegebene  Unstetigkeit  bei  a;  =  0  hat,  und 

für  ^  =  0,        X  <i  0    sei    ij  =  rj^^ 
„    ^  =  0,        rc  >  0      „      V  =  Vü^ 

dabei  wollen  wir  annehmen,  dass  rji  und  ij,  Gonstanten  seien. 
Wir  haben  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 

Erste  Annahme  rji  <CV2' 
Bestimmen  wir  die  Function  rj  durch  Construction   der  ge- 
raden Linien  (15),  so  erhalten  wir  zwei  Gerade  (0,  1)  und  (0,2), 
deren  Neigungswinkel  d"^^  dj  gegen  die  rc-Axe  durch 

(16)  cotang-d"!  =  ly^,  cotangO*,  =:  rj^ 

Fig.  77. 


00 


bestimmt  sind  (Fig.  77).  Es  ist  rj  constant  =  rj^  in  dem  Sector 
( —  00,  0,  1)  und  =  1^2  i"  <36m  Sector  (2,  0,  -j-  00).  In  dem  Sector 
(1,  0,  2)  bleibt  rj  noch  unbestimmt. 

Man  findet  aber  sehr  leicht  (vergl.  Bd.  I,  S.  500),  dass  man 
der  Differentialgleichung  (10)  in  diesem  Sector  durch  die  An- 
nahme 


(17) 


X 


--  =  cotang^ 


genügt  und  diese  Werthe  von  rj  schliessen  sich  an  den  Linien 
(0,  1)  und  (0,  2)  stetig  an  die  constanten  Werthe  %,  i^j  an. 
Hier  können  wir  also  eine  für  die  ganze  Halbebene  stetige 
Lösung  finden.    Nach  (8)  ist 


dlogp 
~dt 


a  log  Q 

d  i  ' 


i( 


d\0gQ 


ex 


>   ,,  .  ölogp 


und   dies  ist  nach  §.  145  (1)   die  Aenderung  von  log^,  auf  die 
Zeiteinheit  berechnet,   die   ein   bestimmtes  Gastheilchen  erleidet 
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Nach  (4)  und  (9)  ist  aber  log  q  eine  Function  von  t]  ,  und  es  ist 

und  daraus  folgt: 

folglich,  wenn  rj  durch  (17)  bestimmt  ist: 

dlogp 1 


/  dlogVy-(p)\ 

\    "^       dloffo     / 


\      '         d  log  9 

also  nach  dem  Boyl ersehen  Gesetz: 

dlogQ 1 

dt     ~~T 

und  nach  dem  P oi s so n' sehen  Gesetz: 

d  log  p  2 


dt     ~       (A;+l)r 

in  beiden  Fällen  ist  also  d\ogQ/dt  negativ,  d.  h*.  die  Dichtigkeit 
nimmt  in  jedem  Gastheilchen  ab,  und  es  breitet  sich  also  von 
der  ünstetigkeitsstelle  aus  eine  stets  breiter  werdende  Ver- 
dünnungswelle aus,  deren  vorderes  und  hinteres  Ende  mit 
constanter  Geschwindigkeit  fortschreiten. 

Damit  dieser  Bewegungszustand  möglich  sei,  können  die  An- 
fangswerthe  Wj,  q^^  U2,  Q%  nicht  ganz  willkürlich  gegeben  sein, 
sondern  es  muss  zufolge  der  Gleichung  (9),  die  in  dem  ganzen 
Sector  (1,0 , 2)  und  also  auch  an  dessen  Grenzen  erfüllt  sein  muss: 

(18)        .  ^1  =  ^1  ±  fy^  =  ±f(Qi)  ±  vV(pO  +  c, 

V2  =  ^h  ±  V9'(P2)  =  ±f{Qr)  ±  f^iQi)  4-  ^1 
also 

(19)  w, -U2  =  ±[/(p0-/(^2)] 

und  ausserdem  wegen  rj^  <C.  Vi' 

(20)  u,  —  W2  <  T  (iVM  -  iVM) 

sein. 

Für  das  Boyle'sche  Gesetz  werden  diese  Bedingungen 
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(21)  Ui  —  Wj  =  ±  a  log  ^ ,         Wi  —  Ua  <  0, 

und  für  das  Poisson'sche  Gesetz: 

(22)  «1  —  Ma  = 

±i.f  (.;-^  -  ..^)  <  T  .yx  (,r-  -  ..-■). 

also  ist,  da  2/(k  —  1)  >  1  ist,  nach  beiden  Annahmen  u,  —  u, 
negativ  und  für  den  Fall  der  oberen  Zeichen  Qi  kleiner  als  g^, 
für  den  Fall  der  unteren  pj  grösser  als  9,. 

Die  Gastheilchen  werden  sich  also  an  der  Unstetigkeitsstelle 
von  einander  entfernen;  die  Unstetigkeit  löst  sich  auf,  und  es 
geht  von  ihr,  je  nachdem  die  oberen  oder  die  unteren  Zeichen 
gelten,  eine  vorwärtsschreitende  oder  eine  rückwärts- 
schreitende Verdünnungswelle  aus. 

Damit  ist  wieder  nicht  gemeint,  dass  diese  Welle  im  ab- 
soluten Räume  vorwärts  oder  rückwärts  schreitet,  sondern  nur, 
dass  die  Verdünnung  im  Fortschreiten  die  vor  ihr  oder  die  hinter 
ihr  liegenden  Gasmassen  ergreift. 

Zweite  Annahme  i^j  >  1^2» 
In  diesem  Falle  würde  die  Construction  mit  den  geraden 
Linien  in  dem  Sector  (1,  0,  2)  zwei  verschiedene  Werthe  von  iy  er- 
geben. Dieser  Widerspruch  kann  nur  dadurch  gelöst  werden, 
dass  von  der  Unstetigkeitsstelle  eine  Unstetigkeitslinie,  also 
ein  Verdichtungsstoss,  ausgeht,  der  den  Bedingungen  des  §.  175 
genügen  muss.  Diesen  Fall  werden  wir  im  nächsten  Paragraphen 
allgemeiner  erledigen,  und  brauchen  daher  hier  nicht  näher 
darauf  einzugehen. 


§.  177. 
Das  Riemann'sche  Beispiel. 

Diese  Resultate  gewähren  die  Mittel,  um  das  von  Riemann 
gegebene  Beispiel  (Art.  7  der  Riemann'schen  Abhandlung,  ge- 
sammelte Werke,  S.  168)  allgemein  durchzuführen.  Die  Rie- 
mann'sche Annahme  besteht  darin,  dass  zur  Zeit  t  =  0  zwei 
Gasmassen  mit  den  constanten  Geschwindigkeiten  und  Dichtig- 
keiten  ?<!,  pi;  «2,  Q2  an  einer   F^bene  .r  =  0  zusammenstossen. 


§.  177. 


Das  Riemann'sohe  Beispiel. 
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Wir  werden  im  Folgenden  für  alle  Annahmen  über  diese  Grössen 
eine  Lösung  der  Differentialgleichungen  finden,  die  für  ^  =  0  stetig 
in  diesen  Anfangszustand  übergeht,  und  die  überall,  wo  sie  un- 
stetig ist,  den  im  §.  175  entwickelten  Gesetzen  gehorcht. 

Zur  Erleichterung  der  Anschauung  behalten  wir  die  Dar- 
stellung von  X  und  t  durch  rechtwinkelige  Goordinaten  in  einer 
Ebene  bei. 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  erhalten  wir  aus  der  einfachen 
Bemerkung,  die  theils  evident  ist,  theils  sich  aus  den  Be- 
trachtungen des  vorigen  Paragraphen  ergiebt,  dass  die  all- 
gemeinen Differentialgleichungen  des  Problems  in  einem  Theile 
der  ;r^-Ebene  befriedigt  sind,  wenn 
a)  u  und  q  constant  sind, 
die  beiden  Gleichungen 


b) 


X 


«  =  TV9''((>)  + j, 


wonn 


f(Q)  =  j  ^9'i<f)dlogQ,  [§.  176,  (4),  (7),  (9),  (17)] 

zugleich  befriedigt  sind,   und  wir   zeigen    nun,    dass    sich    alle 
Möglichkeiten  unter  den  folgenden  vier  fallen  unterbringen  lassen. 

I.    Zwei  Verdichtungsstösse: 

Annahme:  Von  der  Unstetigkeitsstelle  laufen 
zwei  Verdichtungsstösse  mit  constanter  Ge- 
schwindigkeit, der  eine  vorwärts,  der  andere 

rückwärts. 

Fig.  78. 
t 


^^,9i 


Vor  dem  ersten  Verdichtungsstösse  bleiben  die  constanten 
Werthe  Uj,  pa,  hinter  dem  zweiten  die  constanten  Werthe  Ui,  9,, 
zwischen  diesen  herrschen  constante  Werthe  m',  q'  der  Func- 
tionen tf,  (>,  die  noch  zu  bestimmen  sind. 

Riemann-Weber,  Partielle  DifforentialgleichangeD.    II.  gj 
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Sind  li,  I3  die  Abscissen  dieser  Verdichtungsstösse,  so  ist 
(Fig.  78  a.  V.  S.): 

(1)  ^  =  cotang  ^1,      ^  =  cotang »,. 

Nach  §.  175  (8)  ergeben  sich  hierfür  die  Bedingungen: 
cotang».  =  «.  -  l/P'    We')_i:JL(?l)_ 


(2) 


_«'     1  /  gl  y  (e')  —  y  (gl) 

cotang^,  =  «,  +  ^IflMEIM 

•j=  u'  4.  i/?2  9>_(ip_')_r-_?'Jj?i) 

und  zugleich  muss,  da  wir  Verdichtungsstösse  haben  wollen,  g' 
grösser  als  Qi  und  q^  sein.    Demnach  ergiebt  sich  aus  (2): 


,,     ,w_  i/(g'-g.)i«p(g')-«p(gi)] 

(3)  ^  ^^' 

u'  —  M  =  lA«*'  —  gii)['<'(g')  — y(g2)] 
*      r  g'g«  ' 

und  daraus  durch  Addition: 


(4) 


„^  _  „^  =  i/(_g.' -_g.)[9(g')_-:^(_gOI 

r p_pi 


Man  bemerkt  nun,  dass  die  Function 

(P  —  9i)\^(q)—  ^(Qi)] 
9Qi 

wenn  9  >  Pi  ist,  mit  (>  zugleich  wächst,  denn  ihr  nach   q  ge- 
nommener Difierentialquotient 

-\[<!P(g)-9'(g.)]  + V/-"P'<P^ 

ist  unter  dieser  Voraussetzung  positiv. 

Wenn  also  g'  grösser  als  der  grössere  der  beiden  Werthe 
p,,  p2   ist,   so  wächst  die  rechte   Seite   von  (4)  mit  q'  zugleich. 
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und  es  folgt,  dass,  wenn  die  Gleichung  (4)  erfüllbar  sein  soll: 

I.   u,  - 1.,  >l/IKI-  P2)[y((>i)  -  <pQ 

sein  muss.  Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  giebt  es  einen  und 
nur  einen  Werth  von  q\  der  grösser  ist  als  der  grösste  der 
beiden  (>i,  q^  und  der  der  Bedingung  (4)  genügt  i).  Hat  man  q\ 
80  findet  man  aus  einer  der  beiden  Gleichungen  (3)  den  zu- 
gehörigen Werth  von  u'. 

Es  ist  hier  Ui  • —  U2  positiv;  es  müssen  sich  also,  damit  dieser 
Fall  eintrete,  zu  Anfang  die  beiden  Gasmassen  einander  ent- 
gegenbewegen, und  zwar  mit  einer  Geschwindigkeit,  die  eine  von 
den  Anfangswerthen  der  Dichtigkeit  abhängige  Grenze  über- 
schreiten muss. 

Aus  den  zweiten  Darstellungen  von  cotang^^,  cotangO*^  in 
(2)  ergiebt  sich 

cotang-O-j  >>  cotang-O*!, 

wie  es  in  der  Figur  78  angenommen  ist. 

Als  Grenzfall  ist  noch  der  zu  erwähnen,  wo 


(5) 


■^  ^        f  Q1Q2 


ist.  Ist  dann  (>i  >>  (>2i  so  genügen  wir  den  Bedingungen  (3), 
wenn  wir  q'  =  q^^  u'  =  u^  setzen,  und  es  bleibt  also  nur  ein 
vorwärtsschreitender  Verdichtungsstoss  übrig.  Ist  aber 
Qi  <  Q21  so  bleibt  nur  der  rückwärtsschreitende  Ver- 
dichtungsstoss. 

II.    Zwei  Verdünnungswellen. 

Annahme:  Von  der  Unstetigkeitsstelle  laufen 
zwei  Verdünnungswellen,  die  eine  vorwärts, 
die  andere  rückwärts. 

Wir  lassen  vom  Nullpunkt  (Fig.  79  a.  f.  S.)  vier  gerade  Linien 
1,  2,  3,  4  unter  den  Winkeln  d'^^  ^21  ^n  ^a  gögen  die  positive 
a;-Axe  auslaufen  und  nehmen  an,  in  dem  Sector  ( —  00,  0,  1) 
seien  u,  q  constant  gleich  den  gegebenen  Anfangswerthen  Ui^  q^, 
ebenso  in  (4,  0,  -f-  00)  gleich  m,,  pj,  in  (2,  0,  3)  seien  ti,  q  gleich- 
falls constant  =  u',  (>',  die  aber  noch  zu  bestimmen  sind.     In 


*)  Für  das  Boyle'sche  Gesetz  ergiebt  sich  für  q'  eine  quadratische 
Gleichung. 

31* 
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den  Sectoren  (1,  0,  2)  und  (3,  0,  4)  werden  die  Functionen  «,  q 
nach  b)  bestimmt,  und  zwar  so,  dass  u,  ^  im  ganzen  Gebiete 
stetig  sind. 


»2,  (»2 


-♦-<» 


(6) 


Es  ist  also,  wenn  c  und  c'  Gonstanten  sind: 
in  (—  oo,  0,  1)  :  M  =  Wi,  q  =  Qi, 

'  t*  =  -f(9)  +  c  =  iViQ)  +  T^ 


in  (1,  0,  2) 

in  (2,  0,  3) 

in  (3,  0,  4) 

in  (4,0, +  00) 


X 

1 


t^=/(9)  +  ^  =  -V<P'(p)  + J, 


Die  Forderung  der  Stetigkeit  an  den  Linien  (0  1),  (0  2),  (0  3), 
(0  4)  ergiebt  nun  folgende  Bedingungen: 

1.  Wi  =  —  /(9i)  +  c  =       Vy'(Pi)  +  cotang  -ö«!, 

2.  ti'  =  —  / (pO  +  c  =       Vy^pQ  4-  cotang ^j, 
^^       3.    w'=       /(pQ  ^c'=-  \^VW)  +  cotang  ^3, 

4.     Wa  =       /((>a)  +  c'  =  —  V<)P'(92)  +  cotang  &^, 

und  aus  diesen  acht  Gleichungen  sind  die  acht  Unbekannten 

C,      C\      U\      q\      'O'i,      'O'j,      '0'3,      '9'4 

zu  ermitteln.    Wir  eliminiren  zunächst  die  Gonstanten  c,  c'  und 
erhalten 

(8) 

und  daraus 

(9)  u,  -  M,  =  2/(9')  -/((.,)  -/(e,). 

Da  es  sich  hier  um  Verdünnungswellen  handelt,  so  ist  p' 
kleiner  als  der  kleinere  der  beiden  Werthe  pj,  p,.  Es  ist  aber 
der  DifiFerentialquotient 
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(10) 


/W  =  fe^ 


positiv  und  daher  /(q)  eine  mit  abnehmendem  q  abnehmende 
Function.    Es  folgt  also  aus  (9): 

jj     ^1  —  ^2  </((>2)  —f{Qi)  <  0,    für  9i  >  ^2, 
Wi  —  1*2  </((),) —/(^aX  0,      „    92  >  (>n 

also  ist  Ui  —  Ua  negativ  und  dem  absoluten  Werthe  nach  grösser 
als  eine  von  den  Dichtigkeiten  abhängige  Grösse.  Es  müssen 
sich  also  hier  die  Gastheilchen  zu  Anfang  an  der  Unstetigkeits- 
stelle  von  einander  entfernen.  Wenn  das  Boyle'sche  Gesetz 
gilt,  so  ist/ (9)  =  alog^  und  kann  also,  wenn  q  klein  genug 
ist,  unter  jeden  Werth  heruntersinken.  Wenn  also  die  Be- 
dingung II.  erfüllt  ist,  so  giebt  die  Gleichung  (9)  für  jeden  Werth 
von  ifj  —  Wj  einen  und  nur  einen  Werth  von  g'  1). 

Wenn  g'  bestimmt  ist,  so  erhält  man  aus  einer  der  beiden 
Gleichungen  (8)  den  zugehörigen  Werth  von  m',  der  zwischen  Ui 
und  U2  liegt,  und  die  Gleichungen  (7)  ergeben  die  Cotangenten 
der  Winkel  '9',,  'ö'a,  ^3,  ^4,  d.  h.  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten der  Grenzen  der  Verdünnungswellen.    Man  findet  daraus 

cotang d'2  —  cotang d'^  =  u'  —  u^  -f-  y^^XÖi)  —  V 9' (q'^ 
(11)   cotang -ö-j  —  cotang 'Ö'a  —  2  ^(p'(g'), 

cotang '0'4  —  cotang 'Ö'a  ='U2  —  w'  -f  V 9' (^2)  —  V 9' (p')» 
und  diese  Difierenzen  sind,  wie  es  sein  muss,  alle  positiv »).    Die 


*)  Bei  der  Po i es on 'sehen  Annahme  ^(q)  •=.  a*  q^  wird 

..  ,        2aV^    ^ 

und  nähert  sich,  weil  k  >  1  ist,  mit  abnehmendem  q  der  Grenze  Null. 
Demnach  hat  die  Gleichung  (9)  nur  dann  eine  positive  Wurzel  ^',  wenn 

u^  —  w,  >  —  f(Qi)  —  f(Q^) 

ist.  Nähert  sich  m^  —  Wg  dieser  Grenze,  so  nähert  sich  q'  der  Grenze 
Null,  und  es  treten  Verhältnisse  ein,  bei  denen  sich  unter  Voraussetzung 
des  adiabatiscben  Zustandes  die  Temperaturen  dem  absoluten  Nullpunkt 
nähern  würden.  liier  ist  zweifellos  die  Annahme  eines  adiabatischen  Vor- 
ganges nicht  mehr  zulässig. 

*)  Wenigstens  wenn  nicht  nur  ^(^),  sondern  auch  q>' (q)  als  eine  mit 
(>  wachsende  oder  mit  wachsendem  q  nicht  abnehmende  Function  voraus- 
gtsetzt  wird,  wie  es  bei  beiden  speciellen  Annahmen  über  ^(q)  der  Fall  ist. 
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wesentlich  verschieden.    Er  ergiebt  sich,  wenn 
die  Ungleichungen 

f  9i  92 

bestehen. 

Wir  können  uns  nun  leicht  davon  überzeugen,  dass  durch 
I.  bis  IV.  alle  Möglichkeiten  der  Werthe  von  Mj,  m^»  ^r,  Q%  er- 
schöpft sind  (abgesehen  von  der  in  der  Anmerkung  zu  Seite  485 
erwähnten  Ausnahme).  Wir  setzen  zu  diesem  Zwecke  für  den 
Augenblick 

1  /  (Pi  —  Qi)  [y  JQi)  —  y  (M  ^  2j 
f  Q1Q2 

«1  —  U2  =  V, 
f(Qi)  -  /(P2)  =  ±A 

wobei  J  positiv  angenommen  sein  soll,  also  das  obere  Zeichen 
gilt  für  Qi  >  ^3,  das  untere  für  Qi  <;  (>2-    Dann  haben  wir 

den  Fall     I,   wenn       i;  >  iJ, 
„        „     III,        „         jR  >  v  >  —  ^,     (»1  >  92, 
„        „IV,        „         J?  >  v  >  —  ^,     Pi  <  ^2, 

Die  hier  besprochenen  vier  Fälle,  die  sich  unter  der  An- 
nahme ergeben  haben,  dass  die  Anfangswerthe  der  Functionen 
w,  Q  in  zwei  Abtheilungen  je  die  constanten  Werthe  m^,  Qi;  Wj,  pj 
haben,  geben  aber  auch  das  Verhalten  in  der  Nähe  irgend 
einer  ünstetigkeitsstelle  im  ersten  Augenblick,  also  für 
unendlich  kleine  Werthe  von  x  und  ^,  wenn  w^,  q^i  u^,  Q2  die 
Werthe  von  w,  q  zu  beiden  Seiten  der  Ünstetigkeitsstelle  x  =  0 
bedeuten,  auch  wenn  die  Anfangswerthe  von  u  und  q  sonst  nicht 
constant  sind.  Es  laufen  von  einer  solchen  Ünstetigkeitsstelle,  je 
nach  den  Werthen  von  t^i,  pi;  w^,  p2»  zwei  Verdichtungsstösse, 
zwei  Verdünnungswellen  oder  ein  Verdichtungsstoss  und  eine  Ver- 
dünnungswelle aus,  die  aber  im  Allgemeinen  nicht  constante  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeiten haben. 

Die  Integration  ist  in  diesen  allgemeinen  Fällen  zur  Zeit 
noch  nicht  möglich,  weil  es  sich  um  die  Erfüllung  von  Grenz- 
bedingungen an  Curven  handelt,  die  nicht  von  vornherein  gegeben 
sind,  sondern  selbst  zu  den  Unbekannten  des  Problems  gehören. 
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•    §.  178. 
Die  Energie  des  Gases. 

Gegen  die  Riemann'sche  Theorie  der  Fortpflanzung  von 
Unstetigkeiten  ist  von  Lord  Rayleigh  ein  Einwand  erhoben 
worden  i),  der  sieh  darauf  gründet,  dass  die  Formeln  in  gewissen 
Fällen  einen  Verlust  und  selbst  einen  Gewinn  an  Energie  zu  er- 
geben scheinen.  Um  diesem  Einwand  zu  begegnen,  müssen  wir 
auf  den  Ausdruck  für  die  Energie  einer  bewegten  Gasmasse  ein- 
gehen. 

Wenn  wir  die  Eul  er 'sehen  Gleichungen  für  eine  bewegte 
Gasmasse  [§.  145  (2)]  der  Reihe  nach  mit  ti,  v,  lo  multipliciren 
und  dann  addiren,  so  ergiebt  sich  nach  der  Bezeichnung  [§.  145 
(1)],  wenn  wir 

(1)  CJa  =  ti2  -f  v»  -f  w^ 

setzen : 

"^    2    dt  Q  \    dx  ^     dy  ^      d  ej 

Ist  V  die  Kräftefun Gtion ,  die  wir  als  blosse  Function  des 
Ortes  voraussetzen,  also  8F/9^  =r  0,  so  ist 

Y  — ^       ^_8F      y_'dV 
dx'  dy'  de' 

und  daher  nach  (2) 

/QN  d{\ü^  —  V)  1  /    dp    .       dp    ,       dp\ 

^^  dt  Q  \    öx   ^      dy  dz) 

Es  sei  nun  dm  ein  bewegtes  Massenelement  und  dt  das  von 
ihm  erfüllte  Volumen,  also 

(4)  d  w  =  p  rf  r. 

Es  ist  dann  dm  von  der  Zeit  unabhängig,  dt  aber  mit  der 
Zeit  veränderlich.  Wir  multipliciren  die  Gleichung  (3)  mit  dm 
und  integriren  über  einen  beliebigen  Theil  m  der  bewegten 
Masse,  der  im  Augenblick  t  den  Raum  z  einnimmt. 

Es  ist  dann  r  durch  eine  an  Gestalt  und  Lage  mit  der  Zeit 
veränderliche  Fläche  0  begrenzt,  deren  Elemente  wir  mit  do  be- 
zeichnen. 


*)  Rayleigh,  Theory  of  Sound.  Vol.  II,  p.  41. 
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wesentlich  verschieden.    Er  ergiebt  sich,  wenn 
die  Ungleichungen 

f  Vi  ^2 

9i  <  92 

bestehen. 

Wir  können  uns  nun  leicht  davon  überzeugen,  dass  durch 
I.  bis  IV.  alle  Möglichkeiten  der  Werthe  von  Wj,  Wg»  ^r,  q^  er- 
schöpft sind  (abgesehen  von  der  in  der  Anmerkung  zu  Seite  485 
erwähnten  Ausnahme).  Wir  setzen  zu  diesem  Zwecke  für  den 
Augenblick 


]f' 


(Pi  —  Qr)[^(9i)  —  y(g2)]  ^  2j 


Ui  —  «a  =  v, 
f(Qi)  -  /(P2)  =  ±A 

wobei  jd  positiv  angenommen  sein  soll,  also  das  obere  Zeichen 
gilt  für  Qi  >  (>3,  das  untere  für  pj  <;  pa-    Dann  haben  wir 

den  Fall     I,   wenn       i;  >>  iJ, 
„        „    III,       „         jR  >  t;  >  —  ^,     Qi>  Qi, 

„     ^    n,     „  —  ^  >  v. 

Die  hier  besprochenen  vier  Fälle,  die  sich  unter  der  An- 
nahme ergeben  haben,  dass  die  Anfangswerthe  der  Functionen 
w,  Q  in  zwei  Abtheilungen  je  die  constanten  Werthe  u^,  Qi  ;  Wj,  g^ 
haben,  geben  aber  auch  das  Verhalten  in  der  Nähe  irgend 
einer  ünstetigkeitsstelle  im  ersten  Augenblick,  also  für 
unendlich  kleine  Werthe  von  x  und  t^  wenn  w^,  p^;  tia,  q^  ^i^ 
Werthe  von  w,  q  zu  beiden  Seiten  der  Ünstetigkeitsstelle  x  =  0 
bedeuten,  auch  wenn  die  Anfangswerthe  von  u  und  q  sonst  nicht 
constant  sind.  Es  laufen  von  einer  solchen  Ünstetigkeitsstelle,  je 
nach  den  Werthen  von  t^,  Qi\  Wa,  pa?  zwei  Verdichtungsstösse, 
zwei  Verdünnungswellen  oder  ein  Verdichtungsstoss  und  eine  Ver- 
dünnungswelle aus,  die  aber  im  Allgemeinen  nicht  constante  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeiten haben. 

Die  Integration  ist  in  diesen  allgemeinen  Fällen  zur  Zeit 
noch  nicht  möglich,  weil  es  sich  um  die  Erfüllung  von  Grenz- 
bedingungen an  Curven  handelt,  die  nicht  von  vornherein  gegeben 
sind,  sondern  selbst  zu  den  Unbekannten  des  Problems  gehören. 
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■    §.  178. 
Die  Energie  des  Gases. 

Gegen  die  Rie mann' sehe  Theorie  der  Fortpflanzung  von 
Unstetigkeiten  ist  von  Lord  Rayleigh  ein  Einwand  erhoben 
worden  i),  der  sieh  darauf  gründet,  dass  die  Formeln  in  gewissen 
Fällen  einen  Verlust  und  selbst  einen  Gewinn  an  Energie  zu  er- 
geben scheinen.  Um  diesem  Einwand  ^  begegnen,  müssen  wir 
auf  den  Ausdruck  für  die  Energie  einer  bewegten  Gasmasse  ein- 
gehen. 

Wenn  wir  die  Euler'schen  Gleichungen  für  eine  bewegte 
Gasmasse  [§.  145  (2)]  der  Reihe  nach  mit  ii,  v,  w  multipliciren 
und  dann  addiren,  so  ergiebt  sich  nach  der  Bezeichnung  [§.  145 
(1)],  wenn  wir 

(1)  C72  =  w2  +  V»  +  u;2 

setzen : 

^  ^    2    dt  q  \    dx  ^      dy  d  zj 

Ist  V  die  Kräftefunotion ,  die  wir  als  blosse  Function  des 
Ortes  voraussetzen,  also  8F/9^  =r  0,  so  ist 

Y  — ^       ^_8F      ;^_8F 
dx'  dy'  de' 

und  daher  nach  (2) 

/ox  d{\U^  —  V)  1  /    dp    .       dp    .       dp\ 

^  ^  dt  Q  \    öx   ^      dy  oz) 

Es  sei  nun  dm  ein  bewegtes  Massenelement  und  dt  das  von 
ihm  erfüllte  Volumen,  also 

(4)  dm  =  gdt. 

Es  ist  dann  dm  von  der  Zeit  unabhängig,  dt  aber  mit  der 
Zeit  veränderlich.  Wir  multipliciren  die  Gleichung  (3)  mit  dm 
und  integriren  über  einen  beliebigen  Theil  m  der  bewegten 
Masse,  der  im  Augenblick  t  den  Raum  t  einnimmt. 

Es  ist  dann  t  durch  eine  an  Gestalt  und  Lage  mit  der  Zeit 
veränderliche  Fläche  0  begrenzt,  deren  Elemente  wir  mit  da  be- 
zeichnen. 


»)  Rayleigh,  Theory  of  Sound.  Vol.  II,  p.  41. 
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Setzen  wir  dann  zur  Abkürzung 

(5)  K^^'"  ^)^'^  =  ^' 

so  ergiebt  sich  aus  (3)  und  (4) 

und  die  rechte  Seite  dieses  Ausdruckes  können  wir  durch  ein 
schon  oft  angewandtes  Verfahren  nach  dem  Gauss'scheu  Satze 
umformen.  Es  ergiebt  sich,  wenn  U  der  Geschwindigkeitsvector, 
n  die  nach  innen  gerichtete  Normale  an  dem  Element  do  und 
TJf^  die  Componente  der  Geschwindigkeit  in  der  Richtung  n  be- 
deutet: 

=  I  pdivUdt  -|-     pündo. 
Es  ist  aber  nach  §.  145  (5) 

und  daher  nach  (4): 

und  wenn  wir  nun 

setzen,  dsL  dm  von  der  Zeit  unabhängig  ist: 


pdivVidt  =  —  -Tj  \  t(Q)dm, 


Setzen  wir  also 


(8)  B  =  [^(p)dm, 

(9)  C={pündo, 
so  folgt  aus  (6; 

,.0,  ^-(A+A'  = , 


§.  178.  Die  Energie  des  Gases.  491 

Da  nun  Undt  die  Normalcomponente  der  Verschiebung  des 
Elementes  do  im  Zeitelement  dt  bedeutet,  so  ist  Cdt  die  Ar- 
beit des  auf  die  Oberfläche  0  von  m  wirkenden  Druckes  im 
Zeitelement  dt 

Nach  (5)  ist  A  die  äussere  Energie  der  Gasmasse  m,  die 
sich  zusammensetzt  aus  der  kinetischen  Energie 


1 


^ü^dm 


und  der  potentiellen  Energie  der  äusseren  Volumkräfte, 

—  I  Vdm, 

Wir  bezeichnen  B  als  die  innere  Energie  der  Gasmasse  m. 
Eine  additive  Constante  bleibt  nach  der  Definition  (7),  (8)  von  B 
noch  willkürlich.  Dann  ist  nach  (10)  die  Vermehrung  d{A-\-B) 
der  gesammten  inneren  und  äusseren  Energie  gleich  der  Arbeit 
des  gegen  die  Oberfläche  wirkenden  Druckes. 

Da  wir  diese  Betrachtungen  auf  jeden  Massentheil  w,  also 
auch  auf  ein  Massenelement  anwenden  können ,  so  ist  ^  (q)  die 
auf  die  Masseneinheit  berechnete  innere  Energie  des  Gases, 
die  also  nur  eine  Function  von  g  ist. 

Wenn  das  Boyle'sche  Gesetz  q>(Q)  =  a^(>  giltj  so  ist 

(11)  *(p)  =  a2logp 

und  bei  dem  Poisson'schen  Gesetze  (p(q)  =  a^Q^  ergiebt  sich 

(12)  tC  (p)  =  ^jT^  ■ 

Nach  dem  Gasgesetze  [§.  142  (3)]  ist,  wenn  T  die  absolute 
Temperatur  bedeutet: 

also  unter  der  Poisson'schen  Annahme 

a^Q^  =  RqT 
und  folglich  nach  (12) 

(13)  t(p)  =  j^. 

Es  ist  also  hier  ^(9)  mit  der  im  Massenelement  dm  im 
Augenblick  t  herrschenden  absoluten  Temperatur  proportional, 
und  ^  (q)  kann  (da  keine  Wärme  durch  Leitung  nach  aussen  ver- 
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loren  geht)  als  die   in  der  Masseneinheit  enthaltene  Wärme- 
menge bezeichnet  werden. 

Lassen  wir  das  Boy  1  ersehe  Gesetz  gelten,  nehmen  also 
constante  Temperatur  an,  so  müssen  wir  annehmen,  dass  die  in 
der  Masse  m  erzeugte  innere  Energie  dB  durch  Wärmeleitung 
nach  aussen  abgeleitet  werde. 

Welche  Annahme  wir  aber  auch  machen  mögen,  immer  wird, 
da  (p  (q)  wesentlich  positiv  ist,  tp  (q)  mit  wachsendem  q  wachseo, 
und  es  folgt  also,  dass,  wenn  ein  Massenelement  von  kleinerer 
zu  grösserer  Dichtigkeit  übergeht,  also  bei  der  Verdichtung,  seine 
innere  Energie  wächst,  während  umgekehrt  beim  Uebergange  von 
grösserer  zu  kleinerer  Dichtigkeit,  also  bei  der  Verdünnung,  die 
innere  Energie  abnimmt. 

Zu  erwähnen  ist  aber  noch,  dass  die  Anwendbarkeit  des 
Gauss' sehen  Integralsatzes  und  damit  also  die  Gültigkeit  der 
Formel  (10)  die  Stetigkeit  von  Geschwindigkeit  und 
Druck  im  Inneren  des  Raumes  r  voraussetzt 


§.  179. 
Energieverlust  durch  Stösse. 

Wir    können    die  Energie    eines    Massenelementes    der   be- 
wegten Gasmasse  noch  auf  eine  zweite  Art  berechnen. 
Setzen  wir 

(1)  v,=  V-l'-f=7-H9)-f, 

SO  lassen  sich  die  DifiFerentialgleichungen  eines  Flüssigkeitstheil- 
chens  nach  §.  144  (1)  so  darstellen: 

^^  dP~  dx'      dt^~dy'     dt^~dz' 

und  es  bewegt  sich  also  das  Flüssigkeitstheilchen  dm  nach  den- 
selben Gesetzen,  wie  ein  materieller  Punkt  unter  dem  Einfluss 
einer  Kraft,  deren  Componenten  dV^^/dx,  ^F,/^^/,  dV^/de  sind. 
Die  Kräftefunction  Fj  ist  beim  stationären  Zustande 
von  der  Zeit  unabhängig,  und  es  gilt  daher  der  Satz  von  der 
Erhaltung  der  Energie  für  das  einzelne  Massentheilchen  (Bd.  I, 
§.  120),  d.  h.  es  ist,  wenn  wir 
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(3)  @  =  lU*-V,=\U»-V+tl>(Q)-i-t 

setzen,  @  von  der  Zeit  unabhängig.  Für  den  nicht  stationären 
Zustand  ist  nach  §.  145  (1) 

und  es  ist,  da  V  nicht  explicite  von  t  abhängt,  nach  (1) 

dt  ~       'dt  ]    Q   ~       Q   dt' 

Wenn  wir  also  die  Gleichungen  (2)  mit  t*,  v,  w  multipliciren 
und  addiren,  so  ergiebt  sich,  wenn  wieder  U^  =  u^  -\-  v^  -\-  w^ 
gesetzt  wird: 

^  ^  2    dt    ^   dt  dt   ~  dt   '^  Q  dt 

und  folglich 

^^  dt         Q  dt 

Wir  bezeichnen  &dm  als  die  Gesammtenergie  des  Ele- 
mentes dm.  Sie  setzt  sich  zusammen  aus  der  äusseren  Energie 
{\ü^  —  V)dm^  der  inneren  Energie  ^  ((>)dm  und  einem  weiteren 
Bestandtheil  pdt.  Die  Vergrösserung  dieser  Energie  im  Zeit- 
element dt  ist  nach  (5)  gleich  der  Arbeit 

dm  dp  ,.        ,      . 
—  -dt  =  dzJp, 

worin  ^p  die  Vermehrung  des  Druckes  bedeutet,  nicht  wie  sie 
in  dem  Massenelement  selbst,  sondern  wie  sie  am  Orte,  wo  sich 
dies  Element  gerade  befindet,  eintritt. 

Im  Allgemeinen  ergiebt  die  Formel  (5)  durch  Integration 

t 
(6)  0_0,  =  jl|£d^ 

und  hierdurch  ist  also  der  Satz  von  der  Erhaltung  der 
Energie  des  Elementes  dm  ausgedrückt.  Das  Integral 
nach  der  Zeit  ist  hier  so  zu  verstehen,  dass  in  der  Function 
dp/Qdt  die  Coordinaten  x^  y^  e  des  Massenelementes  dm  als 
Functionen  von  t  angesehen  werden. 
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Die  Formel  (6)  ist  aber  nur  unter  der  Voraussetzung  richtig, 
dass  die  Function  ©  keine  sprungweise  Aenderung  erfahrt 
Wenn  aber  dw  im  Verlaufe  der  Bewegung  eine  Unstetigkeits- 
Üäcbe  passirt,  in  der  U  und  q  eine  plötzliche  Werthänderung 
erleiden,  dann  muss  zu  der  Formel  (6)  noch  eine  Ergänzung 
hinzutreten.  Die  Function,  die  auf  der  rechten  Seite  von  (4) 
unter  dem  Integralzeichen  steht,  ist  zwar  dann  gleichfalls  un- 
stetig; das  Integral  selbst  aber  ändert  sich  trotzdem  stetig.  Auf 
der  linken  Seite  aber  erhalten  wir  einen  Zusatz,  und  es  ergiebt 
sich,  wenn  ©j,  ©j  die  Werthe  von  ©  unmittelbar  vor  und  nach 
dem  Eintritt  in  die  Unstetigkeitsfläche  bedeuten: 

t 

(7)  0  «  0,  +  (0^  _  0^)  =  j  1  1^  dt. 

Es  tritt  also  durch  die  Unstetigkeit  ein  Energieverlust 
von  der  Grösse  J®  =  ®^  —  ©2  ein,  wofür  wir,  da  V  eine 
stetige  Function  des  Ortes  ist,  nach  (3)  auch  setzen  können: 

(8)  z/0  =  i(f/? - m)  +  ^(eo -^{_Q,) j^iM^iM. 

Es  ist  ein  allgemeines  Gesetz  der  Mechanik  (Satz  von  Car- 
not),  dass  bei  einem  mechanischen  Systeme,  bei  dem  durch  die 
Bedingungen  des  Systems  eine  plötzliche  Aenderung  der  Ge- 
schwindigkeit nothwendig  ist,  immer  ein  Verlust  an  Energie  ein- 
tritt. Vorausgesetzt  ist  dabei,  dass  die  Systembedingungen  selbst 
nicht  von  der  Zeit  abhängig  sind,  weil  diese  sonst  als  Energie- 
quellen wirken  würden.  Wenn  beispielsweise  ein  starrer  (un- 
elastischer) Körper  auf  eine  feststehende  starre  Unterlage  auf- 
fällt und  da  zur  Ruhe  kommt,  so  wird  seine  ganze  lebendige 
Kraft  vernichtet.  Hat  aber  die  Unterlage  eine  gegebene  Be- 
wegung, so  kann  selbst  ein  ruhender  Körper  durch  sie  in  Be- 
wegung gesetzt    und  ihm  so  Energie  mitgetheilt  werden. 

Um  nun  diese  Betrachtungen  auf  den  von  Riemann  unter- 
suchten Fall  der  Bewegung  eines  Gases  anzuwenden  (§.  175), 
müssen  wir  zunächst  die  Möglichkeit  ausschliessen,  dass  die  Un- 
stetigkeitsfläche selbst  als  Energiequelle  wirkt  Wir  erreichen 
dies  dadurch,  dass  wir  der  ganzen  Gasmasse  eine  solche  Be- 
wegung ertheilen,  dass  die  Unstetigkeitsüäche  wenigstens  in  dem 
Augenblick  die  FortpHanzungsgeschwindigkeit  Null  hat,  in  dem 
das  Theilchen  d  m  über  diese  Stelle  hinweggeht,  und  dies  kommt 
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darauf  hinaus,  dass  wir  an  Stelle  der  absoluten  Geschwindigkeit 
u  des  Gastheilchens  die  relative  Geschwindigkeit  v  =  u  —  d^/dt 
gegen  die  Unstetigkeitsfläche  setzen.    Der  Energieverlust  ist  dann 

(9)  für  den  vorwärtsschreitenden  Stoss: 

z/0  =  i(t,|  _  t,?)  +  tiQ,)  -  HqO  +  ^  -  ^, 

Qu  Qi 

(10)  und  für  den  rückwärtsschreitenden  Stoss: 

Ql  92 

worin  jetzt  die  Indices  1,  2  sich  auf  die  Stelle  |  —  0  und 
I  -[-  ö  beziehen. 

Indem  wir  nun  einen  einheitlich  fortwandemden  Unstetig- 
keitsstoss  annehmen,  setzen  wir  in  der  ersten  dieser  Formeln 
für  v?,  vi  die  Werthe  aus  §.  175  (7)  und  erhalten  für  den  vor- 
wärtsschreitenden Stoss: 

(11)  z/0  = 

2  pi  Q2  Qi  Qi 

Es  genügt  hier,  die  Poisson'sche  Annahme 

(12)  q>(Q)  =  a^Q\         ^(^)  =  ^zrr 

zu  verfolgen,  aus  der  man  die  entsprechenden  Resultate  für  das 
Boyle'sche  Gesetz  durch  den  Grenzübergang  fc  =  1  erhalten 
kann.    Aus  (11)  ergiebt  sich  durch  Substitution  von  (12) 

und  wenn  wir  zur  Vereinfachung 

(13)  Q2  =  ^Qi 
setzen: 

(u)    ^  e  =  «■','-■  [(i-  +  I)  (1  -  .1»)  - '  yi^  P] . 

Setzen  wir 

Fik)  =  (A->  +  i)(i  -  A*)  -  ^Hi^^^m^ 

so  ist 
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F(X)  =  k-»[(k  -f  1)A»  —  ÄA»+»  -  1], 

Lassen  wir  k  von  0  bis  1  geben,  so  bleibt  der  letztere  Aus- 
druck positiv;  es  wächst  also  k^F^k)  mit  k  und  da  -F'(l)  =  0 
ist,  so  bleibt  F'{k)  in  diesem  Intervall  negativ  und  F(k)  nimmt 
mit  wachsendem  k  ab.  Da  nun  F(l)  =  0  ist,  so  folgt,  dass 
F(k)  in  dem  Intervall  0  <;  A  <;  1  positiv  bleibt. 

Daraus  folgt,  dass  der  Ausdruck  ^&  positiv  ist,  wenn 

(15)  Qi  <  Qi 

ist;  und  da  der  Ausdruck  (1 1)  für  ^0  sein  Zeichen  wechselt,  wenn  pi 
mit  ^3  vertauscht  wird,  so  wäre  ^  S  negativ,  wenn  ^2  >  Qi  wäre. 

Es  ist  also  in  dem  Falle  (9)  der  Verlust  an  Energie  nur 
dann  positiv,  wenn  q^  <Z  Qi  ist,  d.  h.  bei  einem  Verdichtungs- 
stosse.  Ein  Verdünnungsstoss  würde  mit  Energiegewinn  ver- 
bunden sein,  der  nach  dem  Gar  not' sehen  Satze  hier  nicht  ein- 
treten kann.  Das  Gleiche  ergiebt  sich  für  den  Fall  (10),  d.  h.  fiir 
einen  rückwärtsschreitenden  Stoss. 

Damit  steht  im  besten  Einklang,  dass  wir  im  §.  177  alle 
Fälle  durch  die  Annahme  von  Verdichtungsstössen  erledigen 
konnten.  Verdünnungsstösse  können  zwar  den  allgemeinen  DiflFe- 
rentialgleichungen  genügen,  es  giebt  aber  für  diese  Fälle  noch 
eine  zweite  Lösung,  bei  der  keine  Unstetigkeit  vorkommt,  und 
die  mit  dem  Gesetze  der  Energie  nicht  im  Widerspruch  steht 


§.  180. 
Das  Beispiel  von  Rayleigh. 

Lord  Rayleigh  ist  bei  seinem  Einwand  gegen  die  Rie- 
m an n 'sehe  Theorie  der  Verdichtungsstösse  von  einem  Beispiel 
ausgegangen,  bei  dem  der  Zustand  der  Gasmasse  stationär  ist 

Nehmen  wir  an,  dass  bei  einer  festen  Ebene  x  =  |  in 
einer  unendlich  ausgedehnten  Gasmasse  die  constanten  Werthe 
von  Geschwindigkeit  und  Dichtigkeit 

Kl,  9i       für  a;  <  I, 
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zusammenstossen,  so  sind  zunächst  die  allgemeinen  Differential- 
gleichungen §.  174  (4)  in  der  ganzen  Masse  befriedigt,  und  um 
auch  den  Rie man  naschen  Bedingungen  für  die  Unstetigkeits- 
stelle  [§.  175  (8)]  zu  genügen,  haben  wir 


Ml  =  —  l/  -  ?^^::i^C?^, 

„,  =  _  l/  £i  ?(£!)_— _?L?a) 

r  p2       Qi  —  Qi 

zu  setzen,  und  hieraus  folgt  noch 

(2)  PiWi  =  p2i*2- 

Geben  wir  der  Quadratwurzel  das  positive  Zeichen,  so  fliesst 
das  Gas  in  der  Richtung  der  abnehmenden  rc,  und  vrir  haben  bei 
X  =  ^  einen  zwar  absolut  ruhenden,  relativ  zur  Gasmasse  aber 
vorwärtsschreitenden  Stoss,  der  ein  Yerdichtungsstoss  ist, 
wenn  pi  >  q^  ist. 

Wir  wollen  nun  eine  Gassäule  r  vom  Querschnitt  o  be- 
trachten, die  im  Augenblick  t  von  Xi  nach  x^  reicht,  die  ein 
Stück  der  Unstetigkeitsfläche  enthält.    Dann  ist 

Xi  <C  g  <^  ^2* 

Aendem  sich  Xi  und  x^  im  Zeitelement  dt  um  doq,  do^a, 
so  ist 

(3)  dxi=u^dt,        dx^  =  U2dt 
und  wegen  (2)  ist 

(4)  —  fOQidXi  =  —  (OQ^dXi  ^=  dfi 

die  in  der  Zeit  dt  durch  jede  der  beiden  Endflächen 
von  r  und  folglich  auch  durch  die  Unstetigkeitsfläche 
hindurchgedrängte  Gasmasse. 

Für  diese  Gassäule  wollen  wir  nun  nach  §.  178  die  Energie 
berechnen.  Wir  zerlegen  r  zu  diesem  Zwecke  in  zwei  Theile 
ti  und  Tj,  so  dass  r^  von  Xi  bis  |,  r^  von  |  bis  x^  reicht.  Da 
wir  von  äusseren  Kräften  absehen,  so  ist  V  =  0  und  aus  §.  178 
(5),  (8),  (9)  folgt,  da  Ün  bei  x  =  Xi  den  Werth  Ui,  bei 
X  =  X2  den  Werth  —  Ug  hat: 

(5)  A  =  \ufQ^{^  —  x,)(o  +  l  ui  Q2  (x^  —  S)  o, 

(6)  2?  =  Qi^{Qi)(i  —  x,)g)  +  p,  t/;  (92)  (a^a  —  S)o, 

(7)  C=   q>{Qi)uiG}  —  (p{Q.i)u2(o. 

Hieraus  aber  erhalt  man  nach  (3)  und  (4) 

Biemann- Weber,  Partielle  Differeotialgleichangen.    II.  32 
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d{A  +  B)  =  rfft[|(u?  -  ui)  +  ^(pO  -  *(p,)], 

\   Q2  Qi    / 

Es  ist  also  die  Differenz  d{A  -j-  B)  —  Cdt  nicht   gleich 
Null,  wie  es  nach  §.  178  (10)  sein  müsste,  sondern  gleich 

d^  [i(«?  -  «2)  +  *(9.)  -  *(,,)  4-  5^>  -  ^], 

und  dies  ist  nach  §.  179  (9)  gleich  —  dfi^Q.  Wir  haben  also 
an  Stelle  der  Formel  §.  178  (10) 

d.  h.  durch  die  Arbeit  C  des  äusseren  Druckes  muss  nicht  nur 
die  Zunahme  der  Ener^e  ^ -{- JB, 'sondern  auch  noch  der 
Energieverlust  an  der  Stossstelle  gedeckt  werden. 

Wir  können  uns  den  Vorgang,  wie  wir  ihn  hier  voraussetzen, 
auch  bei  einer  endlichen  Gasmasse  erhalten  denken,  wenn  wir 
die  Säule  t  in  eine  Röhre  einschliessen,  die  bei  Xi  und  x^  durch 
zwei  Stempel  abgeschlossen  ist,  die  sich  mit  den  Geschwindig- 
keiten Ui,  ti,  bewegen.  Hat  die  so  abgeschlossene  Gasmasse  in 
einem  Augenblick  den  hier  angenommenen,  durch  die  constanten 
Werthe  tii,  pi,  ti^,  q^  charakterisirten  Bewegungszustand,  dann 
bleibt  dieser  Zustand  erhalten.  Der  Energieverlust  muss  durch 
die  Kräfte  wieder  ersetzt  werden,  durch  die  die  Bewegung  der 
Stempel  erhalten  wird. 

Wollten  wir  aber  Verdünnungsstösse  annehmen,  so  würde 
eine  Maschine,  wie  die  hier  beschriebene,  im  Stande  sein,  Energie 
nach  aussen  abzugeben,  was  im  Widerspruch  mit  dem  Satze  von 
der  Erhaltung  der  Energie  steht. 

Der  BewegungSYorgang  unseres  Gases  ist  hier  nicht  um- 
kehrbar. Denken  wir  uns  in  einem  Augenblick  alle  Geschwindig- 
keiten in  die  entgegengesetzten  verwandelt,  so  wird  die  Bewegung 
nicht  in  derselben  Weise  zurückgehen,  wie  sie  vorwärts  gegangen 
ist,  sondern  die  Unstetigkeitsstelle  wird  sich  sofort  auflösen  und 
eine  Verdünnungswelle  ergeben,  wie  wir  in  §.  177  gesehen 
haben. 

Es  steht  hiernach  die  Riemann'sche  Theorie  der 
Verdichtungsstösse  im  vollkommenen  Einklang  mit  dem 
Gesetze  der  Energie. 


Dreiundzwanzigster  Abschnitt. 

Luftsohwingüngen  von  endliolier  Amplitude. 


§.  181. 


Zurückfübrung  partieller  Differentialgleichungen  erster 

Ordnung  auf  lineare  Gleichungen. 

Die  Integration  des  Problems  der  Luftschwingungen,  die 
Riemann  gegeben  hat,  beruht  auf  der  Möglichkeit,  die  Difi'e- 
rentialgleichungen  §.  174  (4)  auf  lineare  Gleichungen  zurück- 
zufuhren, und  es  zeigt  sich  also  auch  hier  wieder,  dass  alle 
unsere  Methoden  der  Integration  partieller  Differentialgleichungen 
nur  bei  linearen  Gleichungen  Erfolg  haben. 

Wir  wollen  hier  die  Möglichkeit  dieser  Zurückfübrung  etwas 
allgemeiner  erörtern,  wobei  sich  die  Ursache  ergeben  wird,  wes- 
halb eine  Verallgemeinerung  dieses  Verfahrens  bis  jetzt  nicht 
zum  Ziele  geführt  hat 

Wir  nehmen  an,  es  seien  Ui,  u^  zwei  gesuchte  Functionen 
der  unabhängigen  Variablen  o^i,  Xg,  und  zu  ihrer  Bestimmung 
seien  zwei  lineare  und  homogene  Gleichungen  zwischen  den  vier 
partiellen  Ableitungen  du/dx  gegeben 

f^'  1^  +  ^»  I?  +  f^.  U-  +  c,  15  =  0, 

.-V  ÖXi  OXi  ÖX^      '  0X2 

OXi  CXi  0X2  0X2 

Wir  können  diese  Differentialgleichungen  im  Jacobi'schen 
Sinne  linear  nennen  (Bd.  I,   §.  63),  wenn   die    Ui,  U{,  .  .  .  ge- 

32* 
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gebene  Functionen  der  vier  Variablen  Wi,  Wj,  aj^,  x^  sind.  Die 
Eigenschaft  linearer  Differentialgleichungen,  die  für  die  Integra- 
tion so  besonders  förderlich  ist,  dass  man  nämlich  aus  particu- 
laren  Integralen  durch  Addition  allgemeinere  zusammensetzen 
kann,  haben  sie  aber  nur  dann,  wenn  die  Goefficienten  CT^,  {Zg, ... 
nur  von  den  Variablen  x^,  x^  abhängen,  und  wir  nennen 
sie  also  nur  dann  linear  im  engeren  Sinne,  in  dem  wir  dieses 
Wort  bisher  meist  gebraucht  haben. 

Nun  lassen  sich  die  Gleichungen  (I)  aber  auf  solche 
lineare  Gleichungen  im  engeren  Sinne  auch  dann  noch 
zurückführen,  wenn  die  Coefficienten.  ?7i,  U{,  .  .  .  nur 
von  den  Variablen  u^,  u,,  nicht  von  den  Xi^  x^  abhängen, 
und  in  diesem  Falle  befinden  sich  die  Differentialgleichungen 
§.  174  (4).  Die  Zurückführung  beruht  einfach  auf  der  Ver- 
tauschung der  abhängigen  und  unabhängigen  Variablen.  Es  ist 
nämlich 

und  durch  Auflösung   dieser   in   Bezug  auf  dX|,    dx^  linearen 
Gleichungen  erhält  man,  wenn  man 


setzt : 


(2) 


dxi  dxj        dxi  djr^ 


4    1  ^%J  2^1     J 

0X2  öx^ 

* 


dxi       '    '    dx^ 


Daraus  ergiebt  sieb 


.  dxi^ du2  dxi 8tti 

.«.  oui  00:2  '  8i*5  dx^ 

.  8a?a  £ti2  y»  dx^  dUi 

Otii  X}X^  ÖM,  OX^ 

Substituirt  man  die  hieraus  folgenden  Werthe  der  Differential- 
quotienten 'dul'bx  in  die  Differentialgleichungen  (1),  so  lässt  sich 
der  Factor  z/  wegheben  und  man  erhält 
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(*) 


^'d^,-  ^'di^-  ^'d^-^  ^*8;ir-^' 

8uj  öWi  8m,    '         dui 


Hierin  sind  nun  die  Ui,  u,  die  unabhängigen  Variablen  und 
Xi^  x^  Functionen  von  ihnen.  Da  nach  der  Voraussetzung  auch 
die  Coeßicienten  {7,  V*  nur  von  Ui,  u^  abhängen,  so  sind  die 
Differentialgleichungen  linear  im  engeren  Sinne,  und  dies  ist  der 
Fall  der  von  Riemann  integrirten  Gleichungen. 

Man  sieht  aber  zugleich,  dass  dieser  Weg  nicht  zum  Ziele 
führt,  wenn  die  Anzahl  der  abhängigen  und  der  unabhängigen 
Variablen  grösser  als  2  ist,  weil  dann  auf  der  rechten  Seite  der 
Formeln,  die  den  Formeln  (2),  (3)  analog  sind,  nicht  mehr  ein- 
fach die  Differentialquotienten  du/dx^  .  .  .,  sondern  gewisse  aus 
diesen  gebildete  Determinanten  auftreten. 


§.  182. 
Stetiger  Anfangszustand. 

Diese  allgemeinen  Principien  wenden  wir  nun  auf  den  be- 
sonderen Fall  der  Differentialgleichungen  der  Luftschwingungen 
an.  Die  Resultate,  die  sich  dann  ergeben,  sind  aber  nur  so 
lange  ausreichend,  als  der  Zustand  des  Gases  in  Bezug  auf  Ge- 
schwindigkeit und  Dichtigkeit  stetig  ist.  Es  ergeben  sich  zwar 
daraus  Kennzeichen  für  das  Eintreten  von  Un Stetigkeiten ,  und 
von  da  an  gelten  dann  die  Gesetze  für  die  Fortpflanzung  der 
Unstetigkeiten ,  die  sich  in  der  Differentialgleichung  §.  175  (8) 
ausdrücken.  Aber  selbst  die  Aufstellung  dieser  Differential- 
gleichung würde  erst  dann  möglich  sein,  wenn  diese  Probleme 
in  allgemeiner  Form  gelöst  wären.  Diese  Differentialgleichung 
spielt  die  Rolle  einer  Grenzbedingung,  für  die  aber  der  Ort  der 
Gültigkeit  nicht  von  vornherein  gegeben  ist,  sondern  selbst  zu 
den  Unbekannten  des  Problems  gehört.  Hier  können  wir  nur 
in  ganz  speciellen  Fällen,  zu  denen  das  Beispiel  des  §.  177 
gehört  (vergl.  auch  Bd.  I,  §.  190,  191),  die  Lösung  finden. 

Es  sei  also  jetzt,  wie  bisher,  jj  =  ^(p)  das  Gesetz  der  Ab- 
hängigkeit des  Druckes  von  der  Dichtigkeit  ^i,  und 

0)  fiQ)  =  ^}/¥iQ)d\oge. 
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Wir  führen  mit  Riemann  die  beiden  neuen  Variablen  r,  s 
ein  durch  die  Gleichungen: 

(2x  /(9)  +  ti  =  2r,       f(^g)  =  r  +  s 

^  ^  /(q)  —  u  =  2s.  u  =  r  —  8. 

Der  in  §.  176  discutirte  besondere  Fall  tritt  ein,  wenn  in 
einem  Gebiete  der  Variablen  x,  t  eine  der  beiden  Functionen 
r,  s  constant  ist. 

Die  Anfangswerthe  Uo,  ^o  nehmen  wir  als  gegebene  Func- 
tionen von  X  an.  Es  sind  daher  auch  die  Anfangswerthe  Tq,  $q 
gegebene  Functionen  von  x  und  wenn  wir  also  zur  Veranschau- 
lichung  die  Werthe  von  r  und  s  als  rechtwinklige  Goordinaten  in 
einer  Hülfsebene  betrachten,  so  wird  der  Anfangszustand  durch  eine 
in  der  r^-Ebene  gelegene  gegebene  Gurve  C  dargestellt,  deren 
Goordinaten  als  Functionen  der  einen  Variablen  x  gegeben  sind. 

Aus  (2)  8ind/(p)  und  u,  und,  weil  /{g)  eine  mit  q  wach- 
sende Function  ist,  auch  u  und  q  selbst  eindeutig  durch  r  und  s 
bestimmt  Die  Gurve  C,  die  den  Anfangszustand  repräsentirt, 
wird  also  nur  dann  zweimal  durch  denselben  Punkt  gehen,  wenn 
Uo  und  Qq  beide  zugleich  für  zwei  verschiedene  Werthe  von  x 
denselben  Werth  annehmen. 

Es  sind  nun  zunächst  aus  den  allgemeinen  Differential- 
gleichungen §.  174  (4): 

du    .      du  ,.  .dlogQ 

dlogQ    ,    ^  8  logg  ^  _^ 

dt      "^         dx     ~       öx 

Differentialgleichungen  für  r  und  s  abzuleiten.    Es   ergiebt  sich 
aber  aus  (1)  und  (2) 

o  8r       ,/-T7-T8logg    .du     ^ds      ^/-nr-ralogp      du 
,,,    2  8i  =  V<P'(P)-g|^  +  g^,    2^  =  V<^(^^-8^ di^ 

o^^       t/"-rr-\ 8 log 9    ,    du     ^ds      .i-^rr\^^^SQ      8u 

und  wenn  man  die  zweite  Gleichung  (3)  mit  V^'C^)  multiplicirt 
und  zur  ersten  addirt  oder  von  ihr  subtrahirt,  so  folgt  nach  (4): 

If  =  -  («  +  V?¥))  1^.    . 

fs  /  .1 — r7—\  CS 
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Hieraus  ergiebt  sich 

8r 


ds  =  ^[dX  -  (U   -  }/ip'iQ))dt]. 

Um  eine  klare  Anschauung  zu  gewinnen,  denken  wir  uns 
für  den  Augenblick  r  und  s  als  Functionen  von  x  und  t  be- 
stimmt und  begrenzen  in  der  ^^-Ebene  auf  der  x-kxe  eine 
Strecke  a/3,  in  der  die  Differentialquotienten  dr^/dx  und  dso/dx 
keinen  Zeicbenwechsel  haben;  wir  wollen  beispielsweise  annehmen, 
dass  längs  aß 

sei,  also  dass  Tq  von  a  nach  ß  wächst,  während  Sq  abnimmt. 
Die  Gleichung 

r  =  const 

stellt  uns  in  der  rr^- Ebene  eine  Gurre  dar,  und  nach  (6)  ist 
längs  dieser  Gurve 

(8)  dx  =  (u  + V"?(p))d^    ds  =  2^i'^)dt, 


und  ebenso  ist  für  eine  Gurve  s  =  const 


dr 


(9)  dx=  (u-  iq>'(Q))dt,    dr=-  2  ^  V  (jp' (p)  dt. 

Beschränken  wir  unsere  Betrachtung  auf  ein  Flächenstück, 
in  dem  dr/dx  und  ds/dx  von  Null  verschieden  sind,  so  zeigt 
sich  aus  (7),  (8),  (9),  dass,  wenn  wir  dt  positiv  nehmen,  s  auf 
der  Gurve  r  =  const  und  r  auf  der  Gurve  s  =  const  abnehmen, 
und  zugleich  zeigen  die  Gleichungen  (8),  (9),  dass  das  Verhältniss 
dx/dt^  d.  h.  die  Gotangente  des  Neigungswinkels  der  Gurven- 
richtung  gegen  die  x-Axe.  in  einem  Punkte  auf  der  Gurve 
r  =  const  grösser  ist,  als  auf  der  durch  denselben  Punkt  gehenden 
Gurve  s  =  const.  Es  kann  also  keine  Berührung  dieser  beiden 
Gurven  stattfinden.  Ziehen  wir  also  die  Gurven  r  =  const  und 
s  =  const.  von  jedem  Punkte  der  Strecke  uß  aus,  so  erhalten 
wir  zwei  Gurvenschaaren,  die  sich  in  der  Weise  durchschneiden, 
wie  es  die  Fig.  81  (a.  f.  S.)  zeigt,  und  die  zusammen  ein  Dreieck 
aß^  erfüllen,  dessen  beide  in  a,  ß  endigenden  Seiten  die  Gleichungen 
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(10)  r  =  r',        s  =  s' 

haben  mögen,  worin  r'  der  Werth  von  r©  in  a,  s'  der  Werth  von 
So  in  ß  ist. 

Dieses  Dreieck  können  wir  nun  durch  ein  anderes  Dreieck 
in  der  rs- Ebene  abbilden,  bei  dem  die  Linie  a/3  einem   Stück 


Fig.  81. 


der  Curve  C  entspricht,  und  in 
dem   die   Gurven 


r  =  const,    s  =  const. 

durch  gerade  Linien,  parallel 
den  Goordinatenaxeu,  dargestellt 
werden,  wie  die  Fig.  82  zeigt 
Der  Punkt  |  hat  in  dieser  Figur 
die  Goordinaten  r*,  s\  Wenn  man 
in  der  Fig.  81  die  Strecke  aß 
weiter  ausdehnt,  so  dass  z.  B. 
dSo/dx  sein  Zeichen  wechselt, 
dann  würde  die  Gurve  C  zwischen  a  und  ß  ein  Maximum  oder 
Minimum    haben  (Fig.  83).     Dann   wird,  wie  wir  nachher  noch 

Fig.  82.  Fig.  83. 


u 

II 

kl 


XC 


I  8  =  8' 


—  r 


sehen  werden,  im  Allgemeinen  die  Integrationsmethode,  die  wir 
anwenden  wollen,  versagen. 


§.  183. 
Einführung  von  r  und  s  als  unabhängige  Variable. 

Die  Riemann'sche  Integrationsmethode  beruht  auf  der  Ein- 
führung von  r  und  s  als  unabhängige  Variable.  Um  dies  bequem 
auszuführen,  setzen  wir  zunächst  die  Gleichungen  §.  182  (6)  in 
die  Form 
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er 


(1) 


ds 


ds  =  ^  { d  [x  -  (u  -  V^^  <]  4-<d  («  -  V7(?))l' 


Die  Functionen  u  +  V^^'Cp)»  ^  —  V^^'Cp)  ^^^  ^^^  ^^^^  ^®^ 
Formeln  §.  182  (2): 

als  Functionen  von  r  und  s  darstellbar,  und  es  ist 

du_         du  _ 


dlogQ  _  dlog  Vy'(p) 


dr  dlogQ         y^  \^J     gy  dlogp 

und  denselben  Werth  hat  d  ^(p'{Q)/ds. 
Hiemach  ist 


.(.+V7(F))=  .  (iif,gS+0..+(«2(^-'-.)^^ 


logp 


und  wenn  man  also  dies  in  (1)  substituirt  und  dann  die  Coeffi- 
cienten  von  dr,  ds  auf  beiden  Seiten  einander  gleich  setzt,  so 
ergeben  sich  die  folgenden  vier  Gleichungen: 


1  = 


(2) 


8r 
dx 


8  [a;  -  («  +  V'qp'(p))  t]    ,    .  (  d\ogi <p''Cq) 


dr 


■i  +  ,(^ 


\0gQ 


+  1 


)| 


(3) 


8s  I  8  [x-(u  -ijp'iQM  _  .  (d\ogiq>'\Q)  \\ 

8«!  8s  \     dlogQ      "T"  Vj' 

•      8[a;-(«  +  V7(^))f]  ^        YdlogV^)        A 

ds  \     dloso  / 


■    ?.[^-  (w-V<p'(g))  *i  _  o.  .frflog  Vy'(p)  _  , \ 

dr  "    — -^'V     <ilog^  V 

Aus  (3)  folgt 

d\x-(H-\-}/V(9))t]        8  [a: -^(«  -  VZ(9)I<]  _  ft 
"8s  "•"  er  ~    * 
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(10)  r  =  r*,        s  =  s' 

haben  mögen,  worin  r*  der  Werth  von  r©  in  a,  s'  der  Werth  von 
So  in  ß  ist. 

Dieses  Dreieck  können  wir  nun  durch  ein  anderes  Dreieck 
in  der  rs- Ebene  abbilden,  bei  dem  die  Linie  aß  einem    Stück 


Fig.  81. 


der  Curve  C  entspricht,  und  in 
dem   die   Gurven 

r  =  const,    s  =  const. 

durch  gerade  Linien,  parallel 
den  Goordinatenaxen,  dargestellt 
werden,  wie  die  Fig.  82  zeigt 
Der  Punkt  |  hat  in  dieser  Figur 
die  Goordinaten  r*,  5'.  Wenn  man 
in  der  Fig.  81  die  Strecke  aß 
weiter  ausdehnt,  so  dass  z.  B. 
dso/dx  sein  Zeichen  wechselt, 
dann  würde  die  Gurve  C  zwischen  a  und  ß  ein  Maximum  oder 
Minimum    haben  (Fig.  83).     Dann   wird,  wie  wir  nachher  noch 


Fig.  82. 


Kig.  83. 
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sehen  werden,  im  Allgemeinen  die  Integrationsmethode,  die  wir 
anwenden  wollen,  versagen. 


§.  183. 
Einführung  von  r  und  5  als  unabhängige  Variable. 

Die  Riemann'sche  Integrationsmethode  beruht  auf  der  Ein- 
führung von  r  und  s  als  unabhängige  Variable.  Um  dies  bequem 
auszuführen,  setzen  wir  zunächst  die  Gleichungen  §.  182  (6)  in 
die  Form 
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er 


(1)  ''•^ 


ds=^{d[x-(u-)/q>'(Q))t]  +  td(u-}f^^))l 


Die  Functionen  u  +  V^^'Cp)»  ^  —  i^'io)  sind  nun  nach  den 
Formeln  §.  182  (2): 

t«  =  r  —  s,       jVc^'((>)  dlogp  =  r  +  .s 

als  Functionen  von  r  und  5  darstellbar,  und  es  ist 

du 8w 


^  lV(£).  _  d\ogiq>'(Q)     .-TT-  8bgp  _  dlogjV(£) 
8r        ~        dlog^"       y9^W      gy     —        dlogp 

und  denselben  Werth  hat  8  V9>'(p)/8s- 
Hiemach  ist 


und  wenn  man  also  dies  in  (1)  substituirt  und  dann  die  Coeffi- 
cienten  von  dr,  ds  auf  beiden  Seiten  einander  gleich  setzt,  so 
ergeben  sich  die  folgenden  vier  Gleichungen: 

dr 


dx 
(2) 


~ — d? +  ^  V— dbgy-  +  V| 


j  ^  8s  j  8  [a;-(«-yy'(p))^]  _  ^  /dlog\V(^_) 
Ö«!  8s  V     <21og^ 


+  1 


•  d[x-(u -\-^'(QJ)t]  ^  _  YdlogjVfp)  _  A 

ds  \     dlogp  / 

•  d[x-(u- ^VQ))t\  _  _i_  . (dlogYVM.  _  1  ^ 

Aus  (3)  folgt 

d[x-(u-^}/yT9))t]        d[x-(u-  iVjQ))t]  ^  ^ 

ds  ^  dr 
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Diese  Gleichung  besagt,  dass 

[x-(u  +  V7(^))  t]dr  -[x-(u-  V7(^))  t] ds 

das  YoUständige  Diiferential  einer  Function  von  r  und  s  ist,  und 
dass  wir  also,  wenn  wir  diese  Function  mit  to  bezeichnen,  setzen 
können : 

x-(u-\-)/V(i))t=       1^ 

(4) 

Für  diese  Function  w^  die  nach  der  Definition  nur  bis  auf 
eine  additive  Gonstante  bestimmt  ist,  ergiebt  sich  nun  aus  einer 
der  Gleichungen  (3)  eine  lineare  Differentialgleichung. 
Es  ist  nämlich  nach  (4) 

dw    .    dw 


und  man  erhält  also  aus  jeder  der  Gleichungen  (3): 

d^w 1^ /dlogVy^  _    \  /dw    .    dw\ 

drös  ~  2^^{q)\      dlogQ  )\dr  "*"  8s/' 

oder  wenn  man  zur  Abkürzung 

(6)  /        (dlogiVH)  -i)  =  m 

^  2f^)\     d\og(f  ) 

setzt : 

Da  nun  m  eine  gegebene  Function  von  ^,  also  auch 
von  r  -\-  s  ist,  so  haben  wir  hier  eine  lineare  homogene  DiflFe- 
rentialgleichung  zweiter  Ordnung  für  die  unbekannte  Func- 
tion ti;. 

Unter  Voraussetzung  des  Boy  le'schen  Gesetzes  <jp(^)  =  a*^  ist 

(8)  -  =  -2^' 

also  constant. 

Für  das  Poisson'sche  Gesetz  <)p(ß)  =  a*p*  erhält  man 
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woraus 

(9)  m=  *~^ 


2(fc-l)(r  +  s) 


Durch  Einführung  der  Function  w  mittelst  (4)  und  (6) 
nehmen  auch  die  beiden  Gleichungen  (2)  eine  einfachere  Ge- 
stalt an: 


1  _  ^|ö^ 
(10) 


jd^w  1        /dlogVy^(p)      A/au;  .  dw\\ 

dx\dr^      2iq>'{Q)\     dlogQ      "^    J\dr~^dsJ\' 

^  dsfd^w  1       fdlng^tpUQ)  .  ,\/8uy  .  8t<y\l 

dxlds*      2i(p'(Q)\     d\ogQ      "^    A8r"^&syj 

Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  dr/dx  und  ds/dx  nicht  ver- 
schwinden, wenn  die  Differentialquotienten  d^w/dr^^  d^w/ds^  end- 
lich sind,  und  dass  dr/dx  oder  ds/dx  unendlich  werden,  wenn  die 
eine  oder  die  andere  der  beiden  Gleichungen 


d^w 


2Vy>jV      dlog^  /\8r"^8sy 

2f^)\     dlogQ       '^    J\dr'^  ds)-"" 


befriedigt  ist     Diese  Gleichungen  geben  die  kritischen  Werthe 

von  r  und  s,  in  denen  die  Lösung  unstetig  zu  werdep  anfangt. 

Für  den  Anfangszustand,  also  für  ^  =  0,  erhält  man  aus  (4) 

\drJo~    '        \dsJ,-      ^ 

und  es  sind  also  an  der  Curve  C  die  beiden  Differential- 
quotienten  von  w  als  Ortsfunctionen  gegeben. 

Ist  dann  w  bestimmt,  so  geben  die  Gleichungen  (4)  zwei 
Integralgleichungen  zwischen  den  vier  Variablen  x,  t^  q^  u  oder 
X,  t,  r^  s  und  damit  sind  dann  auch  die  Curven  r  =  const., 
s  =  const.  (in  der  Figur  81)  bestimmt. 
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§.  184. 
Integration  der  Differentialgleichung. 

Die  Differentialgleichung,  um  deren  Integration  es  sich  jetzt 
bandelt,  ist 

mit  den  Nebenbedingungen,  dass  an  der  Curve  C 

gegebene  Functionen  der  Stelle  sind.  Es  ist  daher  auch  u? 
selbst  auf  der  Curve  C  bis  auf  eine  additive  Gonstante  gegeben. 
An  dieser  Differentialgleichung  hat  Riemann  zuerst  die 
Methode  der  Integration  entwickelt,  die  wir  schon  früher  kennen 
gelernt  und  im  §.  90  auf  die  Theorie  der  schwingenden  Saite 
und  im  §.  121  auf  die  elektromagnetischen  Schwingungen  an- 
gewandt haben.  Die  im  §.  121  (2)  gegebene  Form  der  Telegraphen- 
gleichung geht  durch  die  Substitution 

i  =  a(s  +  r),        a;  =  c(s  —  r) 

geradezu  in  die  Gleichung  (1)  für  ein  constantes  m,  also  für  das 
Boyle'sche  Gesetz,  über. 

Wir  wenden  den  Gauss'schen  Integralsatz  in  der  Form  an: 

worin  ü,  V  irgend  welche  stetige  Functionen  sein  können,  und 
das  Doppelintegral  sich  auf  irgend  ein  Flächenstück  der  rs-Ebene, 
das  Linienintegral  auf  der  rechten  Seite  auf  die  Begrenzung 
dieses  Flächenstückes  bezieht 

Wir  bezeichnen   mit  v  eine   einstweilen  noch   unbestimmte 
Function  von  r  und  s  und  setzen 

(4)  [/  =  t;  ^ g^  —  tM w;^ ,     F  =  -  u;  (^g^  +  m  v^ . 

Dadurch  erhalten  wir 

af7    ,    gF  r  8««;  ßw    ,    8tt7\l 

^  +  87  =  naraT  -  ^  V87  +  87  jj 

/  S^t;      ,    'dmv    ,    8mt;\ 

-«'Wal  +  TT  +  ^j' 
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und   wenn  wir  also    tür   v  jetzt   die   Differentialgleichung    fest- 
setzen : 


(5) 


80  folgt  aus  (1)  und  (5): 

dr  ^  gs  ' 

und  die  Formel  (3)  ergiebt 

(6)  [[t,(^-mu;)ds  +  w(|^  +  m«)dr]  =  0, 

worin  das  Integral  in  der  rs-Ebene  über   , 
die  Begrenzung  eines  Flächenstücks  er- 
streckt werden  kann,  in  dessen  Inneren 
die  Functionen  U,  V  stetig  sind. 

Das  Integral  (6)  erstrecken  wir  jetzt 
über  das  Fläcbenstück  «,  /J,  S  (Fig.  84) 
und  erhalten,  da  är  auf  a|  und  ds 
auf  /J|  verschwindet: 


S  =  B 


a 

1'{ts-^  mi.)  ds  -  ji.(|-^  +  mv)dr. 
Nun  ergiebt  sich  durch  partielle  Integration 

und  hierdurch  erhält  (7)  die  Form: 

(8)    (vw)^  —  {vw)a  =    IC  (x — h  w^)  ds  -^     w^  (ö — h  fnvj  dr 


a 


+ 


j  ["  (ll  -  *""')  '^^  ^  '"  (?^  +  '"')  '^''] ' 
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und  wenn  wir  nun  der  Function  v  die.Grenzbedingungen  auf- 
erlegen : 

an  af,  d.  h.  lür  r  =  r': 

(9)  p^^mv  =  0, 
an  /S{,  d.  h.  für  s  =  s': 

(10)  g-^  +  *»"  =  *^' 
im  Punkt  |,  d.  lu  für  r  =  r*,  s  =  s' 

(11)  t;=l, 
80  kommt: 

(12)  ti;^  =  (vm;)« -f  jjr^^  — mM;)ds-j-ti;(|^-j-mt;)cir]- 

Damit  ist  die  Aufgabe  auf  die  Bestimmung  der  Function  v 
zurückgeführt.    Denn  wenn  v  bestimmt  ist,  so  ist  w^  durch  die 

Formel  (12)  durch  die  Werthe  dargestellt,  die  w  und  dw/ds  an 
der  Curve  C  haben. 

Die  Function  v  ist  aber  durch  eine  ganz  ähnliche  Differential- 
gleichung, wie  to  selbst  [Gleichung  (5)],  bestimmt  Die  Grenz- 
bedingungen für  V  [(9),  (10)  und  (11)J  sind  aber  wesentlich  ein- 
facher, als  die  für  w,  da  sie  gar  nichts  mehr  enthalten,  was  sich 
auf  die  Curve  C  bezieht.  Es  ist  daher  die  Function  v  für  alle 
möglichen  Anfangszustände  dieselbe. 

§.  185. 
Bestimmung  der  Function  v. 

Es  bleibt  uns  also  noch  übrig,  die  Function  v  zu  bestimmen, 
die,  wenn  r  >  r\  s  '^  s'  ist,  der  Ditierentialgleichung 

genügt,  mit  den  Grenzbedingungen 

;;, — h  ^^  =  0        für  r  =  r', 

ds 

(2)  g^ 

\-  mv  =  0        für  s  =  s', 

V  =  l        für  r  =  r',  s  =  s'. 
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Wir  betrachten  die  beiden  speciellen  Fälle: 

I 

a)    m  =  —  —    (Boyle'sches  Gesetz) 

^^>  "k-S  X 

ß)   tn  =  TT,, rv-7 — i — N  =  —  (Poisson'sches  Gesetz), 

^'  2(Ä — 1)  (r-f-s)       ^ 

wenn  wir  zur  Abkürzung 


2(k—l)~2        k—V 

(4)  r  +  s  =  (J 

setzen.     Immer  ist  m  eine  Function  von  6  allein. 

Die  Function  m  hängt  allein  von  ^,  also  nach  §.  182  (2)  nur 
von  6  ab. 

Um  die  Bedingungen  für  die  Function  v  zu  vereinfachen, 
setzen  wir 

(5)  v  =  c"  F. 

worin  v  eine  noch  näher  zu  bestimmende  Function  von  r  und  s 
ist.  Führen  fnr  diese  Annahme  in  die  Grenzbedingungen  (2) 
ein,  so  erhalten  wir 


ds 
dV 


dr 
Wenn  wir  also 


+  (^m  +  |^)F=0    für  r  =  r', 


a 
?  —  fmda 


setzen,  so  werden  diese  beiden  Bedingungen  einfach: 

(6)  -1--  =  0    für  r  =  r',      ^  =  0    für  s  =  s', 

und   zugleich  ist    F=  1    für  <J  =  <J',   wenn  wir  <j'  =  r'  -[-  s' 
setzen. 

Die  Bedingungen  (2)  reduciren  sich  also  nach  (7)  darauf 

(7)  dass   V  constant  gleich  1  sein  soll  an  den   bei- 
den Schenkeln  des  Winkels  a|/S. 
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Wir  haben  noch  aus  der  Differentialgleichung  (1)  durch  die 
Substitution  (6)  eine  Gleichung  für  V  abzuleiten ,  und  die  ein- 
fache Rechnung  ergiebt: 

(8)  ^  +  (^_„,Af  =  0. 

Diese  Gleichung  soll  nun  für  das  Innere  des  Quadranten  a^ß^ 
d.  h.  für 

r  ^  r'^         s  ^  s' 

so  integrirt  werden,  dass  sie  an  der  Grenze  dieses  Gebietes  den 
Constanten  Werth  1  erhält. 

Wir  wollen  eine  neue  Variable  g  durch  die  Gleichung  ein- 
führen: 

(9)  ;,  =  ^(s-s')(r-r'), 

worin  ft  eine  noch  zu  bestimmende  Function  von  6  ist.  Die 
Function  ^r  ist  für  r  =  r'  und  für  s  =  s\  also  an  der  Grenze 
des  Gebietes  =  0,  und  hat  im  Inneren  des  Gebietes  das  Vor- 
zeichen von  ft.  Nach  (6)  und  (7)  ist  also  V  so  zu  be- 
stimmen, dass  es  für  jer  =  0  den  constanten  Werth  1  erhält 
Wir  machen  den  Versuch,  der  Differentialgleichung  (8)  durch 
eine  Function  V  von  s  allein  zu  genügen.  Wenn  wir  unter 
dieser  Voraussetzung  die  Differentialquotienten  nach  r  und  $ 
bilden,  so  ergiebt  sich: 

dV     _     dV    (dXo^jL  1     \ 

dr      ~~d\ogz\    dö       ^  r  —  ry' 

d^J^  _    d^r    /d  log  fi  1     \  /d  log  ji 1__\ 

drds~  dlogz^y    dö     "+"  r— // \    dö      '^  s  —  s') 

.       dV    d>  lo^  ft 

und  die  Gleichung  (8)  geht  also  in  folgende  über: 

d^y    (dlo^fi    ,        1    \  fdlogfi  _1_  \ 

d\ogz^\    dö      "^  r  — // V    dö      "*"  s  — 57 

dV     d^\o^f.        ,dm_      \^^ 
'     rflo^^       dö^      ^    \dö  )  ' 

oder,  indem  man   die  beiden  Klammem  im  ersten  Gliede   aus- 
multiplicirt  und  zjyi  für  (r  —  r')  (s  —  s')  einführt: 
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{(^y+[§f(--)+^.^) 


(10  '^^"«" 

Dies  geht  in  eine  lineare  Differentialgleichung  für  die  Func- 
tion V  über,  wenn  man  ft  so  bestimmen  kann,  dass  die  Verhält- 
nisse der  Coefficienten  der  drei  Glieder  nur  von  jgr,  nicht  mehr 
von  6  abhängig  sind.  Man  erhält  so,  wenn  c,  Ci,  c^  Gonstanten 
sind,  die  drei  Bedingungen: 

d^logfi  /dm  \ 

d<y»  \dö  /' 

wodurch  (10)  in 

Übergeht 

Im  Allgemeinen,  d.  h.  für  eine  beliebige  Function  in,  lassen 
sich  die  drei  Gleichungen  (11)  nicht  zugleich  befriedigen,  wohl 
aber  unter  den  beiden  Annahmen  a),  ß).  Nehmen  wir  zunächst 
nach  dem  Boyle' sehen  Gesetz  m  constant  (= —  1/2 a)  an,  so 
ist  nach  der  dritten  Gleichung  (11)  fi(6  —  <J')  eine  lineare  Func- 
tion von  0,  und  da  nach  der  zweiten  Gleichung  (11)  auch  logft 
nur  eine  lineare  Function  von  6  sein  kann,  so  muss  ft  constant 
sein.  Diese  Gonstante  kann  willkürlich  genommen  werden,  und 
wenn  wir  sie  gleich  m^  setzen,  so  ergiebt  sich 

c  =  0,        Ci  =  0,        Ca  =  —  1. 

Es  ergiebt  sich  also  für  V  die  Differentialgleichung: 

<>^-)  7  T^h-'  -"'  =  '• 

(r  —  r')  (s  —  s') 
Nehmen  wir  ferner  nach  der  P o is so n 'sehen  Annahme 

SO  wird 

Bie mann- Weber,  Partielle  Differentialgleichungen.    II.  33 


/ 
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und  die  zweite  Gleichung  (11)  zeigt,  dass  ft  mit  einer   Potenz 
von  6  proportional,  also,  wenn  h  und  h  Gonstanten  sind, 

Nach  dieser  Annahme  geben  die  Gleichungen  (11): 

Ä  =       c{X  -\-  X*), 
Ä»  =  -  Ci  (i  +  i»), 
•6tf*  +  >[Ä(tf  — tf')  +  ö]  =  — C(X-|-  i»), 

aus  deren  letzten  man  schliesst,  dass  h  =:  —  1  sein  muss.    Dann 
folgt,  wenn  man  noch  &  =  —  l/tf'  setzt,  was  frei  steht, 

l=-c(^  +  A»), 
l  =  -c,(A  +  A«), 
1  =       Cj  (1  +  i»). 

Die  Gleichung    (12)    giebt    also    nach    Multiplication     mit 
X  -\-  A«: 

_  _  (r-r'){s-^) 
'-       (r  +  s)(r'  +  s')' 

Die  beiden    Differentialgleichungen    (13«)   und  (13^«)  lassen 
sich  explicite  so  darstellen: 

(14^)  ^(l_^)^  +  (l_2^)^  +  A(l  +  A)F=0. 

Die    erste    dieser    Gleichungen    wird    auf   die   Dififerential- 
gleichung  der  B  es  sei' sehen  Function  J  [Bd.  I,  §.  69  (13)] 

dx^    ^    X  dx    ^ 

zurückgeführt  durch  die  Substitution  ^e  =  —  x\     Sie  hat   also 
nur  eine  Lösung,  die  für  jgr  r=  0  endlich  bleibt,  und  man   erhält 

w       ^=i:/':;iffga7/^"  [Bd.  i,  §.  es  cd]. 
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Die  Gleichung  (14ß)  sÜDimt  mit  der  Differentialgleichung  der 
hypergeometrischen  Reihe  [§.  6  (6)]: 

überein,  wenn  man 

a  =  A-[-l,        ß  =  —  X,        y  =  l 

setzt.  Auch  diese  Gleichung  hat  nur  eine  Lösung,  die  bei  jgr  =  0 
endlich  bleibt  und  man  erhält 

(16,)       r  =  ^(»  +  ..  -A,  1,  -  fc^^l). 

und  hiermit  ist  also  die  Integration  vollendet 

§.  186. 
Das  allgemeinere  Riemann^sche  Beispiel. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  wo  Geschwindigkeit  und 
Dichtigkeit  zu  Anfang  nur  in  einem  endlichen  Bereich  (a,  ß) 
variabel  sind.  Ausserhalb  dieses  Bereiches  sollen  beide  Grössen 
constant  aber  zu  beiden  Seiten  verschieden  sein.  Es  sei  also, 
wenn  ü^,  q^  Ug,  Q^  Gonstanten  sind, 

w  =  Wi,        Q  =  Qi        für  o;  <  a, 
^  ^  M  =  Wa,         9  =  ^,        für  X  >  ß- 

In  dem  Intervall  a  <^  x  <i  ß  sollen  u,  (»  zu  Anfang  variabel 
sein  und  sich  in  a  und  ß  stetig  an  die  constanten  Werthe  q^^  Ui 
und  (>2i  ^  anschliessen.     Wir  setzen  wie  früher 

^^  2s=/(p)-ti 

und  nehmen,  wie  in  §.  182,  an,  dass  r  im  Intervalle  aß  wächst, 
während  s  abnimmt. 

Dann  muss  fi  <  rj,  Si  >  Sj,  folglich  nach  (2) 

^  ^  /((^i)-tii>/(Pa)-t*», 

also: 

Wi  -  Wa  <f{Q2)  —f{9i)  <  w,  —  «*i 

sein,  und  wenn  wir  noch  Qi  >  ^a,  also  /((>»)  —  /(Pi)  negativ  an- 
nehmen, so  stimmt  diese  Bedingung  überein   mit  der,  die  wir 

38* 
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für  den  Fall  U  im  §.  177  abgeleitet  haben,  wo  wir  angenommen 
haben,  dass  zwei  Gasmassen  im  Anfang  in  einer  Unstetigkeits- 
fläche  znsammenstossen,  nämlich  mit  II: 

(4;  u,  —  u,  <f(Q,)  — /(Pi)  <  0. 

Wir  bestimmen  nun  die  Function  w  und  damit  auch  r  und 
8  als  Functionen  von  x  und  t  nach  der  Methode  der  beiden 
letzten  Paragraphen.  Dadurch  ist  das  Dreieck  o,  /S,  |  und  in 
ihm  die  Functionen  r,  s  bestimmt  (Fig.  81  auf  S.  504),  so  dass 

r  =  ri        an  (a|) 
s  =  Si        an  (/J|) 

ist.  Ausserhalb  dieses  Gebietes  nehmen  wir  r  oder  s  (oder  auch 
beide)  als  constant  an,  und  erhalten  dann  den  besonderen  Fall, 
dessen  Lösung  wir  im  §.  176  dargestellt  haben,  bei  dem  sich 
ein  constantes  Werthsystem  u,  q  auf  einer  geraden  Linie  erhält, 
die  unter  dem  Winkel 

d"  =  arc  cotg  (m  +  V  9'  (q)) 

gegen  die  a;-Axe  geneigt  ist  Hierbei  gilt  das  obere  Zeichen  für 
8  =  const.,  das  untere  für  r  =  const.  Wir  bestimmen  dann 
u\  (>'  aus  den  Gleichungen  r'  =  ri,  s'  =  s,  oder,  explicite: 

(..  /(p')  +  «'=/(ei)  +  «n 

^  ^  fiQl  -  «'  =  /(?,)  -  «„ 

und  diese  Gleichungen  stimmen  mit  §.  177  (8)  überein.  Wir 
construiren  nun  in  der  :r^-Ebene  vier  gerade  Linien  (« 1),  (|  2), 
(f  3),  (/J4)  unter  den  Winkeln  d'i^  d^^^  d^^^  0^4  gegen  die  positive 
ar-Axe,  indem  wir 

cotg^i  =  Wi  —  iq>'{Qi),    cotg^a  =  u'  —  V^' ((>')> 

C0tg^3   =  ti'    +   i^\Q'),       C0tg^4  =  «2  +V9'((»2) 

setzen  (Fig.  85),  und  machen  über  die  Functionen  u,  q  folgende 

Annahme: 

in  ( —  00  al)  ist  w  =  w^,  q  =  (>i, 
in  (2  {  3)  ist  w  =  w',  q  =1  q\ 
in  (4  /3-f-oo)  ist  m  =  Wa,     q  =  (j^; 

ausserdem  setzen  wir  einWerthpaar  t*,  9,  das  in  einem  Punkt  von 
(l/^)i  etwa  in  fi,  stattfindet,  auf  einer  geraden  Linie  ftft'  unver- 
ändert fort,  die  unter  dem  Winkel  -d*  =  arc  cotg  (w  +V9'  {ffj)  geneigt 
ist;    und    ebenso    erhalten  wir  die  Werthe  w,  (>,   die  in  einem 


§.  186. 


Das  allgemeinere  Riemann'sohe  Beispiel. 


517 


Punkt  V  von  a,  |  stattfinden,  constant   auf   einer  Geraden  vi/ 

unter  dem  Winkel  arc  cotg(M  — YWifi))' 

Dadurch  sind   die  Werthe  von  u,  q   so  weit  eindeutig  be- 
stimmt, als  nicht  verschiedene  dieser  geraden  Linien  ft/ü'  oder 

Fig.  85. 


V  v'  einander  schneiden,  so  lange  also  diese  Linien  keine  En- 
veloppe  haben.  Diese  Enveloppen  geben  Anlass  zu  Verdichtungs- 
stössen,  die  sich  noch  der  Theorie  entziehen. 

Unter  den  hier  gemachten  Voraussetzungen  aber  ist,  wie  wir 
schon  im  §.  177  II  gesehen  haben,  ^'<Cp2<!pi  ^^^  tii<;w'<Wa 
und  in  Folge  dessen 

'^l  >  -ö-j  >  -d-s  >  '9'4  , 

und  die  Linien  (al),  (|2),  (g3),  (|4)  divergiren  also,  und  wenn 

wir  noch  annehmen,  dass  u  —  ^tp'  (p)  von  a  bis  §  und  u  -f-  '^^'  {fi) 
von  I  bis  ß  stetig  wächst  i),  so  werden  sich  die  Geraden  (ftft') 
(vi/')  nirgends  schneiden  und  die  Wellen  werden  also  stetig  und 
der  Diflferentialgleichung  gemäss  verlaufen. 

Wir  erhalten  genau  den  Fall  §.  177 II,  wenn  wir  aß  un- 
endlich klein  werden  lassen,  und  wir  bekommen  daher  dasselbe, 
mögen  wir  eine  Unstetigkeitsebene  annehmen  oder  einen  allmäh'» 
liehen  U ebergang  in  einem  schmalen  Gebiet 

Die  anderen  möglichen  Annahmen,  die  man  an  Stelle  von 
(3)  setzen  kann,  führen  aber  zum  Theil  zu  Unstetigkeitsstössen 


^)  Dies  ist,  weDigstens  für  das  Boyle'sche  Gesetz,  eine  Folge  der 
übrigen  Annahmen,  nach  denen  8  von  a  bis  ^  abnimmt  nnd  r  von  ^  bis  ß 

wächst.    Denn  nach  dem  Boyle'schen  Gesetze  ist  w±  V^'(p)  =  r  —  s±a. 
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und  unsere  Formeln  sind  nur   so   lange  anwendbar,   als   noch 
keine  solche  Stösse  eingetreten  sind^). 


§•  187. 

Anfängliche  Gleichgewichtsstörung  in  einem  endlichen 

Intervall 

Da  hier  zu  beiden  Seiten  der  Strecke  aß  Geschwindigkeit 
und  Dichtigkeit  verschieden  sind,  so  wird  man  diesen  Fall  nicht 
eigentlich  so  charakterisiren  dürfen,  wie  es  hei  Riemann  ge- 
schieht, dass  die  anfangliche  Gleichgewichtsstörung  auf  das  Inter- 
vall (aß)  beschränkt  sei.  Die  Annahme,  die  diese  Bezeichnung 
verdient,  würde  darin  bestehen,  dass  für  ä;  <  «  und  ic  >  ß  der 
Anfangswerth  von  u  gleich  Null  und  der  von  q  gleich  der  nor- 
malen Dichtigkeit  der  Luft,  ^o)  die  nian  etwa  gleich  1  setzen 
kann,  sei,  und  dass  nur  für  das  Intervall  a/3  die  Anfangswerthe 
von  M  und  q  davon  verschieden  seien.  Hier  werden  aber,  wenn 
vnr  die  Anfangswerthe  als  stetig  betrachten,  die  Differential- 
quotienten dfo/dx  und  dSo/dx  irgendwo  in  dem  Intervall  (a^) 
gleich  Null,  und  daher  reicht  die  Integrationsmethode  des  §.  184 
in  diesem  Falle  nicht  mehr  aus. 

Um  eine  ungefähre  Anscliauung  des  Sachverhaltes  zu  geben, 
wollen  wir  annehmen,  es  sei  zu  Anfang  die  Geschwindigkeit 
überall  gleich  Null,  und  in  dem  Intervall  (aß)  habe  q  einen  von 
^0  verschiedenen  constanten  Werth  q^.  Es  ist  also  der  Anfangs- 
werth von  Q  bei  a  und  ß  unstetig,  und  wenigstens  lür  einen 
gewissen  Zeitraum  lassen  sich  die  Bewegungen  nach  §.  177  be- 
stimmen. Sie  sind  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  der  Strecke 
(aß)  symmetrisch  und  der  Anfangszustand  genügt  den  Bedin- 
gungen §.  177  III  oder  IV.  Ist  Pi  >  Po»  herrscht  also  in  a/3 
eine  anfängliche  Verdichtung,  so  laufen  von  den  Unstetigkeits- 
stellen  a,  ß  je  ein  Verdichtungsstoss  nach  aussen  und  eine  Ver- 
dünnungswelle nach  innen  (in  Bezug  auf  aß).  Ist  Qi  <;  q^, 
also  eine  anfängliche  Verdünnung  vorhanden,  so  laufen  die  Ver- 


^)  Im  Artikel  4  der  Kicmann' sehen  Abhandlang  sind  die  Linien 
«(,  ß^  irrthümlich  als  gerade  Linien  angenommen.  Hierauf  hat  Ghri> 
Stoffel  in  dem  erwähnten  Bericht  in  den  „Fortschritten  der  Physik"  auf- 
merksam gemacht. 
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dünnungswellen  nach  aussen  und  die  Verdichtungsstösse  nach 
innen,  wie  es  die  Figuren  86  und  87,  die  in  der  :r^- Ebene  zu 
denken  sind,  veranschaulichen.  Die  Theorie  giebt  aber  die  Be- 
wegung des  Gases  nur  so  lange,  bis  die  nach  innen  laufenden 
Wellen  zusammenstossen.  Von  da  an  müsste  man  den  augen- 
blicklichen Zustand  als  einen  neuen  Anfangszustand  betrachten 


und  könnte,  wenigstens  im  zweiten  Falle,  wo  bei  y  eine  Unstetig- 
keit  in  Bezug  auf  die  Geschwindigkeit  eingetreten  ist,  in  derselben 
Weise  noch  etwas  weiter  gehen. 

Es  laufen  dann  von  y,  d.  h.  von  j;  =  0   aus,  zwei  weitere 
Verdichtungsstösse  aus,  die  man  als  die  reflectirten  der  gegen 


einander  laufenden  Stösse  betrachten  kann.  Von  nun  an  laufen 
also  nach  jeder  Seite  hin  eine  Verdünnungswelle  und  ein  Ver- 
dichtungsstoss,  und  dazwischen  tritt  Gleichgewicht  ein.  Der 
Verdichtungsstoss  kann  die  Verdünnungswelle  einholen,  und 
dann  treten  wieder  neue  Verhältnisse  ein,  die  wir  nicht  weiter 
verfolgen  können.  Weniger  einfach  liegen  die  Verhältnisse  in 
dem  ersten  Falle,  wo  pi  >  po  ist. 


520  DreinndzwanzigBter  AbBchnitt.  §.  187. 

Wenn  wir  die  Geschwindigkeit  u  und  die  Schwankungen 
der  Dichtigkeit  q  um  einen  mittleren  Werth  ^o  &^  unendlich 
kleine  Grössen  betrachten,  so  werden  die  Gotangenten  in  {6)  §.  186 

alle  nur  unendlich  wenig  von  ±  V  9' (Qo)  abweichen,   und  es  ist 

also  c  =  V  9'  (Qo)  als  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Luft- 
welle zu  betrachten.  Für  das  Boyle'sche  Gesetz  ergiebt  dies 
den  Werth  c  =  a,  während  man  für  das  Poisson'sche  Gesetz 

fc  —  i 
c  =  a  'fic  Qo  * 

erhält.     Um  a  zu   eliminiren,   wendet   man   das   Gasgesetz    an 

[§.  142  (3)]: 

pv  =  BT] 

versteht  man  unter  v  das  Volumen  der  Masseneinheit,  so  ist 

^  =  ?7Sl>  =  «^eJ^  also 

a^pj-i  =  BT 
und  folglich 

(1)  c  =  fkBT. 

Nach  Riemann^s  Berechnung  (Gesammelte  Werke,  Seite  158) 

stimmt  dieser  Ausdruck  sehr  gut  mit  den  Beobachtungen  über 

die  Schallgeschwindigkeit  in  der  Luft  überein. 

Nimmt  man 

Ä  =  1,4101 

und  für  atmosphärische  Luft  bei  Null  Grad  Celsius 

BT  =  783  750 000, 
so  erhält  man  aus  (1) 

c  =  332  44, 

also  332,44  Meter  in  der  Sccunde. 

Wir  schliessen  mit  der  historischen  Bemerkung,  dass  die  Zu- 
rückführung  der  Differentialgleichung  für  die  Luftschwingungen 
auf  eine  lineare  Gleichung  schon  Ampere  bekannt  gewesen  ist. 
Auf  Seite  177  der  zweiten  Abhandlung  über  partielle  Differential- 
gleichungen im  Journal  de  l'ecole  polytechnique  (Ca hier  XVIII, 
t.  XI  f  1820)  giebt  er  dazu  einen  Weg  an,  den  wir  im  An- 
schluss  an  die  von  Riemann  gebrauchte  Bezeichnung  kurz  so 
darstellen  können. 

Wenn  man  unter  Voraussetzung  des  Boyle'schen  Gesetzes 

^  '  dx'        ^^  dt        2  \dx) 


I+KII)"+«II=^»^- 
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setzt,  80  reduciren  sich  die  beiden  Gleichungen  §.  174  (4)  auf 
die  eine 

von  der  Ampere  ausgeht.    Er  setzt  dann 

dy         l   (dyV       a^y  -<laa 

8T  +  2  V8^;  -^8^-^^"' 

8 

8 

und  nach  (2)  und  §.  182  (2)  stimmen  dann  a,  ß  mit  —  r,  —  s 
überein. 

Es  wird  ferner  eine  Function  ri  definirt  durch 

n  =  y  —  {ß^a)x-  [a{ß  +  «)  _  l  (/3  _  ay]t, 

die  nach  §.  183  (4)  mit  Riemann's  —  w  übereinstimmt,  und  für 
die  sich  die  partielle  DiflFerentialgleichung 

"8a8^        8«       8/3"" 

ergiebt,  in  genauer  Uebereinstimmung  mit  der  Gleichung  §.  184 
(1).  Die  Integration  dieser  Gleichung  aber,  und  besonders  die 
Untersuchung  der  Unstetigkeiten,  ist  Riemann's  Verdienst. 
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Q-Functionen  II  40. 
Quellen  I  221. 
Quellpunkte  I  221. 
Querschnitt  I  223. 

Raumintegral  I  83. 
Rechts-Drehung  I  197. 

—  -Schraubung  I  197. 

—  -System  I  86,  198. 

Reciproke  Radien  in  der  Ebene  I  122. 

im  Räume  I  267. 

Reflexion  ebener  Wellen  II  333. 

—  an  kugelförmigen  Leitern  II  340. 
Reihen,  unendliche  I  45. 


Relaxationszeit  I  379. 

R  i  e  m  a  n  n '  sehe  Integrationsmethode  U 

225,  307,  508. 
Ring  in  einer  Flüssigkeit  11  406 
Rotationskörper  m  einer  Flüssigkeit  U 

438. 
Rotirende  Flüssigkeiten  11  367. 

Saint-Venant'sches  Problem  II  176. 
Saitenschwingungen,  Differential- 
gleichungen II  208. 
— ,  — ,  particulare  Lösungen  II  209. 
Schraubenbewegung  im  Wasser  II  436. 
Schraubung  I  197. 
Schwingungen  I  133. 
— ,  oscillatorische  I  135. 
— ,  aperiodische  I  137. 
— ,  elektrische  11  299. 

—  der  Saite  II  206. 

Membran  II  248. 

Luft  II  499. 

Selbstinduction  II  319. 
Senken  I  221. 
Skalare  I  207. 
Solenoidale  Vectoren  I  221. 
Spannungsdifferenz  I  318. 
Spannungsgesetz  I  320. 

Specifische  Wärme  von  Gasen  II  364. 

Sperrflächen  I  223. 

Stab  (Wärmeleitung)  II  88,  91. 

Stab  (Torsion)  11  176. 

Stabilität  des  Gleichgewichtes  I  291. 

Stationäre  Ströme  I  410. 

Stetigkeit  I  4. 

—  eines  bestimmten  Integrals  I  18. 

—  einer  unendlichen  Reihe  I  67. 

—  des  Potentials  I  242. 
Stokes'scher  Satz  I  91,  216. 

Strahl  bei  Flüssigkeitsbewegung  II  446. 

Strombrechung  I  415. 

Stromfäden  I  218. 

Stromlinien  I  218. 

Strömung    der  Elektricität    in    einem 

Draht  I  416;  ü  317. 

einer  Fläche  I  429. 

kreisförmigen  Platte  I 

436. 

Kugel  I  457. 

planparallelen  Platte  I 

460. 


Register. 
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Strömung  der  Elektricitat  in  einer 
Ringflache  I  442. 

Röhrenfläche  I  438. 

zusammengesetzten 

Platte  I  446. 

Strom  Verzweigung  I  416. 

Summation    der    trigonometrischen 
Reihen  I  72. 

Systeme  linearer  Differentialgleichun- 
gen mit  constantem  Coefficienten  I 
137. 

Telegraphengleichung  IX  306. 

— ,  Integration  durch  particulare  Lö- 
sungen IX  322. 

Temperatur  11  78. 

— ,  absolute  11  363. 

Leitungscoefficient  IX  82. 

Tensor  I  208. 

Torsion  11  176. 

Transcendente  Gleichung  in  der 
Wärmelehre  11  130. 

Transformation  von  Differentialaus- 
drücken I  94. 

—  der  M^xweir  sehen  Gleichungen  II 
315. 

Raumintegrale  I  83. 

Trigonometrische  Reihen  I  70. 

Uebergangs-Leitfähigkeit  11  84. 
Unendliche  Felder  beim  Green 'sehen 

Satze  I  235. 
Unendlich  femer  Punkt  I  121. 
Unstetigkeiten      bei      Luftwellen      11 

471. 
Unstetigkeitsflächen  beim  Green'  sehen 

Satze  I  234. 

—  bei  Flüssigkeitsbewegungen  11 
446. 


Yariationen  I  295. 

Variation  der  Schwingungsdauer  einer 
Saite  n  244. 

Knotenpunkte  II  247. 

Variirte  Systeme  (elastische)  11  240. 
Vectoraxe  I  208. 
Vectoren  I  207. 

Yerdichtungsstösse  II  474,  481. 
Yerdünnungswellen  11  484. 
Yerrückungen  I  208. 
YertauBchung  der  Integrationsfolge  1 23. 
Yirtuelle  Yerrückungen  I  283. 
Yollkommene  Flüssigkeit  11  361. 

—  Leiter  11  339. 
Yolumkräfte  11  150. 

Wärmefluss  II  77. 
Wärmeleitfähigkeit  ü  79. 
Wärmeleitung  II  80. 
Wärmemenge  11  77. 
Wasserwirbel  11  385. 
Wellen,  gedämpfte,  ebene  11  306. 
— ,  — ,  im  Räume  II  312. 
Wellengleichung  II  302. 
Widerstand,  elektrischer  I  423,  455. 
— ,  — ,  einer  Kugel  I  460. 
Willkürliche  Constanten  I  128. 

—  Functionen,  durch  Fourier'sche 
Integrale  dargestellt  I  40. 

Reihen  dargestellt  I  70. 

Besser  sehe  Functionen  dar- 
gestellt I  190. 

Wirbelcanal  U  383. 

Wirbelfaden  I  219. 

Wirbelfreie  Bewegung  II  384. 

Wirbellinien  I  219;  H  383. 

Wirbelmoment  I  219;  II  382. 

Wurzeln  der  B  e  s  s  e  P  sehen  Functionen 
I  164. 
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